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DE 
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PURES  ET  APPLIQUÉES. 


Recherches  théoriques  sur   l'écoulement  des  nappes  cV eau 
infiltrées  dans  le  sol  et  sur  le  débit  des  sources; 

Par  31.   J.  BOUSSINESQ. 


§  I.  —  Constatation  d'un  régime,  en  dehors  des  époques  de  pluie,  dans 
les  sources  drainant  les  nappes  d'eau  d'infiltration  et,  par  suite,  dans 
les  nappes  elles-mêmes  :  recherche  théorique  de  ce  régime;  résultats 
obtenus. 

1.  L'observation  régulière,  qui  se  fait  depuis  plusieurs  années,  de 
l'état  des  sources  alimentant  d'eau  potable  nos  grandes  villes,  com- 
mence à  montrer  que  chacune  de  ces  sources  a  ses  débits  successifs, 
durant  la  saison  d'été  où  ne  se  renouvelle  pas  sensiblement  par  l'atmo- 
sphère la  nappe  des  eaux  d'infiltration  qu'elle  draine  ('),  représentés 

(^)  L'ingénieur  Daiisse  a  remarqué  judicieusement,  i!  y  a  plus  de  soixante  ans, 
que  les  pluies  d'été  ne  profitent  guère  aux  sources  des  terrains  perméables;  car 
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à  peu  près  par  une  seule  courbe  plane,  où  les  temps  figurent  comme 
abscisses  et  les  débits  correspondants  comme  ordonnées.  Ladiiïérence 
existant,  aux  jours  datés  de  même  (au  millésime  près),  entre  les  saisons 
estivales  des  diverses  années,  ne  se  manifesterait  guère  que  par  un  dé- 
placement, propre  à  chaque  été,  de  Foriginc  des  abscisses,  dépla- 
cement dû  à  la  disparité  des  pluies  antérieures,  quant  à  leur  volume 
total  et  à  sa  distribution  soit  dans  le  temps,  soit  sur  les  diverses  parties 
du  bassin  d'alimentation  de  la  source.  Ainsi,  dès  que  Tobservalion 
effeclive,  au  com-mencement  d'un  été  quelconque,  ferait  connaître  le 
débit  pour  ce  moment  et,  par  suite,  l'ordonnée  spéciale  dont  le  pied 
devrait  être  choisi  comme  origine  des  abscisses  pour  Tété  en  question, 
la  courbe  des  débits  fournie  par  l'observation  des  étés  passés  per- 
mettrait d'annoncer  les  débits  suivants,  savoir,  tous  ceux  qui  se  pro- 
duiraient aux  divers  jours  de  la  saison  débutante  ("). 

Ce  fait  tend  à  prouver  que  l'état  de  la  source  et,  par  suite,  celui 
même  de  la  nappe  qui  y  débouche,  ne  tardent  pas,  une  fois  la  période 
des  pluies  terminée,  à  se  régler  d'après  la  configuration  du  lit  imper- 
méable supportant  la  nappe  aqueuse,  la  contexture  du  terrain  per- 
méable qu'elle  pénètre  et,  enfin,  d'après  son  volume  actuel  total, 
mais  indépendamment  des  particularités  de  temps  ou  de  lieu  ofl'ertes 
par  l'accession,  à  la  nappe,  des  diverses  parties  de  ce  volume.  Ainsi, 
comme  dans  tant  d'autres  phénomènes  physiques,  lorsque  leurs  con- 
ditions sont  devenues  constantes,  et,  spécialement,  dans  tous  ceux 
qu'olîrent  les  cours  d'eau  visibles,  un  rê'ginie  tend  à  s'établir,  et  se 


l'eau  qui  s'y  trouve  momenlanémenl  absorbée  par  le  sol  est,  presque  toujours, 
évaporée  à  peu  près  entièrement,  avant  d'avoir  atteint  la  nappe  aqueuse  sous- 
jacente.  Voir  son  Mémoire  De  la  pluie  et  de  t'injhience  des  forêts  sur  leseours 
d'eau,  au  numéro  de  mars  et  avril  1842  des  Annales  des  Ponts  et  Chaussées, 
p.    198  à  201. 

(*)  Celte  idée  d'une  courbe  un'ujue  des  débits,  pour  chaque  source  drainant 
un  sol  perméable  et  considérée  un  certain  temps  après  la  dernière  chute  de  pluie 
ayant  fourni  un  apport  à  sa  nappe  d'alimsnlalion,  vient  d'être  énoncée,  comme 
loi  expérinioiitalo,  par  M.  Edmond  Maillet,  iiii^énieur  des  Fonts  et  Chaussées  et 
lauréat  de  llnstitul.  l'21le  élail  déjà  on  germe  dans  sa  Note,  du  13  mai  1902,  Sur 
la  prévision  des  débits  ntininia  des  sources  de  la  Vanne  {Comptes  Rendus  de 
l' Académie  des  sciences  de  Paris,  t.  CXXXIV,  p    iio3). 
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réalise  assez  vite,  où  les  circonstances  initiales  du  phénomène  ne  fi- 
gurent plus,  si  l'on  considère  seulement  l'état  fi/ial,  qui  serait,  ici,  le 
tarissement  de  la  source,  mais  où  elles  fii^urent  uniquement  par  un 
certain  effet  général  ou  d'ensemble,  exprimé  au  moyen  d'un  seul  pa- 
ramètre, si  l'on  considère  Vétat  pénultième,  signalé  par  Fourier  dans 
le  refroidissement  des  corps  et  qui  annonce,  en  la  précédant  de  très 
loin,  la  cessation  finale  du  phénomène.  Ici,  où  l'écoulement  se  réglera 
en  général,  comme  nous  verrons,  par  la  hauteur  et  par  les  pentes  de 
la  surface  supérieure,  libre  quoique  souterraine,  de  la  nappe  aqueuse, 
cette  surface  sera  donc,  une  fois  le  régime  sensiblement  établi, 
entièrement  déterminée  pour  chaque  valeur  de  l'espace  total  qu'elle 
délimitera  au-dessus  du  lit  imperméable,  c'est-à-dire,  dès  lors,  par  une 
quelconque  de  ses  ordonnnées  verticales  A,  celle  tpii  correspondra  à 
un  point  (.r, y),  choisi  à  volonté,  du  plan  horizontal  de  repère  tracé 
dans  le  terrain  perméable  où  s'abaisse  lentement  cette  surface  libre. 

2.  J'établirai  au  paragraphe  suivant,  d'après  les  lois  élémentaires  de 
la  liltration,  bien  cormues,  V équation  indéfinie,  aux  dérivées  par- 
tielles, et  les  relations  définies,  se  rapportant  au  contour  de  la  nappe, 
qui  régissent  cet  abaissement  de  la  surface  libre,  quand  les  pentes  tant 
de  fond  que  de  superficie  ont  de  petites  viAewY^.  Si  l'équation  indé- 
finie dont  il  s'agit  était  linéaire,  on  pourrait  espérer  obtenir  tout  au 
moins  la  forme  générale  de  son  intégrale  et,  par  suite,  y  débrouiller  Tex- 
pression  asymptotique  des  ordonnées  ou  altitudes  h  de  la  nappe, 
expression  qui  représenterait  la  figure  de  régime  cherchée. 

Mais  cette  équation  aux  dérivées  partielles  ne  devient  linéaire  que 
dans  l'hypothèse  d'eaux  très  basses,  c'est-à-dire  d'une  dénivellation 
de  la  nappe,  entre  son  point  le  plus  haut  et  la  source,  très  petite  com- 
parativement à  ses  épaisseurs  ou  profondeurs  totales  ;  et,  alors,  le  faible 
écoulement  de  liquide  qui  y  subsiste  vers  la  source  est  exactement 
pareil  à  l'écoulement  de  la  chaleur  dans  une  certaine  plaque  à  faces 
imperméables,  limitée  au  contour  môme  de  la  nappe,  rendu  éga- 
lement imperméable,  sauf  à  Tendroit  où  est  la  source  et  où  l'on  main- 
tiendrait température  nulle  (').  Or  tous  les  caractères  observés  du 


(')  En  conséquence,  cet  écoulement  se  prolongerait,  pour  ainsi  dire,  sans  fin, 
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cJéJjiL  des  sources  se  montrent  bien,  avec  leur  niaxiniuni  de  simplicité, 
dans  ce  cas  extrême,  auquel  se  trouve  ainsi  réduite  la  théorie  à  moins 
de  faire  des  hypothèses  particulières  sur  la  config;uration  ou  plane, 
ou  courbe  (et  concave  ou  convexe),  du  sous-sol  imperméable  sup- 
portant la  nappe  aqueuse. 

Les  débits  de  la  source  y  sont  proportionnels  à  une  simple  exponen- 
tielle, 6^""',  où  fif^urc  un  cot^fficieiit  de  tari-sscincnl,  a,  fonction  seu- 
lement de  la  confif'iiralion  du  fond  et  de  deux  constantes  physiques, 
exprimant  la  perméabilité  des  terrains  qui  filtrent  la  na{)pc.  De  plus, 
les  petites  altiludes  //  de  la  surface  libre  au-dessus  du  ])lan  horizontal 
du  seuil  de  la  souice,  mesurées  sur  les  diverses  verticales  fixes  du 
terrain,  que  définissent  les  deux  coordonnées  horizontales  x^y^  y 
sont  les  produits  d'une  fonction  déterminée  de  :c  et  de  y,  par  une 
fonction  du  temps  i  proportionnelle  à  la  même  oxponenlielle  e  "*'.  Il  v 
a  donc  conscn-ation,  jusqu'à  tarissement,  du  mode  (récoulement 
établi,  en  ce  sens  que  toutes  les  ordonnées  //  de  la  surface  libre 
gardent  sans  cesse  leurs  rapports  muluols.  mainicnant  dès  lors 
mêmes  pentes  relatives  nu\  divers  éléments  de  la  superficie  et  aussi, 
par  suite,  mêmes  vitesses  relatives  de  filtration  aux  régions  de  la 
nappe  sous-jacentes. 

5.  L'observation  du  débit  des  sources  porte  à  penser  (|ue^  pour  des 
dénivellations  h  considérables,  très  supérieures  à  celles  dont  il  vient 
d'être  question,  et  itiltialejnent  arbitraires,  Técoulement  se  réglerait 
plus  ou  moins  vite  d'une  certaine  manière,  la  fonction  Ji  tendant  à  y 
devenir  presque  indépendante  des  données  initiales  ou,  une  infinité 
d  intégrales  particulières,  à  se  confondre  en  une  seule.  Mais  la  forme 
de  Téquation  indéfinie  du  mouvement  moiilre  (pie  ce  régime,  si  la 
réunion  ou  convergence  des  intégrales  s'opère  réellement,  ne  consiste 
])as,  du  moins  d'une  manière  générale,  en  un  mode  d'écoulement  se 
conservant,  où  toutes  les  ordonnées  h  s'abaisseraient  sans  allération 


si  une  lente  cvaj)oralion,  (|iie  \;\  théorie  néjjlige,  à  la  surface  libre  soulerraiue, 
n'abaissait  pas  à  la  loii;;ne  le  niveau  jusqu'au-dessous  du  seuil  de  la  source  (à 
moins  d'èlri'  conijien-ée,  de  temps  à  aulie,  par  un  faillie  apport  d"cau\  plu- 
viales). 
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fie  loiirs  rapporis  mnliiols  :  on  d'aulros  lormos,  (.-os  ordounrcs n'y sonl 
qiiexceptionncllrment  le  produil  d'une  fonction  des  coordonnées 
par  une  fonction  du  temps. 

Le  cas  le  plus  simple  où  elles  le  soient,  et  oii,  par  conséquent,  le 
régime  consiste  en  un  mode  d'écoulement  cjui  se  conserve,  est  celui 
d'une  nappe  aqueuse  reposant  sur  un  lit  horizontal,  avec  rebord  vertical 
tout  autour,  sauf  à  l'endroit  de  la  source,  où  ce  rebord  est  supposé 
manquer  complètement.  Alors  la  nappe  se  trouve  toute  en  hauteur  au- 
dessus  du  plan  horizontal  de  repère;  et  les  ordonnées  h  de  la  super- 
ficie, qui  mesurent  justement  cette  hauteur  sur  chaque  verticale 
fixe  {x,y),  sont  en  raison  inverse  des  temps,  t  =  To  +  ^  comptés  à 
partir  de  l'origine  la  plus  ancienne  possible,  antérieure,  d'une  quan- 
tité To  plus  ou  moins  grande  suivant  les  cas,  à  l'instant  où  le  régime  est 
censé  avoir  été  atteint  et  d'où  partent  les  valeurs,  /,  de  la  durée 
écoulée  jusqu'aux  divers  moments  du  phénomène.  Ce  régime  est  très 
stable;  car,  si  l'on  suppose  cjue  l'état  initial  donné  en  différât  peu,  les 
petits  écarts  existant  entre  le  mode  effectif  d'écoulement  et  lui 
sont  régis,  aux  instants  successifs,  par  une  équation,  aux  dérivées 
partielles,  linéaire,  qui,  dans  le  cas,  par  exemple,  d'une  nappe  cylin- 
drique à  génératrices  horizontales  et  d'un  terrain  homogène,  les  fait 
évanouir  comme  l'inverse  de  la  quinzième  puissance  du  temps  t.  L'in- 
tégration de  cette  équation  linéaire  à  coefficients  variables,  sous  les 
conditions  au  contour  existantes,  offre  de  l'intérêt,  à  raison  de  la  ma- 
nière originale  et  presque  intuitive  dont  s'y  forment  les  solutions 
simples. 

Quant  aux  débits  de  la  source,  ils  y  sont  inversement  |)roportionnels 
aux  carrés  des  temps  'z. 

4.  Le  cas  précédent,  d'un  fond  plat  horizontal,  peut  être  censé  réa- 
lisé, dans  un  lit  quelconque,  lorsque  la  nappe  aqueuse  est  donnée  ini- 
tialement assez  haute  pour  que,  môme  une  fois  le  régime  à  peu  près 
établi,  ses  pentes  de  superficie  soient  encore  beaucoup  plus  fortes  que 
ses  pentes  de  fond,  au  point  de  rendre  celles-ci  comparativement  né- 
gligeables. Il  exprimerait  donc  Xq?,  premières  phases  de  l'écoulement 
7'églé  de  toute  nappe  à  pentes  de  fond  modérées,  relativemenl  très 
haute. 

Journ.  de  Math,  (â'  série),  tome  \.  —  l'asc.  I.  1904.  ^ 
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Mais  un  autre  cas,  où  lo  lit  est  sojt  concave,  soit  même  com-exe,  se 
trouve  admettre  aussi  un  mode  d'écoulement  se  conscmant;  et  ce 
mode  doit  pouvoir,  par  suite,  représenter  approximaliicment  l'écou- 
lement effectif,  une  fois  réglé,  des  nappes  réelles  dont  les  profon- 
deurs H  (positives  ou  négatives),  sous  le  plan  horizontal  du  seuil 
d'une  source,  croissent  graduellement  en  valeur  absolue  quand  on 
s'éloigne  de  ce  seuil.  C'est  celui  d'un  lit  où  ces  ordonnées  fixes  H,  qui 
se  comptent  positivement  de  haut  en  bas,  sont,  au  moins  dans  les  cir- 
constances les  plus  simples,  proportionnelles  aux  précédentes  ordon- 
nées réglées  h  de  la  superficie,  qui  se  comptent  de  bas  en  haut.  Alors 
celles-ci,  A,  gardent  entre  elles  mêmes  rapports  mutuels  de  régime 
que  dans  le  cas  d'un  fond  plat;  et  elles  varient  comme  la  fonction  du 

temps —-^-t  où  h  est  un  coefficient  mesurant  le  degré  de  concavité 

du  fond. 

Le  débit  de  la  source  se  trouve,  en  même  temps,  proportionnel  à 

.  /   T    \' 
l'expression  (--—^/—j  r'^"^,  qu'on  peut  écrire  aussi  -  I  j-_  |  •  C'est 

donc  par  celle-ci  qu'il  faudrait  essayer  de  représenter,'  à  un  facteur 
constant  près,  le  débit,  pendant  l'été,  des  sources  à  bassin  d'alimenta- 
tion le  plus  simple  possible  au  point  de  vue  des  lois  de  l'écoulement. 
On  verra,  du  reste,  au  n°  il,  que,  pour  la  plupart  des  très  fortes 
souj^ces,  comme  sont  généralement  celles  dont  on  amène  l'eau  dans 
les  villes,  l'expression  du  débit  doit  être  plus  simple  encore,  et  se  ré- 
duire sensiblement  à  la  forme  exponentielle  A^?~"',  que  la  précédente 
donne,  il  est  vrai,  mais  seulement  pour  les  valeurs  assez  grandes  de  t. 
La  stabilité  du  régime,  à  en  juger  par  la  rapidité  avec  laquelle 
tendent  vers  l'intégrale  qui  l'exprime  les  intégrales  particulières  voi- 
sines, est  très  grande  dans  le  cas  d'un  lit  concave;  caries  petits  écarts 
(pii  les  en  séparent,  régis  p;u'  uue  équation  aux  dérivées  partielles 
linéaire,  s'évanouissent,  ])our  t  grandissant,  comme  la  douzième  puis- 
sance de  re\j)ononlielle  e  '''^,  du  moins  dans  une  nappe  cylindricpic 
filtrée  par  un  terrain  homogène.  La  stabilité  existe  encore,  notable 
uièuie,  mais  sans  èli'e.  à  Ix^nicouj)  près,  aussi  accusée,  (lansl(>  cas  d'un 
lit  C(Uivexe. 
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L'intégration  de  cette  équation  linéaire  se  fait  au  nioNcnde  solutions 
simples  qui  sont  des  polynômes  par  rapport  à  une  certaine  variable 
remplaçant  Tabscisse,  avec  coefficients  fonctions  du  temps  ration- 
nelles en  e~'^^. 

C'est  le  seul  exemple  que  je  connaisse,  en  Physique  mathématique, 
de  solutions  simples,  faciles  à  obtenir,  non  réductibles  au  produit  d'une 
fonction  du  temps  par  une  fonction  des  coordonnées.  Et  le  procédé 
qui  les  fournit  n'est  pas  moins  original,  car  je  n'en  connais,  égale- 
ment, pas  d'autre  exemple. 

§  II.  —  Équations  du  mouvement,  pour  une  nappe  aqueuse  filtrée 
dans  le  sol  et  n'ayant  que  de  faibles  pentes  tant  de  fond  que 
de  superficie. 

5.  Lorsqu'un  sol  perméable,  reposant  sur  un  sous-sol  imperméable, 
a  ses  couches  inférieures  imprégnées  d'eau,  mais  ses  couches  supé- 
rieures soumises  à  la  pression  atmosphérique  constante  de  l'air  super- 
posé à  l'eau,  et  que,  d'ailleurs,  celle-ci,  occupant  les  interstices  des 
grains  sablonneux  ou  terreux  des  couches  inférieures,  c'est-à-dire  une 
certaine  fraction  a  de  leur  volume  apparent  donnée  pour  chaque  en- 
droit (x-,  y,  z),  se  trouve  animée,  dans  toute  région  un  peu  étendue, 
de  lents  mouvements  suivant  une  certaine  direction  générale  sus- 
ceptible de  chang'er  peu  à  peu  avec  le  temps  /,  les  interstices  contigus 
assez  bien  alignés,  suivant  cette  direction  générale,  pour  permettre  un 
écoulement  appréciable,  deviennent  des  tubes  de  transpiration. 
Quant  à  l'eau  emmagasinée  entre  deux  tubes  de  transpiration  voisins, 
dans  les  interstices  dont  les  ouvertures  sont  disposées  suivant  les  direc- 
tions perpendiculaires,  et  qui,  à  peu  près  immobile,  complète  en 
quelque  sorte  la  paroi  des  tubes,  elle  a,  dans  le  mouvement,  le  rôle 
capital  de  transmettre  la  pression  d'un  tube  à  Tautre,  et,  par  suite,  de 
rendre  solidaire  dans  tous  l'écoulement. 

Or  on  sait  que,  le  long-  des  chemins  perpendiculaires  à  cet  écou- 
lement, la  pression  est  régie  par  la  loi  hydrostatique,  non  seulement 
là  où  le  liquide  est  ainsi  en  repos  entre  deux  tubes,  mais,  même,  à  la 
traversée  des  fdets  fluides  de  chaque  tube.  Abstraction  faite  d'ano- 
malies locales  se  neutralisant  en  moyenne,  celte  pression  p  (que  nous 
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supposerons  évaluée  eu  liauleur  de  liquide)  varie  doue  hydiostati- 
qucment  le  long-  de  tels  chemins,  dans  loule  l'élendue  du  liquide  filtré 
par  le  sol.  C'est  dire  que  la  liauleur  o  de  cliarge,  somme,  en  chaque 
point  (j?,/,  z),  de  p  et  de  Taltitude  l^  du  point  au-dessus  d'un  plan 
horizontal  fixe  de  repère,  y  est  constante.  Donc  V écoulement  général 
se  fait,  partout,  normalement  à  la  famille  de  surfaces  qui  a  pour 
équation  ^  =  const.  (f). 

6.  Dès  lors,  les  deux  premières  lois  de  Hagen-Poiseuille  donnent, 
comme  on  sait,  poui'  le  volume  litjuidc;  débité  dans  l'unité  de  temps 
par  Tunilé  d'aire  d(,'  ces  surfaces,  en  sens  in\erse  de  leur  normale  <^/N 

lirée  en  aUanl   \ers  les  charj^es  ç-  croissantes,  le  produit,  K  -j^,  d  un 

certain  coeificienl  spécili(pie  K,  d  autant  plus  petit  (juc  la  couche  per- 
méable est  plus  compacte,   [)ar  le  paramètre  dillérenliel  du  premier 

ordie  A,  c<  on  -,l  de  la  ehariic  o.  Par  suite,  à  traveis  l'unité  d'aire  dun 

éléniejil  plan  de  direction  quelconque,  dont  la  normale  dn  fait  un 
angle  donné  Y  iivec  ^/N,  unité  d'aire  coupanl  les  filets  lluides  cjui  tra- 
versent sa  projection  cosy  sur  une  surface  continue  o  =  const.,  le 
(lux  V  de  transpiration  sera  fourni  pai'  ces  filets  interceptés  et  aura  la 

valeur  K    ,:.  cos  v. 

(ly  * 
Faisons-y  figurer,  au  lieu  de  1  espacement  normal  d\  de  deux  sur- 
faces voisines  dégale  cliarge,  son  expression,  ^//^cosy,  en  fonction  de 
leur  espacement,  dn,  estimé  suivant  la  normale  même  à  rélément 
|)laM:  el  la  formule  générale  (l(?s  llux  de  Iranspiiation,  spécifiée  ensuite 
|»<)ui  les  trois  éléments  principau.r  (ou  perpendiculaires  respeclive- 
menl  aux  ■v,y,  z),  sera 

(\)  l=^k-r^,  1^^—   IV-T^,  l\=Iv-r,  1.  :^k-7^• 

^    ^  dn  •    •*  d.v  '  fty  (tz 

(')  Voir,  pour  j)lus  de  développement  de  ces  considérations  el  de  celles  qui 
suivent  jusqu'aux  formules  fondamentales  (i)  des  pliéiiomènes  de  transpiration, 
la  vingtième  de  mes  Leçons  sur  la  Thcoric  anotyti(jiic  de  l<t  vliatcur.  mise  en 
liannonie  a\ec  la  Tlierniodynanii'jttr  el  it\cc  to  f tu-or ie  ntéea nique  de  la  tii- 
inière  (t.  I,  p.  .'ri 3  à  iJiS). 
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7.  Cela  posé,  n'attribuons  que  de  petites  pentes  tant  au  sous-sol 
imperméable  qu'à  la  surface  supérieure,  libre,  de  la  nappe  d'eau  infil- 
trée dans  le  sol  perméable,  nappe  d'une  épaisseur  généralement  faible, 
comparativement  à  ses  dimensions  horizontales.  Gomme,  par  suite  de 
cette  faible  épaisseur,  le  courant  aura  une  direction  à  peu  près  com- 
mune, sur  cliacjue  verticale,  depuis  le  fond  jusqu'à  la  surface,  les  filets 
seront,  partout,  presque  horizontaux  comme  ceux  qui  glissent  sur  le 
sous-sol;  et  les  surfaces  d'égale  charge  cp,  auxquelles  ils  sont  normaux, 
se  confondront  sensiblement  avec  des  cylindres  à  génératrices  verti- 
cales. La  charge  o,  en  (^',y,  z)  et  à  l'épocjue  /,  difîérera  donc  très  peu 
de  ce  qu'elle  est,  en  même  temps,  au  point  mouillé  le  plus  haut  de  la 
verticale  menée  par  {x,y,  z).  Or,  en  ce  point  mouillé  le  plus  haut,  où 
p  s'annule  (abstraction  faite  de  la  pression  atmosphérique  constante), 
cp  se  réduit  à  l'altitude  l^.  Nous  y  appellerons  celle-ci  //  ;  et  ce  sera  l'or- 
donnée 3  de  la  surface  libre;  car  nous  prendrons  pour  plan  des  xy  le 
plan  horizontal  de  repère. 

Nous  supposerons,  d'ailleurs,  homogène  sur  chaque  verticale 
le  sol  perméable;  de  sorte  (|ue  les  deux  coefficients  spécifiques  [x, 
K  seront  des  fonctions  (données)  de  x  et  de  y  seulement,  ainsi 
que  la  profondeur  H  de  la  nappe  au-dessous  du  plan  fixe  de  repère 
(comptée  positivement  de  haut  en  bas,  négativement  de  bas  en 
haut). 

Découpons  par  la  pensée,  dans  le  sol  perméable,  un  filet  prisma- 
tique vertical,  de  section  droite,  rectangulaire,  d<y  =  dx  dy  sur  le'plan 
des  xy\  à  l'époque  /,  sa  longueur  mouillée  sera  H  h-  A  ;  et  il  contiendra 

le  volume  liquide  [j,(\:i-\-  Ji)  d'y.  L'accroissement,  ]x~d'7dt^   de  ce 

dernier,  durant  l'instant  c//,  proviendra  de  l'excédent  des  flux  entrés 
par  deux  de  ses  faces  latérales  sur  les  flux  sortis  par  les  deux  autres, 
s'il  n'y  a  eu  durant  l'instant  dt,  à  la  surface  supérieure,  ni  affluence 
d'eau  de  pluie  ou  condensation  de  vapeurs,  ni  évaporation  appréciable 
(vu  la  difficulté  d'accès  de  l'air  sec  extérieur). 

Or  observons  que  les  deux  faces  (H  +  h)dy^  (H  -t-  h)dx^  conti- 
guës  à  la  première  arête,  (a;,  jk)?  du  filet  prismatique,  laissent  sortir 
les  flux  F.,(H  +  //)t/xf//,  F^(H -i-//)<r/.x«://,  où  F^,  F,  peuvent  être 
remplacés  p;«r  leurs  valeurs  (0,  avec  9  — // ;   et  que  les  deux  faces 
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opposées  laissent  entrer  des  flux  de  même  forme,  mais  accrus,  respec- 
tivement, de  leurs  difl'érenliclles  en  ./;  et  en  y. 

Il  viendra  donc,  pour  régir  l'ordonnée  h  de  la  surface  libre  souter- 
raine, fonction  de  x,  y  et  i  donnée  initialement  (ou  pour  t  =  o), 
l'équation  indéfinie  du  problème 


(2) 


(Ih 

clL 


d_ 
d.v 


KHI--//) 


d.r 


d 
dy 


K(^ll -+-//) 


d\ 


8.  Il  lauL  s  joindre  une  condition  dèjinie,  spéciale  à  chaque 
élément  du  contour  de  la  projection  rs  de  la  nappe  liquide  sur  le  plan 
des  xy. 

Une  partie,  y,  de  ce  contour,  sera  dite  contour  libre.  Nous  admet- 
trons que  le  sol  perméable  y  ait  été  enlevé  totalement  et,  le  lit  imper- 
méable de  la  na[)pe,  coupé  ou  arasé  à  un  niveau  uniforme,  plus  bas 
(pie  la  surface  libre  intérieure,  de  manière  à  constituer  le  seuil  d'écou- 
lement de  la  source  dont  on  étudie  les  débits  successifs  :  nous  choisi- 
rons justement  le  ])lan  horizontal  de  ce  seuil  pour  plan  des  j-^' ou  de 
repère,  Vax  raison  de  la  facilité  (juy  trouve  lécoulement  par  rapport  à 
sa  lenteur  dans  la  couche  |)erméable,  un  instant  suffira  pour  y  rendre 
insensibles,  conq)arali\eiiienl  aux  dénivellations  //,  non  seulement 
Tépaisseur  de  la  lame  dCau  déblt(''e,  mais,  même,  les  hauteurs  // 
dans  tout  le  voisinaj^e,  jus(ju*aux  points  de  la  nappe  souterraine  où 
deviennent  modérées  ses  pentes  tant  de  fond  que  de  superficie  et  où, 
par  suite,  s'applicpie  Téqualion  (2  ),  établie  dans  Ihypothèse  de  ^i- 
lesses  pres(pie  horizontales,  i.a  condition  spéciale  au  contour  libre 
sera  donc,  à  très  peu  [)rès,  //  —  o. 

Nous  appellerons  y,  le  reste  du  eouloiu-,  où  nous  admcllrous,  pour 
fixer  les  idées,  (pie  li;  lit  iiiiperiiiéahle  se  relève  brusquenuMit  et  ver- 
ticalement, assez  pour  rendre  in\ariable,  en  projection  sur  le  plan 
des  xy^  cette  partie  /  ^  ou  contour-paroi,  (pielles  (pi'y  soient  les  va- 
leurs variables  de  //.  Le  fluide  y  circulant  parallèlement  au  bord,  le 
fiux  par  iiiiili'  d'aire,  à  travers  tout  élément  plan  veilieal  [)arallcle 
à  y,,  sera  insensible,. même  si  Ton  juend  cet  élément  plan  un  peu  dans 
rinlérieur,  là  où  s'appli(pie  ré(pialion  (2).  lu  Ton  aura,  en  résumé, 
>i  du  désigne  une  normale  horizontale  menée  dans  a  à  d/  ou  à  ^/y,n 
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les  deux  conditions  ou  relations  définies  : 

(  (sur  le  contour  libre  y)         //  =  <i, 
(3)  '  ,  .  .\     M. 


(sur  le  contour-paroi  y ,  ) 


dn 


—  O. 


Quant  au  débit  Q  de  la  source,  mesuré  de  même  à  travers  une  coupe 
verticale  parallèle  à  y  et  peu  distante  dans  l'intérieur,  il  sera  évidem- 
ment Ky- (H -{-//)  ou  R^H,  par  unité  de  longueur  du  seuil,  et 
vaudra  en  tout 

(4)  Q=/"KH^;rfy.. 

^  y. 

il  faudrait,  toutefois,  y  laisser  subsister  h  à  côté  de  H,  si  H  s'éva- 
nouissait (au  moins  en  moyenne)  à  l'approche  du  seuil,  comme  //,  et 

que  la  pente  superficielle  -7-  s'y  exagérât  indéfiniment  ('). 


(')  La  substitution,  au  contour  réel,  d'un  contour  fictif  voisin  situé  à  l'inté- 
rieur de  la  nappe,  et  où  ne  s'observent  plus  qu'à  très  peu  près  les  circonstances 
propres  aux  diverses  parties  du  contour  réel,  constitue  un  procédé  d'approxi- 
mation, ayant  ici  pour  but  d'éviter  ou  d'éliminer  la  considération,  qui  serait 
difficile  et  très  diverse  suivant  les  cas,  de  la  composante  verticale  des  vitesses, 
supposée  négligeable  dans  l'équation  indéfinie  (2),  mais  qui,  efTectivement,  ne 
l'est  plus  au  contour,  tout  au  moins  près  du  seuil  oîi  surgissent  les  filets  fluides. 
On  fait  donc,  ainsi,  abstraction  de  perturbations  locales  compliquées,  se  pro- 
duisant à  la  limite  de  la  nappe. 

Il  en  est,  du  reste,  de  même,  dans  la  plupart  des  questions  de  Physique  ma- 
thématique :  les  conditions  définies  usuelles  n'y  traduisent,  en  général,  que 
l'influence  d'ensemble,  ou  dominante  en  chaque  endroit,  des  circonstances  exté- 
rieures, sur  le  corps  ou  le  système  considérés;  et  elles  négligent  à  dessein  une 
infinité  de  détails,  tenant  à  leur  agencement  ou,  comme  on  dit,  au  mode  d'ap- 
plication des  actions  exercées  du  dehors.  Les  géomètres  avaient  déjà  fait,  expli- 
citement, cette  remarque  dans  la  théorie  de  l'élasticité,  notamment  pour  les 
forces  de  compression,  de  traction,  de  flexion,  de  torsion,  etc.,  appliquées  vers 
les  extrémités  des  tiges  et  au  contour  des  plaques  :  mais  elle  s'étend  à  bien 
d'autres  phénomènes. 
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^  III.  —  Lois  du  mouvement  et  débits  de  la  source  en  temps  de 
sécheresse,  c'est-à-dire  quand  les  pentes  de  superficie  se  trouvent 
beaucoup  plus  faibles  que  ne  sont  (du  moins  près  du  seuil  de  la 
source)  celles  du  fond. 

9.  Les  équations  (2)  et  (3)  sont  quelque  peu  accessibles  sons  cer- 
taines conditions,  mais  surtout  dans  les  deux  cas  extrêmes  dnn  seuil 
ou  très  haut,  ou  très  bas,  c'est-à-dire  de  dénivellations  h  soit  négli- 
geables par  rapport  aux  profondeurs  H  de  la  nappe  sous  le  seuil,  soil, 
au  contraire,  très  grandes  en  comparaison  de  ces  profondeurs  H. 

Le  premier  cas,  qui  se  présente  en  temps  de  sécheresse  et  avec  un 
sous-sol  concave,  est  de  beaucoup  le  plus  simple.  Le  binôme  H  +  //, 
dans  (2),  y  est  réductible  à  sa  partie  connue  H;  et  le  système  (2),  (3  ) 
d'équations,  alors  linéaire,  est  celui  du  problème  classique  du  refroi- 
dissement d'une  mince  plaque  plane,  à  bases  a  imperméables,  limitée 
par  un  contour  ayant  sa  partie  y  maintenue  à  la  température  zéro, 
mais  le  reste,  y,,  imperméable  à  la  chaleur  comme  les  bases.  L'expres- 
sion de  h  s'y  réduit  plus  ou  moins  rapidement  à  la  solution  simple 
fondamentale  de  Fourier,  dont  la  forme  est  CLV'"'',  avec  C  constante 
arbitraire  dépendant  de  l'état  initial  et  L  ,  a  (pianlités  essentiellement 
positives,  Tune,  TI,  fonction  de  x  et  de^,  l'autre,  a,  consta.nte,  exclu- 
sivement dépendantes,  loulcs  deux,  de  la  couGgiii'ation  géométrique 
du  sous-sol  et  de  la  perméabililé  du  sol  ('  ). 

Le  débit  i)  de  la  source  est,  par  suite,  d'après  (4),  proportionnel 
à  Crr*'.  On  peut  y  appeler  coejficienl  de  tarissement  le  coefficient  a 
du  lemps  /dans  rcxponeulielle,  analogue  au  coefficient  d'absorption 
ou  d'e.rlinclion  de  la  Uunicre  (finals  dans  l'espace  ou  poui"  une  C(M- 
lainc  rpaissciif  lra\ersée)  des  milieux  optiques  opa([ues  ou  translu- 
cides. Il  cxpiiiiK'.  |)(»ui'  cluupie  oidonnéc  li  de  \\\  surface  libre  au-dessus 


(')  On  peut  voir,  sur  ce  sujet  capital  des  prnpriélés  de  la  soliUion  simple 
fondamentale,  dans  le  problème  du  refroidissement,  les  page'*  sô»  à  ^55  du 
Tome  I  de  nia   Throric  analytùfuc  de  la  clinleiir.  mise  en  harmonie  avec  ta 

T/u'/'/n  of/  y  /i  tf  mi'/  Il  c .  etc. 


ÉCOULEMENT    DES    NAPPES    D  EAU    INFILTRÉES    DANS    LE    SOL.  I7 

du  plan  horizontal  du  seuil  de  la  source,  la  îx'ie.ssc  dn  décroisspinont 
de  son  unité  actuelle  de  longueur. 

10.  Quand,  par  exemple,  [jl,  K,  H  étant  constants,  le  plan  de  la 
nappe  se  réduit,  en  outre,  à  une  bande  indéfinie,  de  largeur  L,  com- 
prise entre  deux  bords  x  =  o,  .r  =  L,  dont  le  premier  est  le  contour 
libre-/  et,  le  second,  le  contour-paroi  y,,  avec  circonstances  initiales 
pareilles  sur  toute  la  longueur,  la  coordonnée  x  figure  seule  dans  les 
équations  :  on  est  ramené  au  problème  du  refroidissement  d'une  barre 
prismatique  homogène,  latéralement  imperméable,  de  longueur  L, 
ayant  son  extrémité  x  =^  o  plongée  dans  la  glace  fondante  et  son  autre 
extrémité,  ic  =  L,  imperméable  à  la  chaleur  comme  ses  faces. 

Alors  on  trouve  immédiatement,  pour  la  solution  fondamentale  et 

pour  le  débit  a  =  KH  ( -7-^  )  par  unité  de  longueur  du  seuil,  les 
formules 

(5)  U  =  sin-r'      a  =  ^-^y'       Q  =  — v- C^^*'  = -KH -^^  = -KHI, 

h,n  désignant  la  dénivellation  h  maxima,  celle  (Ce"*')  qui  se  produit  à 
la  ligne  de  faite  x  =  L  de  la  bande,  et,  par  suite,  I  désignant  la 
pente  moyenne  de  superficie  de  la  nappe,  c|uotient  de  //,„  par  la  lar- 
geur L.  Le  débit  de  la  source  vaut  donc  {ti  =  i  ,5708  fois  celui,  KHI 
(par  unité  de  longueur  du  seuil),  qui  se  produirait  si  la  pente  de 
superficie  avait,  près  du  seuil,  sa  valeur  moyenne  générale  I  relative  à 
toute  la  nappe  et  à  l'époque  considérée  t. 

Quant  au  coefficient  de  tarissement,  a,  il  est,  d'après  la  deuxième 
formule  (5),  proportionnel  à  la  profondeur  H  de  la  nappe  et  inverse 
du  carré  de  sa  largeur  L. 

11.  On  peut  qualifier  de  bonne  une  source  dont  le  débit  se  conserve 
longtemps,  c'est-à-dire  dont  le  coefficient  a  de  tarissement  est  très 
petit,  et  d'également  bonnes  deux  sources  où  ce  coefficient  a  la  même 
valeur  :  la  seconde  formule  (5)  montre  que  la  profondeur  H  (au-dessous 
des  seuils),  de  leurs  bassins  respectifs  d'alimentation,  supposés  de 
structure  pareille,  y  est  proportionnelle  au  carré  L-  de  la  largeur  ou 

Journ.  de  Math.  (5«  série)  ,  tome  X.  —  Fasc.  I,  190',.  3 
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étendue  relative  do  ces  bassins.  De  plus,  si  Ton  y  observe,  au  début, 
des  dénivellations  totales  //,„  identiques,  ces  dénivellations  Cp"*'  restent 
égales  à  toute  époque;  et  les  débits  respectifs  q  y  sont  sans  cesse  entre 
eux,  d'après  la  troisième  formule  (5),  comme  les  rapports  correspon- 
dants y-,  ou  (en  abstrayant  le  facteur  pareil  ^  j  comme  les  racines 

carrées  \H  des  profondeurs.  Autrement  dit,  la  source  à  bassin 
d'alinientalion  le  plus  profond  donne  le  plus  grand  débit,  les 
profondeurs  étant  comme  les  carrés  des  débits  (par  unité  de  lon- 
gueur) simultanés. 

II  en  sera  de  même  pour  une  forme  quelconque  du  plan  de  la  nappe 
et  pour  des  profondeurs  II  quelconques,  données  en  fonction  de  x  et 
de  y,  pourvu  qu'on  passe  d'une  nappe  à  l'autre  et,  par  suite,  d'une 
source  à  l'autre,  en  multipliant  les  dimensions  horizontales  de  la 
première  nappe,  ou  les  coordonnées  .r,  y  de  ses  divers  points,  par 
un  même  nombre  k,  et  les  profondeurs  II  correspondantes  par  son 
carré  A-.  En  efTet,  les  équations  qui  régissent  U  et  a,  savoir 

(I.r  \  dx  J         (ly  \  dy  J  ' 

Csur/)     li  =  o,         (sur^,)     -^  =  o. 

et  où  dj',  dy,  d//,  \\  deviendront  partout  kdjc,  kdy,  hdn,  A- H, 
continueront  visiblement  à  être  satisfaites  par  les  mêmes  systèmes 
de  valeurs  de  U  et  de  a.  L'expression  do  //  se  conservera  donc,  dans 
le  passage  de  la  première  nappe  aux  points  homologues  de  la  seconde; 
et  les  deux  sources  correspondantes  seront  égalrnirnt  bonnes. 

Les  ponlos  do  suporiioio  -y-  varioiont.   do  l'nno  à  l'autre,  avec  les 

éléments  linéaires  dn,  ou  seront  divisées  par  /.  ;  et  les  débits  par  unité 

de  longueur,  KH-7-.  so  trouvorout   nnillipliés  par  A,  ou,  les  débits 

éléruontaires  KH-7-^//.  (itii   oui  li-  lartour  liuéairo  horizontal  d/  en 

(In      '•       '  '- 

plu'^,  luullipliés  ]>ai  K-  et  ainsi  proportionnels  aux  profondeurs  H.  Tel 
soia  donc  aussi  le  rapjiort  dos  débits  (^  totaux. 

(  !('la   posé,   oousidi'ion^.   pour  lo<  dou\   soiii'oos  éii-aleincMit   bonnes 
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dont  il  s'agit,   le   rapport  vr?   dont  la  petitesse  comparativement  à 

runité  est  supposée  par  la  théorie  actuelle  ;  ce  rapport  y  sera  en 
raison  inverse  de  H  ou  du  débit  total  i).  Et  si  l'une  des  deux  sources 
est  ifès  forli',  c'est-à-dire  pourvue  d'un  débit  considérable,  le  rap- 
port 7T  s'y  trouvera  incomparablement  plus  faible  que  dans  Tautrc, 

supposée  de  débit  modéré.  On  pourra  donc  négliger,  dans  la  première, 
les  dénivellations  h  comparativement  aux  profondeurs  H,  ou  y  em- 
ployer des  relations  comme  (5),  bien  avant  de  pouvoir  le  faire  dans 
la  seconde.  Or  les  sources  que  l'on  capte  pour  le  service  des  grandes 
villes  sont,  en  général,  exceptionnellement  fortes.  Il  doit  donc  arriver 
souvent  que  les  formules  simples  de  ce  paragraphe  leur  soient  appli- 
cables, même  en  dehors  des  temps  de  sécheresse,  ou  peu  après  la 
cessation  des  pluies.  Leurs  débits  normaux  de  la  période  d'été  admet- 
traient ainsi  l'expression  approchée  simple  A6'"*^ 

Tel  paraît  être,  notamment,  d'après  une  soigneuse  élude  de  M.  Mail- 
let, le  cas  de  la  source  de  Cérilly,  l'une  des  principales  de  la  Vanne,  qui 
alimentent  Paris  où  elles  sont  amenées  sur  la  rive  gauche  de  la  Seine. 

Une  autre  de  ces  sources  de  la  Vanne,  celle  d'Armentières,  égale- 
ment étudiée  par  M.  Maillet,  semble  devoir,  quoique  supérieure  à 
celle  de  Cérilly  pour  le  volume  et  la  constance,  exiger  la  formule 
moins  simple  de  débit  annoncée  au  n°  4,  et  où  l'inverse  du  carré 
d'un  sinus  hyperbolique  remplace  l'exponentielle  décroissante,  à  moins 
(plutôt)  que,  pour  une  source  aussi  forte,  à  longue  évolution,  le 
second  terme  simple  de  la  solution  de  Fourier  ne  reste  sensible  plu- 
sieurs mois  et  ne  donne  à  O  la  forme  Ac  °"^-h  Be~^''^. 


%  IV.  —  Influence,  sur  le  débit,  de  petites  pluies  successives. 

12.  Supposons  qu'une  chute  de  pluie,  uniforme  sur  tout  le  bassin, 
soit  venue,  à  l'époque  8,  c'est-à-dire  un  certain  temps  /  —  0  avant 
l'époque  actuelle  /,  alors  que  le  terme  principal  ou  asyinptotique  de  li 
était  CUe~°'^,  ajouter  presque  instantanément  à  toutes  les  ordonnées  Ii 
un  petit  accroissement  commun  r\. 

Prenant  l'état  d'alors,  CUc"*^-}-.  .  .-l-y],  comme  nouvel  état  ini- 
tial Au,  nous  aurons,  pour  expression  asymptolique  de  h  aux  époques 
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ultérieures,  le  produit  de  U<?~*''~^^  par  la  nouvelle  valeur,  C  ,  de  a 
constante  arljitraire.  Or,  une  méthode  d'élimination  due  à  Fourier, 
bien  connue,  montre  que  C'  sera  le  quotient,  par  le  carré  moyen  de  U 
sur  toute  l'aire  c,  de  la  valeur  moyenne  du  produit  L  hf,  sur  la  même 
aire,  et  que  ce  quotient  vaudra,  ici,  Ce"*^-h  vr^,  si  i  désigne  le  rapport 

de  la  valeur  moyenne  de  U  à  celle  de  U-  (soit,  par  exemple,  ^>  dans 

le  cas  simple  ci-dessus  d'une  bande  indélinie,  où  la  valeur  moyenne  de 

sin -^  est  -  et  celle  de  son  carré  -)•  Les  valeurs  ultérieures  de  h. 

lL  T.  i) 

asymptotiques  ou  relatives  à  l  assez  grand,  seront  donc 

(C-+-i-/i6'«'^)t'  "^ 

11  est  claii-  que  d'autres  accroissements  uniformes  analogues 
y;',  v)",  .  .  .,  survenus  à  des  époques  0',  0'',  . . .  postérieures  à  0,  ajoute- 
ronl,  de  même,  au  coefficient  de  l'expression  asynqitotiquc  ultérieure 
de  //,  de  nouveaux  termes  lYj'e**^',  vr\' c^^'\  ...  ;  en  sorte  (pie  Ton  aura, 
pour  calculer  les  valeurs  asymptotiques  définitives  de  A,  portant  la 
trace  de  toutes  les  petites  pluies  venues  de  loin  en  loin  alimenter  la 
nappe,  la  formule 

(6)  h  =  U[Ce-'^'  -H  i>:yj^-«'-o^]. 

J'.t  le  débit  ()  de  la  source,  d'abord  proportionnel  à  Ct'~",  le  sera 
désormais  à  la  somme 

(7)  Ce  «'-f-  ir|t'-*'  ''^+  iYj'r'-»('-'>')H-  ir/'c  «('^"^  +  . ... 

A  mesure  que  l  grandil,  1«'  Icnne  correspondanl  à  chacune  des 
pluies  successives  s'évanouit  peu  à  peu,  comparativement  à  ceux  qu'in- 
troduisent les  pluies  récentes,  pourvu  toutefois  (pie  celles-ci  ne  soient 
pas  évaporées  avant  d'avoir  atteint  la  nappe  soulcrraine  ('). 


(')  C'est  ce  qui,  clans  la  saison  crôU',  leur  arrive  le  plus  souvent,  comme  il  a 
élé  (Jil  au  n"  1 . 
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§  V.  —  Mise  en  compte  de  la  capillarité. 

15.  A  une  seconde  approximation,  il  y  aurait  lieu  de  tenir  compte 
de  la  réduction,  que  j'appellerai  'C,  éprouvée  par  la  pression/)  et  par 
la  charge  (p,  dans  la  nappe,  à  raison  de  la  tension  superficielle  de  l'eau 
sur  chacun  des  innombrables  ménisques  capillaires  constituant  la 
surface  libre  souterraine,  réduction  uniforme  et  invariable,  dans  le 
cas  d'un  sol  homogène,  pour  le  moins  autant  que  l'est,  aux  profon- 
deurs supposées,  la  température  elle-même,  et  fonction  déterminée 
de  X  et  de  y,  au  même  degré  d'approximation,  dans  un  sol  ayant  sa 
structure  variable  d'une  verticale  à  l'autre.  On  aurait  donc,  non  plus 
o  =  h,  mais  cp  =  A  —  C;  et  il  conviendrait  de  prendre  cp,  au  lieu  de  h, 
comme  inconnue  ;  ce  qui  laisserait  subsister  entièrement,  en  cp,  la  forme 
de  l'équation  indéfinie  (2),  sauf  la  substitution,  à  la  fonction  donnée  H, 
de  la  fonction  analogue  H  -+-  '(.  Car  la  hauteur  H  -+-  h  des  volumes 
prismatiques  élémentaires  mouillés  deviendrait  H  +  C  -f-  ç. 

Il  est  visible  que  la  relation  spéciale  au  contour-paroi  )<,  resterait 

aussi  la  même,  ou  serait  -/■  =  o. 
'  an 

Mais  la  condition  relative  au  contour  libre  y  serait  généralement 
rendue  plus  complexe  par  l'intervention  de  l'action  capillaire  aux  sur- 
faces libres  y  existant.  Il  semble  toutefois  possible  de  supprimer  cette 
intervention  au  moyen  d'un  certain  dispositif  d'orifice,  savoir,  en  pit)- 
longeant  vers  le  haut  le  sous-sol  au-dessus  du  seuil,  à  part  une  fente 
horizontale  allongée,  de  faible  hauteur,  mais  non  capillaire.  Alors, 
la  pression  p  intérieure  se  trouvant  sensiblement  nulle  à  l'orifice,  ou  plus 
forte  de  '(  que  sous  la  surface  libre  souterraine,  l'écoulement  sur  le 
seuil  exigera  une  altitude  de  celle-ci,  dans  le  voisinage,  excédant  de  *C 
l'altitude  du  seuil  ;  et  la  condition  relative  au  contour  libre  y ,  ou  con- 
cernant les  parties,  contiguës  à  y,  de  la  nappe  infiltrée,  sera  sensible- 
ment A  =  ^,  c'est-à-dire  cp  =  o. 

Rien  ne  sera  donc  changé  à  la  forme  des  équations  du  problème  ni, 
par  suite,  à  la  solution,  sauf  toujours  la  substitution,  partout,  de  H  -h  C 
à  H,  jusque  dans  la  hauteur  de  la  section  fluide  intérieure,  verticale 
et  parallèle  à  y,  fournissant  le  débit  Q  de  la  nappe. 
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§  VI.  —  Régime  moins  simple  qui  tend  à  s'établir  en  hautes  eaux, 
quand  les  pentes  du  fond  sont,  au  contraire,  négligeables  compa- 
rativement à  celles  de  la  surface. 

li.  —  Après  avoir  étudié  le  cas  simple  de  dénivellations  h  très 
petites  par  rapport  aux  profondeurs  H  de  la  nappe  sous  le  plan  hori- 
zontal du  seuil  de  la  source,  considérons  le  cas,  opposé,  où  le  fond 
imperméable  se  confondrait  avec  ce  plan  horizontal  et  où,  par  suite, 
H  s'annulerait.  On  pourra  effectivement,  sans  grande  erreur,  durant 
les  périodes  de  fortes  eaux,  admettre  qu'il  en  soit  ainsi,  quand  la 
majeure  partie  de  la  nappe  liquide  se  trouvera  au-dessus  du  plan  hori- 
zontal du  seuil,  sans  que  le  sous-sol  ait  une  forme  très  convexe. 

Les  équations  (2)  et  (3)  deviendront,  en  multipliant  par  2  la 
première, 

/  dli  d   /.r  d./i-\    ^      d   /,.  d.li-\ 

.^A    ''^'^dl~  dx \     iL^j  ^  dy\      ~dy' y 

i  rit 

\  (sur  le  contour  lil)i'('  y  j  h  =:  o,  (sur  le  coiilonr  paroi  y ,  )  -,-  =  <>• 

L'é(jualion  indéfniie  n'étant  pas  linéaire,  l'intégration  générale  de 
ce  système  paraît  inabordable.  Aussi  nous  bornerons-nous  à  lui  cher- 
clrer  une  solution  particulière,  celle  (pii  exprimera  la  forme  vers 
laquelle  leiid  la  surface  libn^  s'il  lui  anivt.'  de  se  régler  comme  dans  le 
cas  précédent,  c'est-à  dire  de  garder  très  sensiblement,  après  une  pé- 
riode préparatoire  plus  ou  moins  longue,  d'invariables  rapports  entre 
toutes  ses  ordonnées  //,  ensemble  (h'croissautcs.  (^>omme,  d'une  [uirt, 
nous  obtiendrons  une  telle  solution,  du  moins  pour  les  contours  y,  y,  de 
nappe  les  plus  simples,  et  <pie,  d'autre  i)arl,  Texpérience  semble  in- 
di(|uer  la  réalisation  assez  rapide  d'un  même  l'égime  à  partir  d'états 
initiaux  quelconques,  ou,  par  suite,  la  convergence  de  toutes  les  inté- 
grales particulières  vers  une  forme  commune,  il  est  clair  que  la  solu- 
tion, relativement  très  sinq)le,  à  laquelle  nous  parviendrons,  ou  expri- 
mant un  mode  d'écoulement  «pii  se  conserve,  ne  pouria  pas  différer 
de  l'intégrale  île  régime  cherchée;  car  elle  sera  tenue  tie  la  reproduire 
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finalement  avec  une  approximation  indéfinie  et,  cela,  sans  aucune 
altération  de  sa  propre  forme,  puisqu'elle  n'en  éprouve  pas.  Nous 
démontrerons  d'ailleurs  sa  stabilité,  en  faisant  voir  qu'elle  est  effecti- 
vement une  sorte  d'asymptote,  à  laquelle  aboutissent  physiquement 
très  vite  toutes  les  intégrales  qui  en  différaient  peu  initialement. 

15.  Prenons  pour  état  initial  cette  forme  limite  que  nous  appel- 
lerons Afl,  censée  acquise  ainsi  par  la  fonction  h  au  bout  d'un  certain 
temps:  et,  en  comptant  désormais  /  à  partir  de  la  fin  de  ce  temps 
choisie  comme  nouvelle  origine,  nous  aurons  pour  h  le  produit,  //oT, 
de  la  fonction  A^  àex  et  dey,  par  une  fonction,  T,  à  valeur  initiale  i, 
du  temps  t  seul.  Or,  l'équation  indéfinie  ci-dessus,  la  première  (8), 
divisée  par  pi  TA,  c'est-à-dire  par  [xT-Ao,  devient  alors 


d  fud.lil\  d^  ( ^r  d.hl 

dx  \        dx  )        dy 


K'^^]-^^iK^y\^. 


Ses  deux  membres,  indépendants,  le  premier  de  x  et  dey,  le  second 
de  t,  se  réduisent  nécessairement  à  une  constante  —  2a.  L'on  a  donc, 
d'une  part,  grâce  à  une  intégration  immédiate, 

(9)  =  =  T-ha;,         ou         T  =  — î— ,         h  = 


T  "    '  I  -h  a<  I  +  a^ 

et,  d'autre  part,  pour  déterminer,  avec  a,  la  forme  de  //„,  le  système 
d'équations 

f  (surle  contour  libre  y)// „  =  0,  (surle  contour-paroi  y,)  -^  =  o. 

Les  flux  K-r^//,  ou  (  Iv//o-t^  )T-,  à  travers  l'unité  de  longueur  de 

coupes  verticales  quelconques  faites  dans  la  nappe,  seront  tous  pro- 
portionnels àT^.  Par  suite,  le  débit  Q  du  seuil  ou  de  la  source  décroîtra 
comme  l'inverse  du  carré  (1  +  a/y. 

16.  —  Pour  fixer  les  idées,  supposons  cpie,  [ji,  K  étant  constants  et 
la  coordonnée  y  disparaissant  des  équations,  le  plan  de  la  nappe  soit, 
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comme  au  n"  10,  la  bande,  de  longueur  indéfinie  et  de  largeur  L, 
comprise  entre  le  seuil  rectiligne  x  =  o  et  la  crête  parallèle  a;  =  L, 
thalweg  ei  faite  où  Ton  aura  ainsi,  respectivement, 

//.,  =  o         et         ^=o. 

En  vue  de  simplifier  nos  équations,  posons 
.      .  j-         .r  h(,  3  c- KM 

(»0  ?  =  !'      ''î^M'      =^  =  tm:^' 

formules  où  H,  y]  seront,  pour  tenir  lieu  de  x  et  de  /^o?  in^c  nouvelle 
variable  indépendante  et  une  nouvelle  fonction,  croissantes  toutes 
deux  de  o  à  i,  où,  par  conséquent,  M  est  la  valeur  de  h^  pour  x  =  L, 
et  où,  enfin,  c  désigne  une  constante  positive,  convenablement  choisie. 
Le  système  (lo),  dans  lequel  les  dérivées  pourront  s'indiquer  par  des 
accents,  deviendra 


(12) 


-j^_ 1-  3  c-  Y]  =  o,  ou  2        ,^  '     -\-  3  C-  V] 


(pour  ^  =  o)   Y]  =  o,     (pour  H  =  i)   •/]'  =  o  et  yj  =  i . 

Multiplions  l'équation  indéfinie  par  y)yj'  d^  ou  par  y]  f/y]  et  intégrons, 
en  tenant  compte  des  conditions  relatives  à  ^  =  i .  Nous  aurons  l'équa- 
tion différentielle  première  du  profil  de  la  surface  : 

(i3)  rf'r{-^  =  c^{i-rn', 

d'où 


Et  une  deuxième  intégration,  eHectuée,  après  séparation  des  va- 
riables, à  partir  de  la  limite  inférieure  H  =  o  où  y)  s'annule,  donnera 
ré(juation  finie  du  même  profil  : 

(■4)  c;=  r^.  • 
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L'abscisse  proportionnelle  \  de  la  surface  liljce  est  donc  une  cer- 
taine intégrale  elliptique  de  l'ordonnée  analogue  r\.  Enfin,  comme  ^, 
7]  atteignent  en  même  temps  leur  limite  supérieure  i,  la  constante  c  a, 
d'après  (14)5  la  valeur 

(13)  c=   /       , 

Pour  la  calculer,  posons  r\  =  7';  ce  qui,  transformant  l'expression 
de  c  en  W    y^     (i  —  y)'"     f/y,  donne  l'intégrale  eulérienne  -ô  B  (  ^)  -y 

On  a  donc 

(16)  c  =  — r^f^  =0,86236  environ, 

• 
le  calcul  numéricj[ue  s'efTectuant,  finalement,  par  la  Table  de  Legendre 
pour  les  logarithmes  décimaux  de  r(/i),  dans  l'intervalle  des  deux 
limites  /z  =r  i  et  /^  =  2. 

11  n'y  a  ainsi,  pour  l'équation  de  la  nappe  entre  les  deux  coordonnées 
relatives  ^,  y],  c{u'une  forme  unique  (sans  aucun  paramètre  variable) 
qui  assure  sa  propre  conservation  aux  diverses  époques  t.  Et,  en  effet, 
l'on  rend  indépendante  de  la  donnée  M  l'expression,  //^T  ou 

M-.T      ^     "^ 


a    \  -\-  %t 


de  A,  en  l'écrivant,  grâce  à  la  dernière  relation  (i  i),   „  ^  ^  (  — \- 1\     , 

et  en  posant  -  +  ;  =  t  ou   reculant  de  -■,  dans  le  passé,  l'origine  des 

temps  t  que  l'on  désigne  alors  par  t.  Il  vient,  d'abord,  pour  la  dénivel- 
lation //,  et,  ensuite,  pour  sa  valeur  maxima  actuelle  (correspondant 
à  Y]  —  i)  que  nous  dénommerons  //,„,  les  formules 

(17)  ^^=  r^  -'  ^^>   - 


3c^K  1'  '"        Sc^Kt 


17.  Ce  résultat  s'étend  au  cas  plus  général  des  éc|uations  (10). 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  X.  —  Fuse.  I,  1904.  4 
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EfTectivement,  on  remarque,  en  divisant  la  première  de  ces  équations 
par  a^  et  les  deux  autres  par  a,  (juVlles  ne  contiennent  plus,  au  lieu 

de  //o  et  de  a,  que  leur  rapport  mutuel  — •  Appelons,  par  exemple,  I^  ce 

rapport,  fonction  de  x  et  de  y,  que  l'analogie  avec  le  cas  particulier 
traité  ci-dessus  porte  à  regarder  comme  unique,  mais  qui,  de  toute 
manière,  est  indépendante  de  la  liauteur  initiale  M  de  la  nappe  :  et, 
d'une  part,  '(  vérifiera  les  équations 

(i8)      ' 


/a-\       dœ  J        dy  \       dy  , 

1  .  ~     dl 

\  (surlecontoury)  C  =  o,     (sur  le  contour  y,)  -^  =  0; 


d'autre  part,  la  substitution  à  /de  la  nouvelle  variable  t  pour  exprimer 
le  temps,  donnera  à  la  dernière  relation  (9),  la  forme 

(■<))  *  ^  =  ;- 

La  comparaison  de  celte  formule  à  la  première  (17;  moiilrc  (pie  la 
lonction  C  y  avait  la  valeur  j—,T-r,. 

18.  Il  serait  désirable  d'obtenir  Fexpressioii  de  «^  pour  des  nappes 
moins  spéciales  qu'une  simple  bande  indéfinie  de  largeur  L,  notam- 
ment pour  une  nappe  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z,  adossée  à  un 
rebord  ou  faite  circulaire,  et  se  déversant  peu  à  peu  sur  un  seuil  ou 
thalweg  concentrique  à  ce  rebord.  Comme  alors  a,  iv,  '^  sont  supposés 
dépendre  sculemonl  delà  distance  /à  l'axe,  exprimée  par  '^■'■'^-^y-^ 
l'on  a 

^d{.v,y)  ~^   /•  ~dr   ^^'•>'^' 

d{-r,y)\     d{a;y))  r        dr\r    drj'^\r    drj' 

et  l'équation  indélinio  fi!^)  devient 

\    d  /.      (/."i  ./ 

r  ar  \  d  •  ' 
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OU 


rf.(K,-i;§)'=-((.K/-)</(f 


Or,  on  ne  lui  voit  d'intégrale  première  formulable  que  si  le  produit 

M 
[xK/-  est  constant  :  cas  où  il  vient,  en  posant  '(  =  —  y],  c'est-à-dire  en 

appelant  M  la  hauteur  initiale  A,,  maxima,  qui  se  produit  au  faîte  (où 
y]  aura  sa  dérivée  en  /•  nulle  et  vaudra  dès  lors  i), 

(20) 


OU 

[X  dr-        3  M 


En  général,  le  rapport  —  sera  le  produit  d'une  de  ses  valeurs,  que 

K 

nous  appellerons  —,  par  une  fonction  donnée,  essentiellement  positive, 

GT(r)^,  de  la  distance  /•  à  l'axe,  fonction  où  l'on  peut  faire  rar(r)  ^  o. 
Cela  posé,  partis  du  thalweg  pour  cheminer  le  long  d'un  rayon  en 
allant  vers  le  faite,  introduisons,  au  lieu  de  r,  une  variable  indépen- 
dante positive  ^,  d'abord  nulle,  définie  de  proche  en  proche  par  l'équa- 
tion différentielle 

(21)  hdl=^^r-^^, 

\       ''  nj(/') 

où  l'on  aura  à  choisir  la  longueur  constante  L  de  manière  que  ^  atteigne 
la  valeur  i,  comme  r^,  à  l'instant  même  de  l'arrivée  au  faîte.  Si  nous 

appelons  c  la  constante  1  /  o^       '  ainsi  définie  par  une  formule  toute 

pareille  à  la  troisième  (i  i),  la  relation  (^o)  deviendra  identiquement, 
en  y]  et  ^,  l'équation  différentielle  (i3).  Et,  comme  les  conditions 
adjointes  seront  encore  y]  =  o  pour  ^  =  o,  y]'  =:  o  et  ti  =  i  pour  ^  =  i , 
l'équation  finie  entre  ^  ety]  sera  toujours  (i 4),  avec  la  valeur  numérique 
(i6)  de  la  constante  c. 

Mais  il  ne  faudra  pas  oublier  que  cette  extension,  à  une  nappe  de 
révolutionj  de  Vintégî^ale  obtenue  pour  une  nappe  cylindrique  à 
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génératrices  horizontales,  implique  la  constance  du  produit  aK/'^ 
à  toute  distance  r  de  l'axe. 

K 

Si,  en  particulier,  le  rapport  —  des  deux  coefficients  définissant  la 

perméabilité  du  sol  est  invariable,  ces  deux  coefficients  physiques  de 
la  masse  filtrante  devront  être  inverses  de  la  distance  r  à  l'axe,  ou  la 
perméabilité  croître,  à  Tapproche  de  l'axe,  inversement  à  l'aire  des 
cylindres  circulaires  verticaux  constituant  les  sections  d'écoulement, 
pour  que  les  formules  simples  ci-dessus  s'appli(juénl.  lu  comme  l'on  aura 
alors  cT(r)  =  i,  L  sera  la  largeur  de  la  bande  liquide  annulaire,  ou  la 
distance  du  faîte  au  thalweg. 

Du  reste,  le  cas  d'une  bande  rectiligne  de  longueur  indéfinie,  avec 
K,  [j.  constants,  se  trouve  compris  dans  celui-là;  car  il  suffira,  pour 
l'obtenir,  de  supposer  infinis  les  deux  rayons  du  faîte  et  du  thalweg, 
sans  que  leur  intervalle  cesse  d'être  fini. 

19.  Reprenant  un  instant  cette  première  hypothèse  d'une  nappe  à 
fond  rectangulaire  de  longueur  indéfinie,  j'appellerai  A,  par  unité  de 
longueur,  le  volume  initial  apparent  (c'est-à-dire  y  compris  la  terre  ou 
le  sable  interposés)  de  la  nappe  liquide.  Il  équivaut  à  l'aire  de  sa  section 
verticale  faite  suivant  les  x.  Or,  décomposons  cette  section  en  minces 
bandes  horizontales,  de  dimensions  L  —  xcld/i^,  ouL(i  —  H)ctM^/yj. 

Elle  aura  pour  valeur —-  /   (c  —  c^)dr^;   et  il   viendra,  à  raison  de 

l'excédent  de  (i5)  sur  (i4),  puis  grâce  à  une  intégration  par  parties 
évidente,  dans  laquelle  s'annule  le  terme  intégré, 

(22)  [  cFoù 

MO  C     i\  r\  ^'   A 

=  —  r-  =  i,20o5r-- 
2    L  '    ''       L 

T.a  crête  de  la  nappe  est  donc,  au-dessus  du  seuil,  à  une  iiauteur  //„, 
valant  1,2^3^  fois  la  /lai/fcur  moyenne,  (juolienl  de  faire  ou  du 
volume  (A  initialement)  j)ar  la  largeur  L. 
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Si  nous  éliminons  maintenant  M,  par  la  dernière  formule  (22),  de 
l'expression  (i  i)  de  a,  coeflicient  qui  exprime  ici  la  vitesse  — ï',  ini- 
tiale, de  décroissement  des  ordonnées  Ii  par  unité  de  leur  longueur, 
il  vient 

Ce  coefficient  prend  ainsi  (à  partie  facteur  numérique  gc^  ou  3,772 
remplaçant  le  carré  plus  grand  r,-)  la  forme,  (5),  cju'il  avait  dans  le 
cas  d'une  nappe  profonde,  étudié  d'abord,  où  le  volume  apparent  A, 
alors  peu  variable,  égalait  sensiblement  le  produit  LH.  Mais  la  fonc- 
tion T,  dans  /*,  était  e^"^,  ou  l'inverse  de  c"'^  et  non,  comme  ici,  de 
i  +  a^;  en  sorte  c{ue  ce  coefficient  a  de  décroissement  relatif  s'appli- 
quait à  toutes  les  époques  positives  t  et  méritait  le  nom  de  coefficient 
de  tarissement  :  il  ne  s'applique  ici  qu'à  l'instant  ^  =:  o. 

Le  débit  de  l'unité  de  longueur  de  la  nappe,  à  travers  la  section  ver- 
ticale d'abscisse  ic,  est  Ky-A,  c'est-à-dire,  d'après  (17),   '^ '-"_.,  y]Y]', 

ou  — '       ,  \J i  —  Yj^  en  vertu  de  (i3  bis).  Sur  le  seuil,  où  y]  s'annule,  on 

aura  donc  successivement,  vu  la  seconde  relation  (17),  pour  ce  débit, 
qui  est  alors  celui  de  l'unité  de  longueur  de  la  source  alimentée  par 
la  nappe  : 

où  I  représente  Arpente  superficielle  moyenne  de  la  nappe,  cjuotient 
de  la  hauteur  actuelle /i,„  par  la  largeur  L.  On  remarcjuera  c|ue  cette 
expression  de  q  reviendrait  à  celle,  ^uKIH,  du  cas  plus  simple  exa- 
miné précédemment  et  auquel  s'applique  la  dernière  formule  (5),  si 

l'on  prenait  ici,  comme  section  H,  la  fraction  —  (les  y^)  de  la  section 
maxima  h„^. 

§  VII.  —  Stabilité  de  ce  régime. 

20.  Il  reste  à  s'assurer  cjue  la  forme  primitive,  arbitraire,  de  la 
nappe   tend  effectivement  à  se  régler,   c'est-à-dire   qu'un  véritable 


3o  J.     ROUSSINESQ. 

régime  existe;  et  il  y  aurait  lieu  aussi  d-e  voir  quelles  fractions  ou  de  la 
hauteur,  ou  du  volume,  primitifs,  qu'on  peut  supposer  connus  dans 
chaque  cas,  subsisteraient  encore  au  moment  où  le  régime  pourrait 
être  censé  atteint,  fractions  équivalant  précisément  aux  données  M  ou  A 
des  formules  ci-dessus.  Nous  démontrerons  seulement  l'existence  du 
régime  ou,  en  d'autres  termes,  sa  stabilité. 

Supposons,  à  cet  effet,  que  la  forme  initiale  de  h  présente,  par  rap- 
port à  une  de  celles,  A,,,  qui  se  conservent,  d'assez  faibles  écarts  pour 
permettre  de  négliger  leurs  carrés  dans  les  calculs.  Prenant  le  cas  gé- 
néral des  équations  (8),  (9),  (18)  et  (19),  soit  ^  ce  que  seront  devenus 

les  écarts  en  question,  ou  ce  que  vaudra  h  —  //qT,  après  un  temps  t 
modéré,  laissant  encore  z  petit.  Je  n'appelle  pas  simplement  £  la  diffé- 
rence h  —  Iijy,  mais  je  lui  attribue  celte  forme,  en  apparence  moins 
simple,  pour  que,  dans  le  second  membre  de  l'équation  indéfinie  (8), 

cl  h^ 

les  expressions  K  y— ^ — -5  donnent,  chacune,  un  seul  terme  où  figure  £, 

lermc  (lui  sera  en  -r~ — :  et  non,  de  plus,  un  terme  en  i  non  dillérentié, 

qui  compliquerait  notablement  ce  second  membre. 

Les  expressions  de  h  et  de  li^  seront  alors  respectivement,  avec  nos 

notations,  l'une,  //«T -t- ^>  l'autre,  h'-JX- -\-  2-^  Te  ou  A^T-h-  -jaTs;  et 

ré([uatlon  indéfinie  (8),  divisée,  après  suppression  des  termes  où  ne 

figure  pas  s,  par  2aT,  c'est-à-dire  multipliée  par  '-■,  sera 

/     -x  [u     dt  d   [ -.r  dt\  d   /.     di  \ 

*2\ .  Si  nous  adoptons  provisoirement  comme  variable  indépendante, 
au  lien  du  temps  T,  son  logarithme  naturel  logT,  que  nous  appellerons  0, 
celte  équation  indéfinie  en  s  dc^vicndia 

Complétée  par   les  deux  lelations   définies,  évidcmnienl   déduites 
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do  (3), 

l  £     —  G  (sur  le  contour  libre  y  ), 

I  —  =  o  (^sur  le  contour  paroi  /, ), 

elle  nous  ramène,  comme  dans  le  cas  simple  de  dénivellations  h  négli- 
geables devant  les  profondeurs  H,  au  problème  du  refroidissement 
d'une  plaque  plane,  encore  à  bases  cr  imperméables,  avec  contour  / 
maintenu  à  la  température  zéro  et  contour  y  ,  imperméable,  mais  d'une 

conductibilité,  K,  et  d'une  capacité  calorifique,  v>  tout  autres  qu'alors. 

Eji  appelant  Gq  la  valeur  initiale,  log-?  de  6,  soient  :  CV^-P^  '^-^  la 

solution  simple  fondamentale  de  ce  nouveau  problème  de  refroidis- 
sement; e~^'^"^"' l'exponentielle  de  la  solution  particulière  (simple  ou 
composée  de  plusieurs  solutions  simples)  venant  après  la  solution  fon- 
damentale; enfin,  e^,  la  petite  fonction  de  x  et  de  y  qui  exprime  les 
valeurs  données  de  £  pour  0  =  G^.  Comme  on  pourra,  en  modifiant  le 
coefficient  a  auquel  sont  proportionnelles  les  valeurs  initiales  de  la 
solution  réglée  /ioT,  faire  varier,  pour  l'état  initial  donné,  les  valeurs 
correspondantes  £„,  de  quantités  en  raison  directe  du  cbangement 
même  de  a,  rien  n'empêchera  de  choisir  a  par  la  condition  d'annuler 

l'intégrale   /  Nt^ch,  c'est-à-dire  le  coefficient  G  de  la  solution  fonda- 

mentale.  L'expression  de  £  commencera  donc  au  terme  en  e'''^''^~^"\  que 
l'on  pourra,  si  W  désigne,  dans  chaque  cas,  une  fonction  dex"  et  àç^y 
généralement  comparable  à  l'unité,  écrire  £(,W<?~^'^""^°'  :  ce  sera  l'expres- 
sion asymptotique  ou  la  partie  principale  de  £.  Et  la  substitution, 
à  G  —  Go,  de  logT  -h  loga,  ou  de  log(i  -t-  a^),  donnera 

(28)  £  =  (environ) 


(i  +  a^P' 

22.  Les  petits  écarts'^  tendront  vers  zéro,  comparativement  à  la 

partie  principale  de  h,  qui  est  /^qT,  inverse  de  i  -h  a/,  si  l'exposant  [3' 
excède  1.  Or  ^'  est  plus  grand  que  [3  et  l'on  reconnaît  aisément  que  ^ 
a  la  valeur  3. 
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Tl  résulte,  en  effet,  de  la  remarque  ci-dessus,  touchant  la  possibilité 
de  faire  disparaître,  de  i,  le  terme  fondamental  C\  e"P^~^',  par  un 
choix  convenable  du  paramètre  a,  que  nous  connaissons  déjà,  impli- 
citement, une  solution  particulière  des  équations  (26)  et  (2- j.  Car, 
dans  le  problème  à  l'occasion  duquel  se  sont  présentées  ces  relations, 

les  petits  écarts,  ^>  les  plus  simples  qu'on  puisse  imaginer,  d'avec  une 

première  forme  se  conservant  /f^^=  l  =  Z(-  -+- 1)     ,  consistent  dans 

l'excédent,  sur  cette  première  forme  /<„,  d'une  autre  infiniment  voi- 
sine se  conservant  aussi,  et  obtenue  par  une  variation  infiniment 

petite  0-  du  paramètre  -•  Il  vient  ainsi,  comme  écarts  ^)  l'expression 

-  +  /)     0-;  ce  qui  donnée  proportionnel  à- —        ,ou  kt-e'-^~^«\ 

Or,  comme  cette  dernière  expression  a  même  signe  dans  toute 
l'étendue  de  la  nappe,  elle  constitue  bien  la  soXuûoii  fondamentale  ; 
et  l'on  peut  poser 

(29)  (3  =  2,        y  =  i\ 

Donc,  l'exposant  ^',  au  second  membre  de  (28),  excède  2;  et  la  so- 
lution Il  =  h^T  est  stable. 

25.  Mais  la  simplicité  de  ces  résultats  invite  à  chercher  les  autres 
solutions  simples  du  même  problème  de  refroidissement,  c'est-à-dire 
des  équations  (26)  et  (27)  en  £.  Si  nous  désignons  par  CVe~P®~®"' Tune 
quelconque  d'entre  elles,  la  relation  indéfinie  en  V,  que  compléteront 

dV 
les  conditions  d'annulation  de  V  ou  de  -r-  au  contour,  sera 

Multiplions-la  par  Z-  et  retranchons-en,  multipliée  elle-même  par  V, 
ré(|nati()ii  analogue  en  *Ç',  qui  n'est  autre  (|ue  la  première  (18)  (n"  i  7). 
En  a[)pelanl  U  le  quotient  de  V  par  TS  ou  posant 

(3i)  v=:r=^u, 
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il  viendra  immédiatement  l'équation  indéfinie  en  U  : 

24.  Comme  c'est  en  fonction  de  "(,  non  de  oo  et  de  y,  que  la  solution 
fondamentale  s'est  exprimée  simplement,  nous  n'avons  quelque  espoir 
d'obtenir  les  fonctions  U  cjuesi  elles  comportent  de  même  une  expres- 
sion en  Z  seul.  Nous  nous  bornerons  donc  aux  nappes  pouvant  être 
définies,  à  cbaque  instant,  au  moyen  d'une  seule  cooi-doiuiée,  /',  x^  . . ., 
comme  sont  les  nappes  de  révolution  (n*"  18),  cylindriques  dans  un 

cas  extrême.  Alors  les  dérivées  -,- r  deviendront -^  -r, ;  et  les 

«(^'•,  y)  dX,   d{x,  r)' 

deux  produits  ivC   -77 r'  dans  (  32  ),  s  écriront  [C   -^zr] r, — '— 

^  d[x,  y)  ^       -  '  \  '     rfÇ  y  L  2   d{x\  y 

Cette  équation  (32),  développée  en  y  ulibsant  l'écjuation  indéfinie  (f  8), 
employant  la  notation  A,  de  Lamé  pour  le  premier  paramètre  diffé- 
rentiel de  'Cî  enfin,  divisant  par  [j.'C,  el  transposant  un  terme,  prendra 
ainsi  la  forme 

Or  elle  ne  devient,  comme  nous  le  désirons,  une  équation  différentielle 
en  U  et  'C,  sans  autre  variable,  que  si  l'équation  indéfinie  (18)  en  '( 

admet  une  intégrale  première  reliant  l'expression —  (A,  "()-  à   'C  seul. 

Nous  avons  trouvé  (n°  18)  que,  dans  la  nappe  de  révolution,  cela  a 
lieu  seulement  lorsque  le  produit  ui.K/"-  est  constant. 

Admettons  donc  qu'il  en  soit  ainsi.  Alors,  A,'C  se  confondant  avec 

±:~Qit  égalant  (n"  18)  —y],  d'une  part,  la  formule  (20)  donne 

(3JM  -(A,()-  0»  -^  (^_  —j  =  _--,_  ; 

3     2 

et,  d'autre  part,  l'équation  (33),  multipliée  par  ^rr^?  devient  ensuite, 
grâce  au  dédoublement  évident  d'un  terme. 


Jourii.  de  Math.  (5*  série),  tome  \.   —   l-'usc.  I.  \tjo^.  ^^ 
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Telle  sera  l'équation  différentielle  à  intégrer,  où  Ton  voit  que  la  va- 

\I 
riable  y]  n'est  autre  que  C,  an  facteur  constant  près  — • 

2o.  Si  l'on  met  pour  U  une  puissance,  Tj^,  de  la  variable,  le  premier 
membre  sera  proportionnel  à  r/~'  et,  le  second,  à  r/^-.  Tous  les  termes 
sont  donc,  dans  chaque  membre  en  particulier,  d'un  même  degré 
d'homogénéité  :  cas  où  l'on  sait  que  l'équation  difTérentielle  s'intègre 
aisément,  en  séries  procédant  suivant  des  puissances  ascendantes, 
entières  ou  fractionnaires,  de  Tj  (  ').  Posons 

(35)     9(X)=-'rAa  +  2),        /(X;  =  2A-^+7A-3(f}-2), 

et  nous  trouNcrons  comme  intégrale  générale  la  somme  des  deux  inté- 
grales particulières  ci-après,  multipliées  respectiveiucnl  ])ar  deux 
constantes  arbitraires  : 

i-M\\        y-^-f^""^      r^-^-^^""^       /(3i..,.Ao)       /(3)/(6)     ,, 

y^^)  v  +  -?i7r'^"^  'f(.)  iïT)'^  ^  'fo  ?(4)  ^MT)  '  ^•••- 

Ces  deux  séries  ont  la  formule  commune 


(38) 


^1     ^^(a  +  3)'         ^  (p(a+3)  9(a-l-6)    ' 


o(a  +  3)  '^(ot  4-6)  !?(a-f-9)    ' 


où  a  ainnile  le  polynôme  o(a.)  et  admet,  par  consé(picnt,  les  deux  dé- 
terminations o,  —  '2. 

Quelle  (pie  soit  la  valeur  linic  alhibuéc  à  [iJ,  païamètrc  unicpie 
figurant  dans  les  deux  polynômes  du  second  degré  o(X),  /"(  A),  ou 
])lulùl  sculemenl  dans  le  dernier,  la  suite  infinie  (3(S^  est  convergente, 


(')    Voir,   par  exemple,   le  Tome  11  {Cotnj)/<'-nients,  p.  3o5' i   de  mon    Cou/ s 
d' Analyse  in/iiùlrsiinale  pour  la  Mi'caiiiquc  cl  la  P/ivsii/t/r. 


i;COlTr.FMK>JT     DKS     NAIU'ES     D   E\V     INFir/ritKKS     DANS    LE     SOI..  'V) 

à  la  manière  de  la  série,  d'une  forme  bien  connue, 
(^ic))  const.-+-  -  +  --4-^+...H-V+---; 

12  Oi  3^  «2 

car,  dans  (38),  le  rapport  du  (i  +  i)'^'»^  terme  au  précédent  est 

(Ao)  /(a  +  3f-3)  2(a-i-3/)-^-5(a  +  30-3(^-i),  3 

^        -^  ç>(a  +  3/)       ^  2(a4-30(«  +  3f4-2)  ^ 

ou  bien,  sensiblement,  en  divisant  hautet  baspar  2(a  -f-  3/)%  ordon- 
nant par  rapport  aux  puissances  négatives  de  <x.-h3i  et  supposant 
finalement  i  très  grand, 

(''Obis)    [,--^-JL_  +  Alz_ei, +...],.  =  (,_  A.), 3, 

précisément,  sous  la  dernière  forme,  comme  dans  (3c)),  où  le  rapport 
analogue  est,  exactement,  du  moins  pour  /  >>  r , 


( 


26.  Mais  il  faut  tenir  compte  des  conditions  relatives  aux  deux  con- 
tours y  et  -/ , ,  c'est-à-dire,  respectivement,  aux  deux  limites  y]  — -  o,  r^  =  i . 

Le  produit  Uy]-,  expression  de  V  (à  un  facteur  constant  près),  doit 
s'annuler  pour  y]  —  o,  valeur  de  la  variable  qui  annule  la  série  (36),  mais 
qui  réduit  (3^),  multipliée  par  y]-,  à  l'unité.  Donc  la  constante  arbitraire 
affectant  (3^)  dans  l'expression  de  U  sera  nulle;  et  il  restera  comme 
seule  valeur  possible  de  U,  à  un  facteur  constant  près,  la  série  (36). 

Enfin,   la   dérivée    ,    doit  devenir    zéro   à   la   limite    /;  =  i ,  où  la 

série  (39)  et,  par  suite,  les  séries  (38),  (36)  sont  encore  conver- 
gentes. Comme,  dans  le  produit  V  -  "/j-r,  la  dérivée  de  y]  en  /•  s'an- 
nule, d'après  (20),  à  la  limite  yi  —  1 ,  il  faudra  et  il  suffira  que  ~, 

c'est-à-dire  -r-  -r-,»  s'y  annule  aussi,  ou,  encore  d'après  (20),  que  l'on 
ait 

dV 


(  ^1 1)  •—  y/'i  —  Tj-'  =  o     (à  la  limite  r^  =  i). 
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Or,  la  dérivée,  en  Tj,  de  la  série  (36)  est  la  nouvelle  série 

où  le  rapport  du  i''™^  terme  au  précédent  devient  très  sensiblement, 
pour  /assez  grand,  en  utilisant  la  première  expression  (l\obis)  prise 

avec  a  nul,  -. r -.  -^  ^-tt^  ]r.\  c  est-a-dire 


i  —  I  '. 


et  même  (si  Ton  néglige  les  termes  en  l,) --^—^  r,\  comme  dans  la 


série 


(4.1)     0-  V')  ■='-^:^V'+-tV-^---+-t^ -^ 


■M 


On  voit  ainsi  que,  -q  tendant  vers  la  limite  i,  la  dérivée  (42)  de- 
viendra comparable  à  .l'inverse  de  v'i  —  y]''  et  n'aura  pas  son  produit 
par  \li  —  Y]'  évanouissant,  à  moins  qu'on  ne  choisisse  [3,  de  manière 
à  annuler  identiquement  tous  les  termes  de  la  série  (4^)  à  partir 
de  l'un  quelconque  d'entre  eux  (').  Donc  l'équation  transcendante 


(^)    Pour  apprécier  et   comparer   de   plus  près  les   rapports  des  termes   très 
éloignés  correspondants  dans  les  deux  séries  (42)  et  (44)»  on  peut  mettre  la  der- 

2  l  —  I  — 77- 

nière  expression  (43)  sous  la  forme  très  approchée ^-  f^e  ^''  .    Elle  signifie 

que  le  rapport  d'un  terme  au  précédent,  dans  la  série  (42),  est  sensiblement  le 

produit  du  rapport  analogue  dans  la  série  (44)  |>^''  l'exponenlielle  c  *  ''.  Cela 
étant,  si  Ton  compare,  dans  les  deux  séries,  les  termes  éloignés,  chacun  à  chacun, 
à  partir  des  iiè"'"",  les  rapports  successifs  de  ceux  de  la  première  série  à  ceux  de 
la  seconde  égaleront  tous  le  premier  d'entre  eux,  multiplié  par  des  exponentielles 

'»-;j  r  _L_  _  '        I        "I 

totales  de  la  forme  c  ''  L"+'i'  ^^+**  •'■^•"*  "J,  où  l'exposant  de  e  n'excédera 
jamais  une  valeur  absolue  assignable,  aussi  petite  môme  qu'on  le  voudra,  si  Ion 
prend  i  assez  grand,  puisque  la  série  formée    par  les  invor-es  des  carrés  entiers 
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donnant  les  racines  [3  est,  ici, 

(A'^)  /(o)/(^)/((>)---/(30---  =  O' 

et  toutes  les  valeurs  de  [3  possibles  sont  celles  qui  annulent  le  fac- 
teur/(Si),  où  i  désignerait  un  entier  positif  (ou,  plutôt,  non  négatif  j 
quelconque.  11  viendra,  vu  la  seconde  formule  (3  )), 

(46)     ^  =  2  H-  /(G/  +  ;),  OÙ  i  aura  toutes  les  valeurs  o,  i ,  2,  3,  — 

Quant  aux  fonctions  U  correspondantes,  ce  seront  évidemment  les 
polynômes  en  y],  de  degrés  3i  de  plus  en  plus  élevés  ou  à  variations  de 
plus  en  plus  rapides,  auxquels  la  série  (36)  se  trouvera  ainsi  réduite. 

L'intégrale  générale,  formée  par  la  somme  de  toutes  les  solutions 
simples,  après  leur  multiplication  par  des  constantes  arbitraires,  con- 
stituera bien  une  série  infinie  en  yj",  y]%  y]",  ...  (à  part  le  facteur  rf). 
Mais  elle  vérifiera  néanmoins  la  condition  spéciale  à  la  limite  v]  =  i , 
car  les  termes  d'un  degré  très  élevé  n'y  proviendront  que  des  solu- 
tions simples  d'un  ordre  très  élevé  aussi;  et,  vu  la  convergence  de  l'in- 
tégrale obtenue,  du  moins  dans  le  cas  d'un  état  initial  continu  en  y], 
elles  n'y  figureront  qu'avec  des  constantes  arbitraires  ou  coefficients 
d'importance  extrêmement  faible,  s'évanouissant  à  la  limite. 

27.  L'hypothèse  /(o)  =  o,  ou  /=o,  redonne  d'abord  la  solution 
simple  fondamentale 

f} --■>.,  U^i  et         V^Yj-'. 

Il  faudra  donc  faire  /=  i,  pour  avoir  la  solution  simple  suivante, 
celle  où  la  valeur  de  ;3  est  désig-née  par  [3'  et  qui  fournira  l'expression 
asVmptotique  des  petits  écarts.  L'on  obtient 


esl  convergente.  Ces  rapports  seront  donc  tous  comparables,  sinon  presque 
égaux,  au  premier  d'entre  eux;  et,  pourvu  que  celui-ci  ne  soit  pas  nul,  les  deux 
séries  se  trouveront  bien  du  même  ordre  de  Grandeur. 


.'^8  .1.     ROUSSFNESQ. 

et  la  fonction  correspondante  V^r^^U  présente  un  cliangcment  de 
signe  unique  entre  les  deux  limites  r^  =  o,  y]  =  r . 

Il  en  résulte,  pour  l'expression  asymptotique  ^  des  petits  écarts,  vu 

la  proportionnalité  de  'Ç  à  q  et  en  appelant  c'  une  constante  arbitraire, 
la  formule 

(48)  '=  =  (sensiblement)  7 — ^  ^'    ,,  (  i  —  —  t;'). 

Comparés,  en  un  point  quelconque  de  la  nappe,  à  la  partie  j^égu- 

larisêe — - —  de  l'ordonnée  h.  les  petits  écarts  s'évanouissent  donc 

comme  sa  quinzième  puissance  et,  par  conséquent,  très  vite,  quand  le 
temps  t  grandit. 

28.  Avant  d'avoir  intégré,  ainsi  ([u'on  vient  de  voir,  dans  le  cas 
d'une  nappe  cylindrique  ou  de  certaines  nappes  de  révolution,  le  sys- 
tème (2G),  (27),  j'avais  pu  obtenir  de  la  manière  suivante,  pour  la 
racine  ^',  deux  estimations  qui  n'étaient  pas  très  inexactes.  Assimi- 
lanlC,  à  une  constante,  dans  ('*<)),  et  me  bornant  au  cas  dune  nappe 
cylindrique  où  la  coordonnée  jy  n'a  pas  à  figurer,  j'avais  considéré 
l'équation  indéfinie  (2f)),  où  a  et  K  sont  supposés  constants,  sous  les 
deux  formes 

qui  en  font  l'éfjuation  indéfinie  du  refroidissement  de  deux  barres  ayant, 

l'une,    la  (•()n(hiclil)ililé   k   el  la  (•ai)acil(''  caloriliqnc   a,—  ;.-  =  —  -, 

'  '        '  '        I        -M  /, 

Taulre,  la  conductibilité  K,  —  K'C  ~  K  —  y]  el  la  capacité  ral()rirK|u«'  y.. 

Et  j'avais  admis  (pi'on  put,  (|uant  à  la  rapidité  d'extinction  des  diverses 
solutions  simples,  assimiler  deux  barres  où  soit  ul,,  soit  K,  seraient 
fonction  de  ./;  daiîs  c(^lle  é(juation,  au  cas  où  leur  valeur  respective 
se   léduirail  à  sa  nioyt'iinc  d'un  bout  à  lantrc 

On  est  ainsi  ramené  au  problème  du  refroidissement  d'une  barre 
liomogène  de  longueur  I^,  ayant  une  extiémité,  ./•  =  o,  à  la  tempé- 
rature  zéio,   et    l'autre  extrémité,  ./•--- !..   impeiniéable  à  la  cbaleur. 
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liypothèses  donnant,  pour  former  les  solutions  simples  e~^^^~^-''\ ,  les 
formules 

(  ,jo  )    V  =  =b  sin  ~ —  ,     p  =  soit  ^ — 1-7-; —  —  '     soit  — .-pf • 


Les  valeurs  moyennes  de  [x^  et  de  K,  s'y  écrivent  d'ailleurs  ~  i     - 

J„   u 

et  K  ~  /    y]r/^  ;  ce  qui,  vu  la  valeur  (i  i)  de  a  (n°  J  (>),  conduit  à  poser 


(:m)  [J  =  soit^ -y—,        soit^— ^^^ —  \    r^d\. 


Or,  les  deux  valeurs  moyennes  de  r\  et  de  son  inverse  se  calculent 
sans  difficulté. 

Nous  connaissons  déjà  implicitement,  par  la  formule  (2'2),  la  pre- 
mière, quotient  de  Taire  A  par  le  recLangle  LM,  et  qui  est  ^' 

Quant   à   la  valeur   moyenne  de  -5  Téquation   (r4),  différentiée, 

i 
donne,  en  posant  finalement  -<]  =■  y', 


--> 'uf  7=/ A-U^"^-^)"''^-^KH)-i^<^' 


D'ailleurs,  d'après  (i5),  c  a,  de  même,  pour  valeur 
\i  f''\i—iT'^h     ou     ^i3(|'^); 
de  sorte  qu'il  vient 

Vx  la  multiplication  des  deux  formules  (32),  i^^^)  donne,  en  appli- 
quant trois  fois  la  relation  d'Euler  r(/Or(i  —  /')  =  ^- — ' 

nKit  sin  ^ 

(5',)  c^M^  =  ^-^  =  -^, 

^^0     ^'  '    SHl-^         3v'3 
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Faisons  en  outre,  puisqu  il  s'agit  de  la  seconde  racine  ^,  /  =  i ,  et 
les  formules  (5i)  nous  conduiront,  pour  [i',  aux  deux  estimations  ou 
appréciations  de  sentiment 


(.55) 


3=  soit  ^^^ 
I 


^■l,'?.\^, 


soit  — 


',38(). 


On  voit  qu'elles  comprennent  entre  elles  la  valeur  exacte  i5,  dont 
la  seconde  surtout,  i5,38f),  ne  s'écarte  pas  beaucoup. 


i^  VIII.  —  Extension  du  mode  d'écoulement  qui  se  conserve  à  certains 
cas  de  fonds  courbes,  concaves  ou  convexes,  à  pentes  relativement 
fortes. 

29.  11  est  intéressant  de  clierclier  s'il  existe  pour  la  base  de  la  nappe 
aqueuse,  c'est-à-dire  pour  le  sous-sol  imperméable,  des  formes  courbes 
rendant  possible,  roninie  le  fait  sa  forme  plane  boiizonîalc,  un  mode 
d'écoulement  qui  se  conseixe,  où  rortionnée  //  de  la  surface  libre  soil 
le  produit  d'une  fonction  //,„  des  deux  coordonnées  iiorizonlales  ./•  et  v 
par  une  fonction  Tdu  tenq)s  t  seul.  Nous  désignerons  cclui-cipar  t,  en 
le  comptant  alors  comme  aux  n""  10  et  1  7,  pour  simplifier  les  formules, 
à  partir  d'une  origine  (toujours  antérleuic  au  début  du  phénomène) 
où  la  fonction  T  soit  analytiquemcnt  infinie;  et  aussi,  comme  aux 
mêmes  numéros,  la  fonction  A„  sera  ap[)elée  ';^,  quand  nous  l'aurons 
divisée  par  le  facteur  constant  rendant  son  équation  caractéristicpie 
le  plus  simple  possible. 

Substituons  donc  ÇV  i\  li  dans  la  relation  indéiinie  (2)  du  pro])lème 
(n"  7j,  puis  divisons  les  résultats  soit  par  tJ.1  1",  !^<^il  1>'ïï'  ,u^C T-  H 
viendra 


(5(;) 


^'T 


kl!  'Jf- 

(l.r 


a  y 


'dv 


(Iv  ' 


I 


i 
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Or,  une  difTércnlialion  en  't  de  ces  deux  équations  isole  l'une  de 
Tau  Ire  les  deux:  expressions 


(••^7) 


cLr^  cl.r 


(I  y\  dv)  \>1    <ix\        (l.i- 1       'iy\         ay' 


et  les  montre,  séparément,  fonctions  de  t  seul.  Comme  elles  en  sont 
efTectivement  indépendantes,  elles  ne  pourront  que  se  réduire  à  deux 
constantes,  dont  —  a  désignera  provisoirement  la  seconde  et  —  A  a  la 
première. 

Mais  a  se  réduit  à  i  si  l'on  divise  partout,  dans  la  seconde  expres- 
sion (57"),  'C  par  a,  ou  si  l'on  appelle  '(a  ce  qu'on  appelait  '(,  afin 
d'extraire  un  tacleur  a  de  l'expression  tout  entière.  Et  alors,  les  con- 
ditions qui  détermineront  'C  concorderont  exactement  avec  les  rela- 
tions (18)  (n"  î  7)  ;  de  sorte  que  "(  sera  la  fonction  de  x  et  àey  étudiée 
plus  haut  sous  ce  nom,  fonction  essentiellement  positive  dans  les  cas 
où  nous  l'avons  calculée. 

Cela  posé,  k  sera  le  rapport  constant  de  la  première  des  expres- 
sions (37)  à  la  seconde  ;  et  l'on  aura 


(-58) 


d 

cTr 


K(}I-  k'C)- 


d.i 


Iv(H-AO 


de 
dy  _ 


=  o. 


Or,  combinée  avec  les  conditions  ('(  ou  -r-  j  =  o  sur  le  contour,  celte 

équation  revient  à  annuler  partout  soit  la  pente  (proportionnelle 
à  A,^)  de  la  surface  libre,  soit  la  ditTérence  H  —  k'Ç,  dans  les  deux  cas, 
que  nous  considérons  surtout,  de  nappes  ou  cylindriques  à  généra- 
trices horizontales,  ou  de  révolution  autour  de  l'axe  vertical  des  z. 

En  effet,  dans  le  premier  cas,  où  [jl,  K,  H  et  '(  peuvent  être  censés 
indépendants  de  y,  l'équation  (58)  revient  à  poser 


(r^ 


Kl  II  —  k'C)  j    --  consL.,         c'est-à-dire         K(H  —  A'C) 


da; 


VU  qu'il  y  aura  toujours,  ou  sur  un  bord  de  la  surface  libre,  s'il  existe 
un  contour-paroi,  ou  dans  l'intérieur,  si  tout  le  contour  est  libre,  c'est- 
à-dire  constitué  par  le  seuil  horizontal  des  sources  supposées,  un  plan 

ian^enl  hoi-izonlal  où  s'annulera  l'inclinaison  ~-  Et  l'on  aura  par- 

Jouin.  de  Math,  (b"  stn-ie),  tome  \.  —  Fasc.  I,  1904.  t) 
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tout  soit  -7^  —  o,  c'est-à-dire  une   nappe  sans  pente  superficielle   iil 

écoulement^  soit  H  —  /l'C  =:  o,  c'est-à-dire  H  =  k'Ç.  Donc,  si  c'est  un 
mode  d'écoulement  se  conservant  qui  se  réalise  (ce  qui  seul  nous  in- 
téresse ici),  l'ordonnée  H  du  fond  sera,  sur  toutes  les  verticales,  pro- 
portionnelle à  la  fonction  '(,  parfaitement  déterminée,  de  x. 

Dans  le  cas,  un  peu  moins  simple,  d'une  nappe  de  révolution  r.utour 
de  l'axe  des  z,  cas  où  ix,  K,  H,  'C  ne  dépendent  de  x  et  de  y  que  par 
l'intermédiaire  de  la  distance  /•  =  \x'-  -t-  >'"  à  l'axe,  la  substitution  de 

-.-  — '—-  à  -; — ^^ —   donnera  aisément  à  la  relation  (SS  )  la  forme 

(ir        r  a  (  .f,  r  )  ^       - 


1    (l 
7  dr 


dl 


dZ 


/  K{U  —  kl)-f-    =  o;  d'où         rK(H  -  IxZ)  -^  =  const 


dr 


et  le  fait  de  l'existence  d'un  plan  langent  horizontal  où  s'évanouit  la 
dr 


dérivée  -i-,  dans  toutes  les  nappes  (jue  nous   considérons,  obligera 


dl 
d'annuler  encore  la  constante  ou,  par  suite,  soit  la  pente  -^  de  la  sur- 
face libre,  avec  l'écoulement  lui-même,  soit  l'expression  H  —  kÇ.  Donc, 
l'hypothèse  d'un  mode  d'écoulement  se  conservant  exige  l'égalité  de  H 
à  /f^,  c'est-à-dire,  encore,  la  proportionnalité  de  l'ordonnée  H  du  fond 
à  celle,  h,  de  la  surface  libre. 

D'ailleurs,  lorsque  le  coefficient  k  de  cette  proportionnalité  de  11 
à  "C,  sera  positif,  le  fond  se  trouvera  concave,  puisque  les  ordonnées  H 
du  fond  se  comptent  de  haut  en  bas  à  partir  du  plan  des  xy,  contrai- 
rement aux  ordonnées  /*  de  la  surface  libre.  Quand  ce  coefficient  k 
sera  négatif,  le  fond  sera,  au  contraire,  convexe  ou  en  relief;  et  la 
profondeur  d'eau  H  -h  h,  ou  mieux  alors  h  -h  H,  sera  l'excédent  de  h 
sur  la  valeur  absolue  de  H. 

30.  Va\  général,  pour  un  contour  donné  quelconque  de  la  nappe, 
et  la  fonction  correspondante  '(  de  x  et  de  y  étant  censée  obtenue, 
attribuons  à  la  })rofondeur  H,  positive  ou  négative,  existant  sous  le 
plan  lioiizoïilal  du  seuil  de  la  soui'ce,  la  formule 

(.->())  H  =  Ar  -hll,. 
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L'équation  (^S),  lu  seule  à  laquelle  soil  asLrciule  ici  H  (^à  pari  la 
condition  admise  de  donner  partout,  dans  l'intérieur  du  contour,  à 
quelque  distance  du  bord,  des  pentes  de  fond  A,  H  modérées),  de- 
viendra, en  H,, 

Or  cette  relation  exprime  Tintégrabilité  de  la  diffère ntielle  totale 
(60)  rf*  =  H,K(^rfy-|</x), 

cjui,  égalée  à  zéro,  fournirait  l'équation  différentielle  des  lignes  de 
plus  grande  pente  de  la  surface  libre  z  =  T*(.  Si  donc  o  =  const. 
est  l'équation  finie,  censée  obtenue,  de  ces  lignes  de  pente,  vues  en 
projection  sur  le  plan  des  xy  et  invariables,  par  hypotbèse,  durant 
tout  l'écoulement,  la  fonction  t[)  sera  une  fonction  arbitraire  de  ^  ou 
pourra  s'écrire  $  (o);  et  l'on  aura 

'        (ly  dx  '  '  dx  '       dx  '      dy 


Il  en  résulte 


dz 


(  bi)  H,  =  — j^  I  — ^  ou 

Ty 

Ces  deux  expressions,  élevées  au  carré  et  puis  combinées  par  l'addi- 
tion, terme  à  terme,  de  deux  rapports  égaux,  donnent  enfin,  par  une 
extraction  de  racines  carrées,  la  formule  plus  symétrique 

Supposons,  par  exemple,  la  surface  libre,  de  révolution  autour  de 
Taxe  des  j.  On  aura,  comme  lignes  de  niveau  '(  =  const.,  les  cercles 
parallèles  /•  =  y,/;-^-^-—  const.,  et,  comme  lignes  de  pente  o  =^  const.. 
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Cil  projection  sur  le  ()liui  des  xy,  les  rayons  /•  eux-niènies,  distingués 
les   uns  des  autres   par  leur  azimut  0,   ou   ayant    comme   équation 

0=  const.,  c'est-à-dire  arc  tanp:  -  =  const.  Ainsi,  d'une  part,  K,  C 
seront  lonctions  de  /•,  et  -, — '- —  vaudront  -r^  ^^  ou  -j-  (cos'J,  sm'J): 

'         <r/(.r,  y )  ôr         r  ai-  ^  ^ 

1,  Y  '1-^  -.      •         .  y       f 

mais,  d  autre  part,  o  sera  arc  tant;- -  et -t- — ' —  s  écriront  —  —i  — ,  ? 
ou  —  - — >  —  •  Les  formules  (Cn)  deviendront  donc 

r  r 

(G.)  H,  =  ''^. 

'-■^ 

Elles  donnent,  en  résumé,  pour  H,,  le  quotient  d'une  fonction  de  0 
généralement  arbitraire  (à  cela  près  qu'elle  admet  efTectivcinent  la 
période  2-)  par  la  fonction,  ±  K/-(A,  '(),  de  la  distance  r  à  Taxe.  Mais 
cet  excédent,  H,,  de  la  profondeur  H,  sur  sa  partie  k'Ç  proportionnelle 
aux  dénivellations  T'C,  s'annule  (piand  la  surface  libre  a  un  plan  tan- 
gent horizontal  (où  est  réduite  à  zéro  la  dérivée -j^  j;  car,  si  l'on  ne 

posait  pas  alors  $'(0)  =  o,  la  profondeur  A  *C  H-  H,  serait  infinie, 
])ai'  sa  partie  II,,  sous  le  point  do  contact  de  ce  plan  tangent  hori- 
zontal. 

Le  même  fait  de  l'annulation  de  H,  se  produiia  dans  le  cas  général 
de  la  formule  (Gi  A/s),  si  la  suifacc  libie  possède  un  sommet  où  abou- 
tissent toutes  les  lignes  de  pente  et  où  le  plan  langent  soit  horizontal, 
(^ar,  alors,  A/(  s'y  annulani  et  o  y  recevant  néanmoins  toutes  ses  va- 
leurs, le  [)aramètre  dill'c  reuliel  A,  ç  s'y  trouve  iulini.  On  devra  donc 
avoir  idcnticjueuKMit  *l''(o)  =  o,  ])()ni  <pie  la  parlie  H,  de  la  profondeur 
reste  finie,  sous  le  sommet,  comme  l'autre  partie  lîZ. 

La  fonction  <I>'(o)  serait  encore  nulle,  ce  <pii  (Mili-aineiail  ranuula- 
tion  de  II,,  si  un  plan  horizontal  était  langent  à  la  surface  libre  (ouf 
le  Ion l^  (V une  rourhc  île  ronlucl  où  aboutiraient  les  lignes  de  pente; 
car  dans  (6i  A/vj,  A,'w,  mais  non  A,  o,  s'y  annulerait  d'une  manière 
continue. 

On  ne  voit  donc  guère  dans  (jucllcs  circonstances  j)ouirail  subsister 
la  partie  11,,  non  jiroportiounelle  à  C  de  la  profondeur  II. 
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51.  Déterminons  maiiUenaiit  la  fonction  T,  dn  tcni[)s  t,  entr.int 
clans  l'expression  A  =  '(T  des  dénivellations  de  tonle  nappe  dont  le 
mode  d'écoulement  se  conserve.  Les  conditions  au  contour  se  trouvant 
satisfaites  à  raison  des  seconde  et  troisième  relations  (i8),  il  suffira  de 
vérifier  l'équation  indéfinie  (2),  qui  nous  a  donné  les  deux  (5G).  Or, 
grâce  à  l'égalité  respective  des  deux  expressions  {^yj)  à  —  A"  et  à  —  i, 
ces  deux  relations  (56),  devenues  identiques,  prennent  la  forme 

(03)     T'  =  -  T(A-  -f-  T),         ou        ^,  (' i  +  ;.)  =  k 


■>, 

/l\ 

1,^ 

Intégrée  de  manière  à  rendre  T  iniini  ou  „  nul  (comme  il  est  con- 
venu) pour  T  =  o,  cette  équation  donne 

't-  '  ^  '        ,       '  '      AT  r  />t'-''^ 


L'exponentielle  c  ^"^  devant  figurer  sans  cesse  clans  les  formules  sui- 
vantes, il  y  aura  lieu  de  la  représenter  par  une  seule  lettre  et  même, 
souvent,  de  la  prendre,  au  lieu  de  t,  comme  variable  indépendante. 
Elle  sera  désignée  par  '\i.  Nous  aurons  donc 

/,  ^  T  =.  -^, 

1  —  O 


'1  =  ,.-"; 

d'où 

■^-,% 

et,  aussi, 

d 

d- 

—  '4,^ 

(G5) 


Les  fonctions  T,  A  +T  seront  essentiellement  positives,  car  A-  et 
j  —  '\i  changeront  ensemble  de  signe.  Par  suite,  la  dérivée  T',  égale  à 
—  T(A--f-Tj,  sera  négative;  et  T,  Ar  +  T  décroîtront  sans  cesse,  à 
partir  de  l'infini  qui  est  leur  valeur  pour  ^  =  o,  en  tendant  respecti- 
vement vers  les  expressions  asymptotiques  kc  ''^^  A,  si  A-  est  positif, 
(—  Ar),  (—  A)e*'^  si  A:  est  négatif.  On  voit  que,  pour  les  petites  valeurs 
du  temps  t,  alors  que  'j»  est  réductible  à  i  —  A-^r,  les  fonctions  T,  A"  4-  T 
se  confondent  sensiblement  avec  Tinverse  de  1,  comme  cela  devait 
être,  d'après  la  formule  (19)  (n"  17),  au  début  de  l'écoulement,  où  les 
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courbures  de  la  surface  libre  sont  incomparablement  plus  accusées 
que  celles  du  fond.  L'écoulement  s'y  fait  donc,  à  très  peu  près,  comme 
il  se  ferait  toujours  si  le  fond  était  plat  ou  si,  A  devenant  infiniment 
petit,  Ton  avait,  à  toute  époque, 

I  _|:=A-         et         T-3  !.. 

52.   Le   débit  lv(ll -h  Aj  y^,  par   unité  de  longueur,  d'une  coupe 
verticale  faite  idéalement  dans  le  sol  perméable,  sera 

(/n  '  (In 

Si  Ton  a  partout  H  =  AC?  comme  il  arrive  au  moins  dans  les  cas 
simples,  cette  expression  deviendra 


(^Kr|)(/.  +  T)T. 


ou  variera,  avec  le  temps  i,  comme  le  produit  T(Ah-  T),  é<,^al  à  la  va- 
leur absolue  de  la  dérivée  T'.  Le  débit  de  la  source  sera  donc,  aussi, 
proportionnel  à  T(/îf  -f-  T),  c'est-à-dire  à  l'expression 


(6^)  (I  —  4,)--'    ~    (,_e^ATyi 


Dans  les  cas,  plus  compli(|ués,  où  la  formule  (61)  rendrait  possible 

un  certain  excédent  H,  de  H  sur  Al,  récjuation  (58),  multipliée  par  drj 

et  intégrée  à  la  manière  oïdinaiir  sur  toute  l'aire  n  de  la  nappe  (vue 

en  plan),   donnerait  néanmoins,   en    Icnant    compte  de  la  condition 

fil  ,  ,  ■ 

-—  =  o  sur  le  c()iiloiir-|)ar()i  7., 
an  '  '- 


^7.  •  ■/ 


lu  alors  le  (lél)il  (^  delà  source,  qui  est  successixciiicMl.  en  ne  iiégli- 
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g'cant  pas,  dès  Tabord,  h  près  du  seuil, 

Q  =-__( K(H  +  /<)  §^  dy_  =  T /^KH  §  é,_  +  T' fKZ  §-  d;, 

deviendrait,  par  la  substitution  du  second  membre  de  (67)  au  pre- 
mier membre,  et,  vu  enfin  la  dernière  expression  (66)  du  produit 
T(A'  +  T), 

((i«)     0  =  (/k-C  ^^  </./.)  T(A-  +  T)  =  f/KC  I  rf/.')  .^ 


2  \ 


Slll    


Deux  conséquences  importantes  résultent  de  cette  formule, 
La  première  consiste  en  ce  que,  le  débit  Q  étant  fini,  alors  que  la 
dénivellation  Tu,  et,  par  suite,  ^  tendeut  vers  zéro  à  l'approche  du 

seuil,  la  pente  de  superficie,  proportionnelle  à  y^,  devra,  en  compensa- 
tion, y  croître  sans  limite  et  ne  pourra  pas  y  garder  les  valeurs  modé- 
rées qu'elle  a  dans  l'intérieur.  C'est  le  produit  2'C  -7-;  ou  -^5  qui  res- 

^  ^  an  an       ^ 

tera  fini;  de  sorte  que  '(-  sera,  près  du  seuil,  de  l'ordre  de  la  distance 
au  seuil,  ou,  u,  comparable  à  la  racine  carrée  de  cette  distance, 
comme  il  arrivait  en  effet  (n°  16)  dans  le  profil  (i4)  de  surface  libre 
que  nous  avons  déterminé. 

Le  premier  membre  de  la  formule  (67)  montre  alors  que  la  profon- 
deur H  devra  (même  dans  sa  partie  H,  non  proportionnelle  à'C)  tendre 
vers  zéro  à  l'approche  du  seuil,  ou  y  devenir  comparable  à  l'inverse 

de  la  dérivée  erandissante  -7^  • 
°  du 

La  deuxième  conséquence  est  relative  à  la  fonction  du  temps  entrant 

,/   T   ^' 
dans  l'expression  de  Q,  -^  j  —A—  j  >  fonction  dont  V inverse  est  le 

pi-odiiil  du  carré  du  temps  t  par  le  carré  du  rapport  du  sinus  liyper- 

bolique  de   V argument  —  à  cet  argument   lui-même'  Quand  le 

temps  'z  grandit,  le  débit  de  la  source  décroit  sans  cesse,  par  cha- 
cun des  deux  facteurs  de  cette  fonction;  et,  pour  une  même  valeur  du 
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temps  T,  il  décroil  aussi,  par  le  second  facteur,  celui  où  ligure  le  .coef- 
ficient A"  de  concavité,  quand  Le  sous-sol  devient  plus  courbe  ou 
qu'on  fait  grandir  /:  en  valeur  absolue  (abstraction  faite,  bien  en- 
tendu, de  la  partie  H,  de  La  profondeur,  partie  sans  influence  sur  (^ 
dans  le  mode  d'écoulement  qui  se  conserve).  Ce  débit  est,  d'ailleurs, 
le  même,  que  le  fond  soit  convexe  ou  concave,  pourvu  que  ses  cour- 
bures, proportionnelles  à  A,  soient  pareilles  dans  les  deux  cas. 

Toutefois,  pour  que  ces  lois  s'appliquent  effectivement,  quelque 
grand  que  devienne  le  temps  t,  il  est  nécessaire  que,  même  pour  t  in- 
fini, la  profondeur  H  -h  A,  ou  lîC-\-  H,  H-  //,  ne  soit  nulle  part  néga- 
tive. Il  faut  donc,  si  A  est  positif,  ou  si  //,  tend  vers  zéro,  que  la  partie 
H,  de  la  profondeur  ne  s'abaisse  nulle  part  au-dessous  de  —  A'C;  et 
si  A  est  négatif,  ou  si  h  tend  vers  —  Al,  que  cette  même  partie  H,  ne 
devienne  nulle  part  négative. 

La  fonction  T  et,  par  suite,  l'altitude  li  =  CT  de  la  surface  libre, 
considérées  à  une  même  époque  t,  mais  pour  deux  valeurs  de  A  égales 
et  contraires,  l'une.  A',  positive,  l'autre,  —  A,  négative,  sont  entre 
elles,  d'après  la  dernière  formule  (OA),  comme  e~''''^  est  à  i,  ou,  par 
conséquent,  plus  fortes  pour  A  négatif  que  pour  A  positif.  Ainsi,  quand 
les  débits  ont  mêmes  valeurs,  la  surface  libre  se  trouve  plus  élevée  au- 
dessus  d'un  fond  convexe  qu'au-dessus  d'un  fond  concave  :  les  pentes 
de  superficie  et  les  vitesses  d'écoulement  y  sont  donc  plus  grandes,  en 
compensation  de  profondeurs  d'eau  h  -h  11  moindres  (de  A'C),  donnant 
lieu  à  des  sections  d'écoulement  plus  réduites. 

§  IX.  —  Stabilité,    dans  ces  cas,  du  régime   obtenu, 

prouvée  par  un  procédé  d'intégration  nouveau 

en   Physique  mathématique. 

53.  Mais  pour  savoir  si  la  forme  //  —  ^f  est  encore  stable,  il  faul 
étudier  les  expressions,  (pii  en  sont  voisines,  de  la  fonction  h  de  .r,  \' 
et  T.  Pour  la  raison  donnée  déjà  au  n"  20,  nous  écrirons  ces  e.\|)r('s- 
sions  non  pas  ÇV  H-  s,  mais  bien 


—  A, 


avec  £  fonction  de  x^  y  et  t  donnée  initialemeni  très  petite.  En  outre, 
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pour  éviter  une  complication  paraissant  excessive,  nous  supposerons 
H,  =  o,  ou  les  ordonnées  H  du  fond  réduites  au  terme  relativement 
simple  kl,  ([ue  nous  savons  les  exprimer  en  entier  tout  au  moins  dans 
les  cas  les  plus  intéressants.  Il  viendra 

v"  --f-  ft)  ^^^^  ^^.-^  —  ^-j  _7^^2  ^  d\.v,y)  I  -  •!-  d{x,  y)' 

Alors  les  relations  (2)  et  (3  )  (n°^  7  et  8),  débarrassées  des  termes 
où  ne  figure  pas  £,  deviennent,  grâce,  d'ailleurs,  à  la  dernière  for- 
mule (65), 

f  (au  contour)     (£  ou  -y;-!  =0. 


cl      i^~'K  I       (l      'C~'T't 

Comme  Texpression  —  'h  ■  '^,/  '1  ou  7  -^, — '-,   se  dédoublerait  en 

-^  -^  et  -7  — ^;--£,  ces  équations  sont  celles  du  refroidissement  d'une 

k    ch        k      ai  ^ 

plaque  à  faces  rayonnantes,  dont  la  conductibilité  intérieure,  Ku'"*^, 
la  capacité  C4\loritîque,  y  (i  —  'j;)'("'^,  et  la  conductibilité  extérieure ^ 

',  (i  —  'j/)     '7.    ?  varieraient  avec  'l',  c'est-à-dire  «p^c  /c  temps  t. 

On  remarquera  que  le  coefficient  /v  de  concavité  du  sous-sol  est 
absent  du  système  (70).  Donc,  dans  les  nappes  de  même  contour,  à 
fond  soit  concave  chez  toutes,  soit  convexe  chez  toutes,  les  valeurs  de  £ 
qui  se  produiront,  pour  des  valeurs  quelconques  de  ->{;  ou  du  produit  k-, 
à  la  suite  de  valeurs  £„  initiales  communes,  correspondant  à  une  même 
valeur  ']^^  de  'j^,  seront  indépendantes  des  ordonnées  Yi  ^=  kC,  du  fond. 
Seulement,  elles  se  succéderont  d'autant  plus  lentement  que  la  valeur 
absolue  de  A:  sera  plus  petite,  ou  que  1  devra  plus  varier  pour  faire 
éprouver  au  produit  At  et,  par  suite,  à  '\i  —  (?  *^,  un  changement 
donné. 

Lorsque  la  valeur  absolue  de  k  est  soit  très  petite,  soit  très  grande, 
le  produit  k^,  pour  tous  les  temps  'z  finis,  est  lui-même  ou  très  petit, 
ou  très  grand.  Dans  le  premier  cas,  la  variable  ']^  reste  constamment 
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voisine  de  runité,  tandis  que,  dans  le  second,  elle  reste  ou  voisine  de 
zéro,  si  k  est  positif,  ou  très  grande,  si  k  est  négatif.  Cette  variable  '| 
n'est  donc  alors  à  considérer  que  dans  certaines  régions  du  champ 
total  de  ses  variations,  régions  fort  restreintes  même,  du  moins  pour  A" 
ou  voisin  de  zéro,  ou  très  grand.  Voilà  justement  pourquoi  les  deux 
cas  d'un  sous-sol  sans  courbure  (§  ^  H^  et  d'un  sous  sol  fortement  con- 
cave, où  h  se  trouve  négligeable  devant  H  (§  III),  ont  été  relativement 
faciles  à  traiter.  Nous  verrons  (au  n°  45)  qu'il  s'y  joint  le  troisième 
cas,  d'un  sous-sol  fortement  convexe. 

54.  La  solution  particulière  la  plus  simple  des  équations  (70) 
s'obtient  en  prenant  la  différence  de  deux  formes  voisines  persistantes 
de  h,  savoir  '(T  et  u(T-}-  oT),  où  l'on  fcrail,  dans  la  variable  z  de  T, 
T  =  Tq  H-  /,  et  où  le  paramètre  To  éprouverait  l'accroissement  élémen- 
taire ôTq  au  passage  d'une  forme  à  l'autre;  ce  qui  revient  à  choisir, 
comme  expression  de  t~'^i,  le  produit  de  t  par  la  dérivée  de  T  en  -:„, 
identique  à  T'  ou  à  — T(/f  -h  T).  Il  vient  ainsi,  à  un  facteur  constant 
près,  si  £,  désigne  cette  solution  particulière,  de  signe  i/irafiable,  ou, 
par  conséquent,  analogue  à  la  solution  fondame/ilale  d'un  problème 
ordinaire  de  refroidissement  : 


(7') 


?^' 


(•-•i)-^ 


Et,  en  effet,  la  substitution  de  cette  valeur  dans  les  relations  (70), 
devenues 

(-'2)1  /  .     \ 

I  (au  contour)     (s,  ou  -— j  =  o, 

les  réduit  idenli(piement  à  celles,  (iH).  qui  déterminent  (n"  il)  la 
fonction  'C  de  ./;  et  de^'. 

00.  Cela  i)Osé,  multiplions  j)ar  i  l'équation  indéfinie  (7-i)  et  re- 
tranchons les  résultats,  incmbrc  à  membre,  du  produit,  par  £,,  de 
ré(|ualion  indéfinie  (70).   il  viendra,  en  appelant  u  le  quotient  de  £ 


I 
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par  £,,  OU  posant 

Féquation  indéfinie  qui  régit  u  : 

Bornons-nous,  comme  plus  haut  (n°  2i),   au  cas  de  nappes  soit 
cylindriques,  soit  de  révolution,  où  u  varie  seulement  avec  'C  et  t. 

Alors  les  produits  K'O-'i'-^-  deviennent  (iÇC -^^\h-'^'':f\;  et 

la  relation  (74)?   divisée  finalement  par  pZ,  prend,   vu  (toujours) 
Téquation  indéfinie  (t8)  en  '(,  la  forme 


(7.5)    -.H,--|)-c-*^  =  ^(A,-o^^,(-c-*|)-(ç-v^V 

5G.  Or,  avec  une  nappe  soit  cylindrique,  à  coefficients  K,  [x  con- 
stants, soit  de  révolution,  mais  vérifiant  la  relation  [j.K/'^^  const., 
^  pourra,  comme  on  a  vu  au  n°  24,  à  la  formule  (3^  bis)^  être  rem- 
placé par  une  variable  proportionnelle,  y],   croissante   de  zéro   à  r, 

et  —  (A,C)-,  être  remplacé  de  même  par  ^^  — —^  ■  L'équation  indéfinie 

en  u  (73),  traitée  comme  l'a  été  (33),  dans  le  n°  2i,  pour  donner  (34), 
sera  donc 


2     (l    f    .,^  ,\j  du 


(7^) 


Dans  le  cas  extrême  d'un  fond  plat,  où  k  est  infiniment  petit  et 
où  'vp,  égal  à  I  —  At,  reste  h  toute  époque  t:  infiniment  voisin  de  1,  le 

dernier  terme  de  (7G)  devient  3y]-T  77  ou  3/]- -7^;  et  A,  (l»  s'éliminent 

à  la  fois  de  cette  équation.  Alors  elle  rentre  dans  celle  du  refroidisse- 
ment de  corps  ayant  leurs  propriétés  indépendantes  du  temps;  et  elle 
admet  par  conséquent  les  solutions  simples,  familières  aux  géomètres, 
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formées  en  multipliant  des  fonctions  du  temps  par  des  fonctions  de  y]. 
Comme  ces  solutions  se  sont  trouvées,  au  n°  2o,  développables  en 
deux  séries  distinctes,  suivant  des  puissances  ascendantes  de  y],  et  que, 
par  suite,  leur  ensemble,  c'est-à-dire  l'intégrale  générale  de  l'équation 
aux  dérivées  partielles,  s'est  aussi  développé  de  même,  il  y  a  lieu  d'es- 
sayer si,  avec  'j»  maintenant  quelconque,  l'intégrale  analogue,  ou  gé- 
nérale, de  (7O),  ne  serait  pas  encore  développable,  par  rapport  à  y], 
en  deux  séries  procédant  suivant  des  suites  ascendantes  de  ses  puis- 
sances. Les  calculs  seront  d'ailleurs  faciles;  car  Textrème  ressem- 
blance, quanta  la  variable  Y],  des  deux  équations  (34)  et  (76),  montre 
qu'elles  présentent,  tant  dans  leurs  j)remiers  membres,  comparés  l'un 
à  l'autre,  que  dans  les  seconds,  comparés  aussi,  les  mêmes  genres 
respectifs  d'homogénéité. 

Cherchons  donc  à  composer  l'intégrale  générale  de  (76)  au  moyen 
de  deux  séries  de  la  forme 

(77)  «=:  AY]«-h  Br|«-='-hCr^°'"*'+ 0-/]*-"-^  ..    , 

mais  avec  coefficients  A,  B,  C,  D,  . . .,  fonctions  de  ^.  Nous  poserons, 
au  lieu  de  (35), 

(78)  o(X,  '^)  =  2  A(  A  +  T  +  -1),  F(A,  ']/)  =  l('2l  +  5  +  2-1), 

formules  qui,  pour  -.{;  =1::  i ,  se  réduisent,  l'une,  à  la  première  (35),  et, 
l'autre,  à  la  seconde  (35),  mais  privée  de  son  terme,  en  ^  —  2,  qui 
provenait  du  dernier  terme  de  (34)  non  pareil  à  celui  de  (76).  Alors 
la  substitution  de  la  série  (77)  dans  (76)  conduira,  par  ridentification 
des  termes  semblables  en  y]  dans  les  deux  membres,  d'abord,  à  prendre 

(79)  o(a,  'j/)  =  o,        c'est-à-dire       a  -=  soit  zéro,        soit  —  i  —  •];, 

et,  ensuite,  à  établir  entre  les  fonctions  A,  B,  C,  D,  ...,  de  y,  le 
système  d'équations  différentielles  linéaires 

o(a-H3, 'J.)B  =-  K(a,'^)         A  -  3']/(i  ~  ^)A'. 
•   i  o(c'. -^(), '|)1-)^  F(aH-6,  •;)(:- 3'J.(i  -    •j/)C', 
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comportant  tout  autant  de  constantes  arbitraires  qu'il  y  a  de 
fonctions  A,  B,  C,  D,  ...,  savoir,  leurs  valeurs  initiales,  relatives  à 
une  valeur  de  t  ou  de  'j;  donnée. 

Nous  obtenons  donc  les  deux  séries  prévues,  aptes,  ce  semble,  à 
constituer,  par  leur  somme,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (76),  du 
second  ordre  en  v]. 

57.  Mais  cette  intégrale  générale  se  trouve  astreinte,  ici,  à  vérifier 
la  condition  propre  à  chacune  des  deux  limites  y]  =^  o,  y]  =  i.  Or  la 
condition,  £  =  o,  relative  à  la  première  limite,  oblige  à  y  annuler  le 
produit  uO^'^,  ou,  encore,  le  produit  wy]'^*^,  qui  s'y  réduit  en  tout  au 
coefficient  A  de  la  seconde  série,  celle  où  a  =  —  i  —  '\).  Donc  on  aura, 
dans  cette  série,  d'abord  A  =  o,  puis,  en  vertu  de  (80),  B  =  o,  C=:o, 
D  =  G,  . . .  Et  il  ne  subsistera,  pour  exprimer  w,  que  la  première  série, 
où  a  =  o. 

L'on  aura  ainsi  pour  u  une  valeur  de  la  forme 

(81)   w  =  A  4-  Bt/'  +  Cy]'"'  +  . . .  +  Gy]^'-'  +  Ir^'"'  +  Jy]^'-*  +  . . ., 

avec  A,  B,  C,  . . .,  G,  H,  I,  . . .,  fonctions  de  'J;  régies,  d'après  (80)  et 
(78),  par  les  équations  différentielles 

4(7  4-  'WC  .-(.  I  .+-  2'|)B  -  ']^{i  -  '^)B', 


(82) 


58.   U  reste  à  vérifier  la  condition 

A  dt  dt        d-t\ 

A,  £  =  o         ou 


<'/(./•,  /•)         dr\  d  {x,  r 


à  la  seconde  limite,  y]  =  1 .  Or,  la  formule  (20)  (11°  18)  donne,  pour 
la  dérivée  de  y)  près  de  cette  limite,  une  quantité  comparable  à  y^i  — yj^; 
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et,  d'autre  part,  ^  est,  vu  (^7.3),  de  Tordre  de  -^  (r/^'^w),  ou  de  Tordre 
môme  de  orandeur  de  -7--  T/on  devra  donc  avoir 

(83)  (à  la  limite  -^  =  1)        ^  V  i  —  "^i'  —  ^- 

• 
Mais  le  cas  particulier,  déjà  traité  (n"  26),  d'une  nappe  à  fond  plat 
où  A-  est  infiniment  petit,  et  que  nous  venons  de  retrouver  ici  en  étu- 
diant la  fonction  plus  générale  a  au  voisinage  de  la  première  valeur,  i . 

de  'I  (valeur  qui  correspond  à  -  =  0),  montre  que  la  dérivée  ^^ 
devient,  au  moins  alors,  comparable,  près  de  la  limite  r,  =  i,  à  1  inverse 
même  de  y/i  —  y)%  toutes  les  fois  qu'on  ne  réduit  pas  la  série  à  un 
simple  polynôme^  par  V annulation  de  ses  coefficients  venant  après 
Vun  quelconque  d'entre  eux,  ou,  pour  plus  d'exactitude,  toutes  les 
fois  qu'on  laisse  une  importance  assignable  aux  termes  éloig^nés, 
queTpie  j^^rands  (pie  deviennent  leur  éloignement,  leur  degré  eni]. 

ïl  faudi-a  donc  réduire  le  système  (82)  soit  à  sa  [)remière  équation, 
en  posant  H  =  o,  soit  aux  deux  premières,  en  ])osant  C=  o,  soit  aux 
trois  premières,  en  annulant  le  coefficient  suivant  D,  etc.  C'est  ainsi 
que  Ton  approchera  peu  à  peu,  à  un  degré  illimité,  de  la  véritable 
intégrale,  ou  intégrale  générale,  du  problème  ('). 


(')  Cela  revient  évideinnienl  à  satisfaire,  en  toute  /i:,^iiein\  auv  é(|uations 
tant  indéfinies  que  définies  ou  concernant  le  contour,  mais. à  ne  \érifier  qn'ini- 
parfaitcment  à  clia<jue  instant  du  raisnnnenienl,  vu  le  nombre  limité  de 
constantes  dont  on  dispose  alors,  la  condition  relative  à  l'état  initial.  C'est  seu- 
lement «  la  limite,  ou  grâce  à  une  approvinialion  de  plus  en  plus  grande,  se 
réalisant  à  mesure  que  le  polynôme  en  t,  adopté  pour  11  s'accroît  de  termes  tou- 
jours plus  élevés,  mais  de  plus  en  plus  faibles,  et  approche  ainsi  d'être  une  série 
convergente,  que  la  condition  d'état  initial  se  trouve  pleinement  satisfaite. 

Le  procédé  suivi  rentre  donc  dans  le  mode  d'interpolalion,  fréquemment 
employé  en  IMivsique  matliétnati(]uc,  que  j'ai  signalé  au  n"  'i-W*  de  mon  Cours 
d' Analyse  injinitésimale pour  la  Mécaniffue  et  la  /*hjsif/ue  (t.  Il,  Complé- 
ments, p.  89.5*)  et  dont  de  beaux  exemples,  n)ais  d'une  autre  sorte,  ou  se  rappor- 
tant à  des  questions  d'état  permanent,  dans  lesquelles  lintci  polation  portait 
justement  sur  les  conditions  au  contour,  avaient  été  donnés  par  de  Saint-\'enanl 
(même  Tome,  p.  /J'i'^*)- 
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Dans  le  premier  cas,  il  vicnl  A'  =  o  ou  A  =  ^/  =  const.,  et  la  for- 
jiuile  (73)  redonne  la  solution  simple  fondamentale  (71). 

59.  Dans  le  second   cas,  les  deux  premières  équations  (82  )   de- 
viennent 

et  elles  donnent  à  un  facteur  constant  près,  vu  qu'on  peut  y  annuler, 
pour  'v|>  =  o,  A  en  même  temps  que  B,  si  Ton  fait  abstraction  de  la 
solution  simple  précédente  u  =  const.. 


<:«-i)        >'---^±^'     ^  =  -'f 


On  voit  bien  qu'en  n'y  faisant  pas  annuler  A  pour  ']/  =  o,  cette  fonc- 
tion A  s'accroîtrait  d'une  constante  arbitraire,  et  le  polynôme  en  A 
et  B  déduit  de  (81)  comprendrait  de  plus  la  solution  simple  précédente 
u  =  const. 

Pour  les  petites  valeurs  du  produit  Ai,  alors  que  ^  est  à  peine  dif- 
férent de  I,  les  deux  coefficients  B,  A  exprimés  par  (84)  sont  très 
grands,  de  l'ordre  de  (i  — tj/)"'';  et,  par  suite,  l'expression  correspon- 
dante (73)  de  £  l'est,  elle-même,  de  l'ordre  de  (i  —  '^)~'%  comme  l'in- 
diquait implicitement  la  deuxième  racine,  p'=  i5,  obtenue  au  n"  27. 
Mais,  ici  où  A"  n'est  pas  nul  et  où,  si  d'abord  l'on  suppose  positif,  pour 
fixer  les  idées,  ce  coefficient  de  concavité  du  sous-sol,  t];  tend  vers  zéro 
à  mesure  que  t  grandit,  B  et  A  finissent  par  être  sensiblement  —  ^" 

8 
et  —  '<]/".  On  voit  donc  que  la  solution  simple  obtenue  pour  u,  du  troi- 
sième degré  en  y],  et  où  les  deux  coefficients  B,  A  ont  signes  contraires, 
donnera  une  valeur  (73)  de  £  s'évanouissant  comme  'j/'-,  alors  que  la 
partie  régularisée  *(T  de  h  sera,  d'après  la  seconde  formule  (65), '(A^^ 
et  décroîtra  comme  ^  seulement.  Ainsi,  des  écarts  '(""^s  exprimés,  au 
facteur  près  'C""^,  par  cette  deuxième  solution  simple,  s'atténueront,  du 
moins  dans  le  cas  considéré  d'une  forme  concave  du  sous-sol,  comme 
le  fait  la  douzième  puissance  de  la  partie  réglée  (Tet,  pai*  conséquent, 
incomparablement  plus  vite  qu'elle. 


56 
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Or  cette  deuxième  solution  simple  est,  nous  allons  le  prouver,  bien 
moins  rapide  encore  à  s'évanouir  que  toutes  les  suivantes;  de  sorte  que 
c'est  elle  qui,  comme  on  pouvait  le  prévoir,  donne  la  forme  asywpLo- 
//ywf?  ou  la  partie  principale  de  petits  écarts  quelconques  X,'^i.  Donc 
ceux-ci  tendent  vite  vers  zéro  comparatUemcnt  à  la  partie  réglée; 
et  la  solution  régulière  £^T  se  trouve  bien  stable. 

40.  Pour  la  (/4-i)'""^  solution  simple,  le  dernier  coefficient,  qui 
est  alors  l,  du  polynôme  (8i),  résultera  de  la  condition  J  =  o,  c'est-à- 
dire,  d'après  (82),  de  l'équation 

à  un  facteur  constant  près. 

Or  un  calcul  assez  simple  montre  que,  dans  celte  solution  spéciale^ 
c'est-à-dire  débarrassée  des  /premières,  que  l'on  obtiendrait  en  même 
temps  par  l'intégration  complète  des  i  équations  (82)  en  G,  ...,  C, 
B,  A,  le  coefficient  précédant  T,  savoir  G,  et,  de  proche  en  proche, 
tous  les  autres  jusqu'à  A,  sont,  aux  deux  limites  ' |  =  i  et  '>}>  =  o,  des 
mêmes  ordres,  soit  de  grandeur,  soit  de  petitesse,  que  I,  comme  on 
l'a  vu  déjà  ci-dessus  pour  A  dans  les  formules  (84). 

En  effet,  l'équation  en  G'  et  G,  par  exemple,  est  de  la  forme 

(.se,)  (:■_.  filtre;  =  _I1ilO*i, 

avec  /?/,  /A,  F,  Q  constants  et  positifs,  l^lle  donne,  quand  on  supprime 

son  second  mcml)rc,  G  proportionnel  à -,—-, —  >  inais,  prise  avec  son 

second  membre,  et  sous  la  condition  d'abstraire  la  solution  précédente 
en  rendant  (j  le  plus  petit  [)ossible  (en  valeur  absolue)  pour  'j/  voisin 
de  zéro, 


(^n  remar(|uera,   clfecti\einent,  «pie,   pour  toute  antre  solution  de 
l'équation  (80),  l'expression  (87)  de  G  s'accroîtrait  d'une  intégrale 
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de  cette  équation  (S6)  prise  sans  second  membre,  ou  obtenue  dans 
l'hypothèse  I  =  o.  Un  tel  accroissement  de  G  et,  par  suite,  ceux  qu'il 
rendrait  possibles  dans  les  coeflîcients  précédents  .  .  .,  C,  B,  A,  cor- 
respondraient donc  à  des  solutions  u  d'un  degré  en  t]  inférieur  à  3i, 
solutions  censées  connues  déjà,  et  dont  on  convient,  comme  il  a  été 
dit,  de  faire  abstraction. 

Or,  pour  'sp  ou  très  petit,  ou  très  voisin  de  i ,  la  quantité  sous  le 
signe  /,  dans  (87),  est,  respectivement,  ou  de  l'ordre  de  petitesse 
de  l'\/~"'~\  ou  de  Tordre  de  grandeur  de  I(i  —  '^y"^"-\  Et,  alors, 
l'intégrale  définie  aura  l'exposant  de  ses  facteurs  '|,  accru,  au  numé- 
rateur, d'une  unité,  mais  l'exposant  de  ses  dénominateurs  i  —  <\)  di- 
minué, au  contraire,  d'une  unité.  Cette  intégrale  définie  serait  donc 
soit  de  l'ordre  de  petitesse  de  I'^"'",  soit  de  l'ordre  de  grandeur 
de  I(i  —  f^y^'-'^  Et  G  atteindra  précisément,  dans  les  deux  cas, 
l'ordre  même  ou  de  petitesse,  ou  de  grandeur,  de  I. 

La  {i  -+- 1)'''™^  expression  particulière  de  11  devient,  par  conséquent, 
dans  toutes  ses  parties  (en  y]",  y)%  y]**,  ...,  y]^'),  comparable  à  la 
i(6i  -f-  'jY'"^^  puissance  de  l'inverse  de  i  —  '\),  quand  ^  tend  vers  l'unité, 
c'est-à-dire  aux  premiers  instants  du  phénomène,  et  comparable  à  la 
i(6i  -h  5y'"'^^  puissance  de  ^  quand  ^  tend  vers  zéro,  c'est-à-dire 
lorsque,  le  sous-sol  étant  concave,  ou  k  positif,  le  temps  t  devient  très 
g'rand.  La  première  de  ces  circonstances  est  bien  d'accord  avec  la  for- 
mule (46),  obtenue  pour  le  cas  d'un  fond  plat,  où  '];  reste  indéfiniment 
voisin  de  1 . 

41.  Ainsi,  quoique  les  coefficients  de  l'équation  indéfinie  varient 
maintenant  avec  le  temps  t,  de  \éntah\es  solulions  simples  continuent 
à  exister,  encore  distinguées  les  unes  des  autres  par  \cuv  rapidité  de 
variation  avec  v]  ou  ^  et,  en  particulier,  d'évanouissement  lorsque  le 
temps  T  grandit,  rapidité  croissante  avec  leur  numéro  d'ordre  i-h  i. 

Seulement,  elles  ne  sont  plus  le  produit  d'' une  fonction  du  temps 
par  une  fonction  des  coordonnées  ;  et  leur  allure  est  beaucoup  moins 
régulière,  ou  plus  difficile  à  saisir. 

Quant  à  la  solution  générale,  obtenue  en  faisant  la  somme  de  ces 
solutions  simples  après  les  avoir  affectées  de  coefficients  arbitraires, 
mais  néanmoins    évanouissants  pour  celles  d'ordres  très  élevés  (au 

Joui  II.  de  Mallt,  (ô"  série),  Lomé  \.  —  l'use.  I,   190^.  '^ 
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moins  dans  tous  les  cas  d'un  état  initial  bien  continu),  il  est  clair  que 
ce  sera  une  série  en  Tj",  v]^,  •/]",  .  . .,  et  que  cette  série,  quoique  inlinie 
ou  revenant  à  prendre  une  infinité  d'équations  (82),  vérifiera  la  con- 
dition spéciale  à  la  limite  v;  =  i ,  en  raison  même  de  l'extrêmç  petitesse 
des  coefficients  éloignés,  ou  de  leur  évanouissement  à  mesure  que  leur 
numéro  d'ordre  s'élève. 

11  est  digne  de  remarque  que  les  solutions  simples,  au  lieu  d'être 
formées,  comme  à  l'ordinaire,  avant  l'intégrale  générale,  se  dégagent 
ici  de  cette  intégrale  générale  (81),  obtenue  dès  l'abord  en  série,  et  en 
soient  extraites  grâce  à  un  cboix,  des  constantes  arbitraires  qu'introduit 
l'intégration  des  équations  (82),  assez  bien  fait  pour  grouper,  juste- 
ment, ensemble  tous  les  termes  à  variation  également  rapide  avec  le 
temps  T  et  en  constituer  ces  solutions. 

Près  des  deux  limites  '-j^  =  0,  '^p  =  i ,  tous  les  coefficients  A,  B,  C,  ..., 
I  des  termes  d'une  même  solution  simple  deviennent,  comme  on  vient 
de  voir,  proportionnels  ou  à  la  /(G/+  ,^)''""'  puissance  de  ■]/,  c'est- 
à-dire  de  r?~'^^,  ou  à  la  i{^i-\-  -)''^'"'"  puissance  de  l'inverse  de  i  —  •];, 
c'est-à-dii'e  de  t.  Et  voilà  pourquoi  les  solutions  simples  étaient  les  pro- 
duits d'une  fonction  du  temps  par  une  fonction  de  r^  ou  des  coordonnées, 
dans  les  deux  cas  extrêmes,  traités  d'abord  (au  moins  implicitement), 
de  k  ou  très  grand,  ou  infiniment  petit,  c'est-à-dire  de  dénivellations  A 
soit  fort  petites  par  rapport  aux  profondeurs  II  de  la  nappe  sous  le  plan 
horizontal  du  seuil  de  la  source,  soit,  au  contraire,  très  grandes  à  côté 
de  ces  profondeurs  H. 

Chacun  des  coefficients  A,  B,  C,  . . .  garde,  comme  le  dernier  d'entre 
eux,  I,  donné  par  (85),  un  même  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  'j'. 
Car,  dans  l'expression  (8-^)  de  G,  les  facteurs  variables  '^,  i  —  •]/, 
P-l-Q4>,  ...  sont  tous  positifs,  tant  sous  le  signe  J  (jue  hors  du 
signe  /.  On  voit  de  plus,  à  raison  du  signe  —  placé  devant  l'expres- 
sion de  G,  que  ces  coefficients  se  trouveront  alternativement  positifs 
et  négatifs. 

42.  Enfin,  tous  seront  algébriques  et  rationnels  en  '<|/ ;  car  leur  for- 
mule sera  analogue  à  celle,  (87),  de  G,  où  I  est  donné  par  (85)  avec 
un  exposant  de  'j/  supérieur  à  m  et  un  exposant  de  i  —  '^  supérieur 
à   m  -+-  n.   Or  l'intégrale  délinie   s'y   décompose   immédiatement   en 


i8 
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termes  de  la  forme   ;    -— —  ,-^  -:  >  a,  v  v  désignant  des  exposants  entiers 

et  positifs  dont  le  plus  grand  est  v.  Kt  le  calcul  de  ces  termes  peut  se 
faire  comme  il  suit.  Une  intégration  par  parties  donne  d'abord 

d'où 


On  abaisse  ainsi  l'exposant  [j.  d'une  unité,  puis  de  2,  etc.,  jusqu'à  ce 

,1, 

qu'on  arrive  à   /    , tt^ttï'  dont  la  valeur  est  — ,— ;  et  il  vient 

finalement 

r''       ^^-cl'l        ____  un  polynôme  «  +  />^  +  c^^  +  .  .  .  -h  ,;''!'!^' 

Mais  si  l'on  suppose  que  '|  tende  vers  zéro,  le  dénominateur,  sous 
le  signe  /',  se  réduit  presque  à  l'unité,  et  l'intégrale,  devenue  sensi- 

blement  -"- — >    a  un  développement,  suivant  les  puissances  ascen- 

dantes  de  '^p,  qui  commence  par  le  terme  — Donc  le  polynôme 

a  -h  b']/  -h  ...  -^  g'\/^-  est  détruit  en    entier  par  les   a  -+-  i   premiers 
termes  du  développement  de  —a(i  —  '\/y  et,  le  coefficient  de  '];'^"^' 

devant  être >  l'on  a 

/  XM  l     .2.0.     .     .[J. 

a  =  (—  t)^ ~ 

^  ^     V  (  V  —  I  ) .  .  .  (  V  —  ;x  ) 

La  formule  définitive  de  l'intégrale  sera  dès  lors 


'l^d'l  I  (•/!-'•+'      /'  v  ■ —  ;j.  —  I    ,  V  —  [J.  —  1    V  —  |JL  —  2 


Il    _U    '1  I 


;x  —  3  1  ., 
;j.-t-ii  JJ-H-o  tJ--r--4 


6o  J.     lîOUSSINESQ. 

45.  Jetons  enfin  un  coup  d'œil  sur  le  cas  d'un  sous-sol  convexe,  où 
Ton  aurait /i<;o,  '<|^  >  i  et  où,  par  suite,  pour  t  croissant  de  zéro  a 
Finfini,  -J/  grandirait  de  i  à  oc.  La  xaleuv  finale  de  '|  serait  donc  oc,  au 
lieu  de  zéro.  Aussi  y  aurait-il  lieu  de  remplacer  (87)  par  la  formule 

-^^  ^^  =  -  rf^«-«  l  ^i^)  I     T"—  '^^' 

qui  en  est  Téquivalent  quand  on  fait  aljstraction  d'une  intégrale  parti- 
culière de  Téquation  (S6)  prise  sans  second  membre,  intégrale  appar- 
tenant à  la  i"'"^  solution  simple,  censée  ol)tonue  déjà. 

On  voit  que  deux  coej/icienis  conséculifs ,  G,  I,  de  la  série  (81) 
auront  encore  signes  contraires  dans  chaque  solution  simple. 

Mais,  pour':  ou  '\>  très  grands,  '\i  —  i  ne  différera  pas,  relativement, 
de  ^  ;  et  il  viendra 

G=-}  "  Toi •!/"-<./{/, 

ou,  en  substituant  à  I  sa  valeur  (85),  devenue  ( —  i)' """'''l'-'et  faisant 
toujours  abstraction,  dans  I,  d'un  facteur  constant, 


(90)  G=.-Q^"f   -S 


d^     _       Q-K'^'  ._ Q_  ^ 


Il  —  n 


Ainsi,  les  coefficients  de  la  série  (81)  deviendront,  pour  t  très  grand, 
du  même  ordre  de  petitesse  que  I,  le  dernier  d'entre  eux;  savoir,  com- 
parables à  la  puissance  (2/)''™^  de  l'inverse  de  'h,  inverse  c*^  alors 
évanouissant. 

L'expression  correspondante  Xr^t  des  écarts,  ou,  vu  (73),  -r^        ,j» 

deviendra,  par  suite,  de  l'ordre  de  u-\i~\  ou  de  (r'''^)-''^'.  Cet  ordre  de 
petitesse  croît  avec  i  :  il  est  celui  de  r?*^,  pour  i  =  o,  cVst-à-dirc  pour 
la  solution  fondamentale  ou  aussi,  vu  (()5),  pour  H  -t-  //  dans  le  mode 
d'écoulement  se  conservant,  et  celui  de  (r*"^)'  pour  /=i,  c'est-à-dire 
pour  la  solution  sinq)le  donnant  l'expression  asymptoti(|ue  des  petits 
écarts  à  considérer,  dans  la  question  de  stabilité  du  régime  constitué 
par  nu  Ici  mode  (récoulcmenl. 

Doue,  en  ri'sumt'',  lorsfjin'  le  sous-sol  est  convexe,  ou  A"  négatif,  le 
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mode  d'écoulement  qui  se  conserve  est  encore  stable,  mais  beaucoup 
moins  que  dans  le  cas  d'un  sous-sol  creux,  où  les  écarts  s'évanouis- 
saient comme  (<?"*'^)'-. 

Enfin,  Ton  voit  que,  pour  un  fond  très  convexe,  où  A",  négatif,  aurait 
une  valeur  absolue  considérable,  rendant  ^  très  grand  quand  z  est 
modéré,  les  coefficients  I,  G,  ...,  C,  B,  A  de  cbaque  solution  simple 
seraient  tous  proportionnels  à  (^^^)-'.  Les  solutions  simples  deviennent 
ainsi,  comme  dans  les  deux  autres  cas  limites  d'un  fond  plat  et  d'un 
fond  très  concave,  les  produits  d'une  fonction  du  temps  par  une  fonc- 
tion des  coordonnées.  Cette  fonction  du  temps  est  c'-'"^"^'',  alors  qu'elle 
était  (e"'^'')'""'*"^*^pour  une  nappe  à  fond  très  concave  et  t"-  ''"'"^'^pour 
une  nappe  à  fond  plat  (  '  ). 


§  X.  —  Tentative  de  généralisation. 

44.  Serail-il  possible  d'étendre  à  des  formés  de  la  nappe,  moins 
spéciales  que  celles  d'un  cylindre  à  génératrices  horizontales,  ou  d'une 
ligure  de  révolution  (avec  invariabilité  du  produit  txK;'^),  les  résultats 
si  simples  et  si  précis  qu'a  donnés  l'analyse  précédente?  .le  n'ai,  encore, 
guère  eu  le  temps  de  le  chercher;  et  ce  qui  suit  n'est  qu'une  généra- 
lisation immédiate,  mais  un  peu  vague,  de  quelques-unes  des  idées 
mises  en  œuvre  ci-dessus. 

Comme  les  équations  fondamentales  (2)  et  (3)  (n"^  7  et  8)  ne  con- 
tiennent pas  explicitement  le  temps,  h  est  toujours  de  la  forme 

c'est-à-dire 

et  l'on  y  satisfait  aussi  bien  par 

h=f{x,y,T) 


(')  Les  principaux,  résullals  contenus  dans  les  §§  I  à  IX  ont  fait  l'objet  de 
quatre  Notes  présentées  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  les  22  juin,  6,  10, 
20  juillet  1903,  et  publiées  aux  Comptes  rendus  de  ces  jours  (t.  CXXW'I, 
p.  loii,  et  t.  CXXXVII,  p.  5,  loi  et  i53). 


62  .1.   boussinesqI 

que  par 

f{x, y,-^-^  o'^-r- 1)  ^  f(.c, y ,  -:  ^  0-,,)  ^-  Il  +  jr^'o- 

Cela  posé,  formons  le  système  linéaire  régissant  la  ditîérence,  oh, 
de  deux  intégrales  particulières,  infiniment  voisines,  qui  vérifient  (2) 
et  (3).  Il  sera  formé  évideuiment  par  l'équation,  indéfinie,  obtenue  en 
prenant  la  variation  0  de  chaque  terme  de  (2), 

(or  )    ij. -,-  =  -r    KH-3 ^-  Iv  —-7—     -^  :7-   KH-: h  Iv — , —  , 

^  «^   '      '     dt  dx  \  dx  d.i-     I         dy  \  dv  dy    ) 

et  par  les  conditions  au  contour,  déduites  de  même  de  (3j, 

/         -,  /in  7  dr,h\  .  , 

(92)  [on.  ou -^ — 1=^0  (  sur  le  coiUoiir  ). 

La  remarque  précédente  montre  que  ces  équations  linéaires,  en  oA, 
admettent  comme  intégrale  particulière  l'expression  -77  ^'a-,  ou, 
abstraction  faite  du  facteur  constant  oTq,  la  vitesse  même  de  varia- 
tion -7^  des  dénivellations  li  sur  les  diverses  verticales  (-t",y).  Et,  en 
eflct,  si  l'on  difTérenlie  en  t  tous  les  termes  de  (2)  et  (3),  puis  cpron 
pose  dans  les  résultats,  pour  abréger,    .-  —  r,  il  vient 

I    '  '  r/-        dx\  dx    '  dx  }         dr\  dy    '  dy   j' 

i  (au  contour)     (r  on     '   )  =:;  o, 

relations  ne  dilïèrant  de  (91)  et  (92^  (|ue  par  la  substitution  de  r  à  o/i. 

4o.  Supposons  maintenant  la  nappe,  cl  les  données  K,  [jl,  H,  de 
formes  telles,  cpi'uue  seule  variable,  dans  Vcspacc,  suffise  (outre  le 
temps  t)  à  les  définir,  comme  étaient  soit  ral)scisse,r,  soit  la  distance/* 
à  l'axe,  dans  les  cas  de  figures  ou  c}lindri(jues,  ou  de  révolution,  que 
nons  avons  étu(bées.  Mors  Tordonnée  de  superficie,  //,  de  la  première 
nappe  considérée,    ordoiuiée  ;i  ])arlii'  de   l'i^xlrémilé   de   laquelle    se 


ÉCOULEMENT    DES    NAPPES    d'e.VU    INFILTRÉES    DANS    LE    SOL.  63 

comptent,  sur  chaque  verticale,  tous  les  petits  écarts  possibles  Bh, 
pourra  être  choisie,  à  chaque  instant  t,  pour  cette  variable  même;  de 
sorte  que  Bh  ne  sera  fonction  de  x  et  de  y,  à  ce  moment  donné  quel- 
conque T,  que  par  l'intermédiaire  de  h.  Changeant  aussi  de  fonction 
inconnue  dans  (91)  et  (92),  nous  substituerons  à  ùh  la  quantité  i 
définie  par  la  formule 

(94)  oA  =  r>^^"-'s, 

de  même  qu'aux  n°*20  et  55  nous  avons  appelé '('  £  et  'Ç''^i  les  écarts; 
et,  cela,  encore  afin  de  rendre  monômes,  dans  (91),  les  expressions 
entre  parenthèses.  Nous  aurons,  en  effet. 


rlh 
^  «•  /.  —  I 

KH 


d^^i  T-     -fiJTïJ'n        ^^  Hc  ri  h 


d{.i\r)      '   '                  \      d{.r,  y)  W  +  h  d{.F,  y 

f'  rl/l 

rr— T  /' ,         dz  dli 

d{x,j)                            \     d{.r,y)  d{x,Y) 


f*  dît 
rr— 7  /' ,         di  dli  h  t  dh       \ 

d  (  X,  Y)'  \     d{  X,  y)    ^  "  d{x,  y  )         H  +  h  d  (  .r ,  ,r  )  / 


formules  d'où  résultent  bien,  pour  les  deux  parenthèses  de  (91  j,  les 
expressions  simples 

^  '  d(x,y) 

L'équation  indéfinie  (91)  deviendra  donc 

^''''        =,4,[lMH./0«-/"^,èl^|[K(H.-/,).-/"^,^]. 
En  la  complétant  par  les  conditions  au  contour  (£  ou  -^  )  =  o,  on 


du  1 

aura,  en  £,  les  équations  de  refroidissement  d'une  certaine  plaque  à 

faces  rayonnantes,  dont  la  conductibilité  intérieure,  K(H  -f-/i)<"  ''"+'■•, 

d    -T-— 
la  conductibilité  extérieure,  [J^-r^^^^'',  et  la  capacité  calorifique, 

Ç  dh 

\xe  •  "'^",  varieraient  avec  h  et,  par  conséquent,  tout  à  la  fois  avec  la 
verticale  (.r,  y^  et  le  temps  t. 


()'i  .).     BOUSSINESQ. 

4(>.   Nous  connaîtrons  à  ce  système,  si  A  est  donne,  la  solution  par- 

liculière  où  c  «^"+''£  a  la  valeur  77^;  c'est-à-dire  p,  et  où  z  admet  ainsi 
Texpression 


(h 


Ç  ,11, 

"-1  —  ^  '  • 


Or,  écrivant  l'équation  indéfinie  (qj)  avec  £,  à  la  place  de  £,  multi- 
plions par  £  cette  équation  en  £,;  et,  de  l'équation  môme  (93),  multi- 
pliée par  £,,  retranchons  les  produits  o!)tcnus.  Si  nous  appelons  u  le 
quotient  de  £  par  £,,  ou  (jue  nous  posions 


(97) 


il  viendra,  pour  régir  z/,  Téquation  indéfinie 


H- 


(h 


(9«. 


dx  L  '  iii'  J 

a  y  I  ^  <^/r  J 

<^/./-  I        -  a.r  ah \ 


^7r 


ou  bien,  en  eflectuant  les  dilTérentiations  comme  aux  n"*  2i  ou  5;>, 
puis  éliminant  par  (2)  les  dérivées,  en  x  etj^,  de  //,  sauf  dans  (A,// V'. 
et  divisant  enfin  par  K(H -i- // VA,  A  V-  : 

V   \i^ ,\\\lh  ('la '^'l 'Ih  \ '^  /  .^ ,  f\rIi/^"\ 


Mais  imaginons  qu'on  se  déplace  d'un  instant  à  l'autre,  en  suivant 
sans  cesse  cha([U('  valeur  de  li  là  où  elle  se  produit,  c'est-à-dire  de  ma- 
nière que  les  coordoimées  .r,  y  de  l'observateur  éprouvent  sans  cesse 


(■)') 
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des  accroisseinciils  di,,  dy  vcrifiaul  la  relalioii 

dli    I  dit    ,  dh    , 

—r  d~  -\-  -i—((.i:  H — ,-  (Iv  =  c). 

d-  djc  dy    •" 

La  difTéreiitielle  de  u  observée  seja 

,  du    j  du  (  dh    7  dh    ,    \         1  du         du  dh  \    , 

du  ^  ^  d-  H-  ^\^d.,  +  ^-.//j  ==  (  -  -  ^  ^  )  dz; 

,       Tpp,  du         du  dh  .  1        1  •    •     •        1 

et,   par  suite,   la  diiierence  -jZ  ~~  -jj  -jz  exprimera  la  tIerjNcc   de  a 

constatée^  en  quelque  sorte,  par  l'observateur.  Or,  ce  sera  justement 
la  dérivée  pailiclle  de  u  en  t,  ou  calculée  sans  faire  varier  A,  si  Ton 
convient  d'adopter  désormais  t  et  Ii  pour  varialdes  indépendantes, 
au  lieu  de  t,  j:  et  y.  Ainsi,  dans  ce  système  de  vaeialdes  -  et  //, 
Féquation  aux  dérivées  partielles  en  u  aura  la  forme  blnonie^  d(''duile 

/  \  /  !^  '^'"  (iT~h\  '/'<  d.    I     .,      I  -^  (tu  \ 

V*"»;        Vk(h  +  /o(a,a)^         j  dz      dh\  dh) 

C'est  l'équation    des   températures  successives    u   d'une   barre  se 
refroidissant,  à  faces  latérales  imperméables,  (pii  aurait  une  conducti- 

bilité  p2^,jH+/<  ^,y  ^jj^g  capacité  calorilique,  ,-^— n — S-r^ — rr.  eJ^^'',  fonc- 

^  1      '  K  (11  +  II)  (àih)-  ' 

lions  à  la  fois  de  l'abscisse  h  et  du  temps  t;  car  non  seulement  i-,  mais 

même  H  (dont  la  variable  immédiate  .r,  /•,  etc.   serait   maintenant 

remplacée  par  son  expression  en  h  et  t)  dépendraient  du  temps  t. 


i7.   Dans  le  cas  simple  où//,  H  sont  rcspectlvemeiit  TiÇ,  AÇ,  cest- 
h'I 


a-dire  — —  ç,  kL 


d'où  il  résnlle 


-//, 


.  =  !.% 


//(A  +  T)--- 


^J\\-\  Il   ._   V^'i/  __    / 


.L  >.  '^ 


V  /«'^ 


IJl 


A>, 


•W/'-^'l' 


el  où,  —  (A,v/  ayant,  d'après  {'•VS  bis)  (  n^  îli  ),  la  \aleiir  ~ — .,  ^,  "^ 


Journ.  de  Mulh.  (j«  série),  lumc  X.  —  Fuse.  I,  190^. 


9 


()C) 
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avec  ///  maxiiiiuiii  donné  de  'Ç  (lié  à  L  ),  la  fonction  —(\Ji)-  est 


1 


li' 


I  —  6  3  li- 


(I  — -l/)^' 


-// 


cette  équation  (loo)  devient,  vu  aussi  que  —  =  —  Ay  -r^^ 
Ooo  /y^.v)     ' 


I  =^/'^('-n^)--'-K.-'W/' 


^6' 


Comparée  àFéqualion  très  analogue  (76)  (n"  5(>),  elle  a  un  terme 
de  moins  à  son  second  membre,  ce  qui  simplifie  notablement  celui-ci; 
mais,  pai'  contre,  le  ju'cmier  memlirc   se   trouve   aflccté  du  nouveau 

coefficient  (  ^^^  '  ^  }  ,  fonction  du  temps.  Son  intégrale  générale  sera 

donc  (Micore  la  somme  de  deux  séries,  de  la  forme 

avec  A,  H,  G,  .  .  .  fonctions  de  ]>,  et  a  toujours  égal  soit  à  zéro,  soit 
à  —  I  —  -i.  D'ailleurs,  rannulalion  obligée,  pour  Z  =  o  ou  //  =--  o,  de 
la  fonction  £,  ])i'oduit  i^/i  j)i'o|)orli()nnel  à //'"^'W/,  fera  encore  évanouir 
la  seconde  série  et  donnera  |>our  a  la  formule 

//  =  A -f-U/z'+C//"-!-.... 

Mais  C('ll<'-ci  ne  parait  devoir  ])résenter  aucun  avantage  sur  (81), 
y  raison  de  la  présence  e\[)li(it('  de  i/,  dans  le  premier  membre 
de  (100  his),  d'une  manière  moins  simple  (pie  dans  celui  de  (76). 

La  nouvelle  métliode,  suggérée  [)ar  Pécpialion  (100),  pour  traiter  le 
pioblème  posé,  ne  semble  donc  pas  conduire  [)lus  rapidement  au 
iv'siiltat  (|iie  la  UK'tliode  direcle  siii\ie  au  i;  l\. 

On  remanpieia  (pie,  dans  le  cas  dini  fond  plat,  c'esl-à-dirc  de  k 
infiniment  p(!tit,  où  '«}>  =  i ,  elle  donne  à  la  [)reinière  solution  simple, 
c,,  d'après  une  des  formules  ci-dessus,  l'expression  £,:=  —  //-,  indépen- 
dante (In  leiups.  Mais,  dans  le  même  cas.  elle  a.  coniiiK^  on  p(Uivail 
s'\   allemlre,  le  graxe  incoii\eui'Mil  de  ne  j>as  redunc  li's  autres  soin- 
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lions  simples  à  des  produits  d'une  fonction  du  temps  ~  par  une  fonc- 
tion de  Tautre  variable  indépendante,  qui  est  alors  h. 

48.  LV'quation  indéfinie  (98),  multipliée  soit  par  Télément 
d'j  =  dxdy  de  la  projection  horizontale  a  de  la  nappe,  soit  par  ud'j^ 
et  intégrée  à  la  manière  ordinaire  dans  toute  Télenduc  de  cette  pro- 
jection, donne  immédiatement,  en  tenant  compte  des  conditions  au 
contour,  les  deux  formules 


(.01) 


/•  (Ih 

flJ.v'e^'^'yl^d7  =  q, 


dii    a 


Les  dérivées  partielles  de  u  et  de  r,ir  en  t  y  sont,  d'ailleurs,  prises 
surplace,  c'est-à-dire  dans  le  système  des  variables  x,  y  et  t.  Mais  je 
ne  vois  pas  comment  l'on  pourrait  tirer  de  ces  formules  des  résultats 
simples,  en  dehors  du  cas  particulier,  étudié  au  §  YII,  d'un  fond 
horizontal,  cas  où  H  =  o  et  où  //,  r,  u  ont  les  formes  respectives 


U 


produits  de  fonctions  des  coordonnées  par  des  fonctions  du  temps. 
Dans  ce  cas  particulier,  les  deux  équations  (loi)  deviennent  immé- 
diatement 

j  ((^  -  2)  [[xC-'l]  dr;=r_n, 
(loi  bis)  I 

et  la  seconde  montre  que  la  différence  [3  —  2,  rapport  de  deux  inté- 
grales à  éléments  positifs,  est  essentiellement  positive  elle-même,  sauf 
quand  on  a 

A,U  =  o,  U  =  const.,  p  — 2, 

tandis  que  la  première  prouve  la  nécessité,  pour  toute  solution  simple 
différant  de  cette  solution  fondamentale  oii  ^  ==  2,  de  changements 
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de  signe   dans  retend  ne  n  dn  plan  de  la  nappe,   puisqnc   la    valtmr 
moyenne  de  l'expression  ui'C^U  s'y  annule. 

On  peut  en  dire  autant  de  la  formule  que  donne  la  première  de  ces 
relations  (loi),  quand  on  appelle  //,  dans  (98),  le  quotient  de  deux 
solutions  particulières  quelconques  s,  s,  de  l'équation  indéfinie  (qS) 
et  des  conditions  au  contour  rpii  lui  sont  adjointes,  cas  où  1  équa- 

tion  (()8)  t;arde  la  même  forme,  sauf  la  substitution  de  i\<'  '■  "  '  '  à 

/•  <lh 

f^Y"'"'''.  (letlf  première  relation  (10 1)  est  donc  alors 

(102)  /  |j.£;r"/i^'^^/7=:o, 

c'est-à-dii-e 


(,02  A, v;  £^^rfu'l^,^^_,^y/^ 


o. 


Toutefois,  il  importe  d'observer,  dans  la  démonstration,  que  le 
second  membre  de  l'équation  (98),  modifié  comme  il  est  dit.  donne 
alors  l'intégrale  de  contour 


fK(U-^/,yf''"n;'^,d-/, 


à  prendre  non  seulement  à  la  limite  de  1  aire  totale  7,  mais  encore  le 
long  des  lignes  intérieures  (de  discontinuité^  où,  l^  changeant  de 

signe,    le  (jiiolient // (Icvicul  iii/iiii.   Heureusement,  le  jiroduit  £^-r-> 

ou  £,-r^  — c-^>  v   reste  fini  (M,  sans  s'y  annuler  comme  au  contour 
an  fin     • 

proprement  dit,  a  deux  valeurs  exactement  contraires,  sur  un  même 
élément  dy ^  dans  les  deux  régions  y  aboutissant.  L'intégrale  totale  est 
donc  encore  nulle. 

Mais  il  n'en  serait  plus  de  même,  pour  l'intégrale  analogue,  si  l'on 
voulait  généraliser  [)areillement  la  seconde  équation  (toi).  Car,  alors, 
l'intégrale  à  prendre  le  long  des  lignes  intérieures  de  discontinuité 
auiail  un  faclcui'  11  di'  plus  sous  le  signe  /',  ou  sei'ail 

/  K,  Il +  /„--:/■-'(.,  ;;i- 4)»,//, 
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La  fonction  sous  le  signe  /  devenant  ainsi  infinie,  il  n'y  aura  pas, 
comme  on  voit,  une  formule  simple,  à  deux  termes  seulement,  géné- 
ralisée de  la  seconde  (loi). 

Celle-ci  n'est  donc  démontrée  que  sous  la  condition,  vérifiée  dans 
tous  les  cas  traités  ici,  cpie  la  solution  appelée  £,  ait  essentiellement 
même  signe  partout,  à  l'intérieur  de  l'aire  a,  c'est-à-dire  qu'on  ait 
r  <<  o  dans  ((jG^  ou  que  la  nappe  (à  ordonnée  //),  à  ])artir  de  laquelle 
se  comptent  les  petits  écarts  oli ,  s'abaisse,  continuellement,  dans 
toute  son  étendue  ('). 


(')  La  démonstration  de  l'iiniformilé  de  si^ne  (sans  annulation  à  rintérieur) 
de  certaines  solutions  particulières,  qu'on  peut  dès  lors  appeler  fonr/a/nentales, 
dans  le  problème  du  refroidissement,  démonstration  donnée  au  n°  130  de  ma 
Théorie  analytique  de  la  chaleur,  mise  en  harmonie  avec  la  Tlicrmodyna- 
mique,  etc.  (t.  I,  p.  254),  subsiste,  sans  aucun  changement,  (|uand  la  conducti- 
bilité intérieure,  la  conductibilité  extérieure  et  la  capacité  calorifique  deviennent 
fonction  du  temps,  pourvu  que  la  conductibilité  intérieure  et  la  capacité  aient 
même  signe,  comme  il  arrive  justement,  ici,  dans  Téquation  (gS). 

La  présente  discussion  montre  qu'il  pourrait  y  avoir  quelque  intérêt  à 
reprendre  certains  Chapitres  de  la  Théorie  analytique  de  la  chaleur  dans 
cette  hypothèse  de  corps  dont  les  propriétés  calorifiques  dépendraient  ainsi 
du   temps. 

Je  m'aperçois,  par  exemple,  que  la  seconde  équation  (lOi),  facile  à  étendre  à 
tout  corps  de  contexture  symétrique  (ou  admettant  un  jDOlentiel  des  flux  de  cha- 
leur) età  surface  ou  intérieur  rayonnants,  démontre  l'existence  d'une  expression 
asymptolique  unique  pour  l'intégrale  générale  c,  c'est-à-dire  la  tendance  de  son 
quotient  u  par  la  solution  fondamentale  î,  vers  une  valeur  uniforme  et  constante. 
Car  elle  fait  voir  que,  si  le  paramètre  dillérentiel  Aj //  conservait  indéfiniment 
des  valeurs  sensibles,  la  dérivée  en  t  du  carré  »-  garderait  aussi,  indéjinimenf, 
sa  valeur  moyenne  (convenablement  définie)  dans  tout  l'intérieur  du  corps, 
négative  et  de  grandeur  notable;  ce  (|ui  est  impossible,  puisque  ce  carré  ne 
peut  pas  s'abaisser  au-dessous  de  zéro.  Donc  la  seconde  équation  (loi)  implique 
bien  que,  pour  t  assez  grand.  A,  u  tende  vers  zéro,  ou  u  vers  une  valeur  C  uni- 
forme et,  dès  lors,  invariable.  D'où  il  suit  que  l'expression  asvmptotique  de  z 
sera  nécessairement  celle  de  Cci.  ou,  encore,  qu'/7  n'y  a  qu'une  seule  solution 
simple  fondamentale  distincte. 

La  démonstration  se  précise,  quand  les  propriétés  calorifiques  du  corps  de- 
viennent indépendantes  du  temps  et  que  e,  î,  se  réduisent  à  deux  solutions 
simples.  Car  alors  l'équation  considérée  prend   une  forme  analogue  à  celle  de  la 


.1.     BOl  SSINKSO. 


y" 

C'est  l'équation  (102)  qui  rend  possible  la  méthode  d'élimination 
de  Fourier  (pour  le  calcul  des  coefficients  arbitraires  c  affectant  les  di- 
verses solutions  simples),  quand  i  et  s,  sont  les  produits  de  fonctions 
rliffcrfnlrs,  T,T,,  du  temps  par  des  fonctions,  c,  (-,,  deL  Car,  si  l'on  a 

T 

£  =  Tr,  £,  =  T,  c, ,  avec  ^  non  constanl,  elle  revient  immédiatement  à 

*  1 

yr»  1'  (II'  f  ç  dk 

\j.r  ^'"^''  r»-,  fh  —  o,      .  ou  à  /  [xr  «^"^''c£,  (/rr  =  o. 

(7  •-^'7 

Dès  lors,  rinlé^rale  générale  en  série 

0A=.'^'"-^ÏC£, 

multipliée  par  u.if/r7  et  intégrée  snr  loule  la  projection  horizontale  7  de 
la  nappe,  donne  simplement 


équation  d'où  se  tire  la  valeur  de  r,  pourvu  que  Ton  substitue  à  t  et 
à  0/*  leurs  valeurs  initiales,  censées  connues. 

Pour  revenir  encore  au  cas  général  où  £,  s,  ne  sont  plus  des  produits 
de  la  forme  Tr,  T,p,,  tout  ce  qu'on  peut,  ce  semble,  y  déduire  de 
simple,  des  relations  (loi)  et  (102),  c'est  que  le  rapport  u  de  deux 
solutions  distinctes  a  sa  dérivée  par  rapport  au  temps  t  de  signes  variés 
aux  divers  points  du  plan  a- de  la  nappe,  ou  (pi'il  grandit  dans  certaines 

régions  pendant  ([u'il  diminue  dans  d'autres;  et  que  le  demi-carré  — 

du  rapport  de  l'une  (pu'lcontjue,  non  fondamentale,  de  ces  solutions, 
à  une  solution  fondamcnldlc  (dr  signe  unifornie  sur  toute  Taire  a-), 
a  sa  dérivée  analogue  en  t  négative  sur  une  étendue  fdi  notable,  de 


seconde  (loi  l>is)  et  exij^e,  comme  011  a  vu  après  celle-ci,  un  évanouissement  plus 
rapide  pour  £  que  pour  s,,  si  A,»  didère  de  zéro. 

Ainsi  se  trouve  complétée  et  généralisée  une  question  restée  jusqu'ici,  au 
moins  partiellement,  en  suspens  (voir  ma  Théorie  analytique  de  la  chaleur, 
mise  en  harmonie  (n-ec  la  Ther/nody/ia/nit/ur.  etc.,  t.  1.  p.  255). 
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manière  à  décroître  pendant  c|iie  le  tçmps  i  grandit.  En  d'autres 
termes,  les  solutions  particulières  non  fondamentales  s'évanouissent 
plus  vite  que  les  solutions  fondamentales.  Quant  au  cas  où  u  dési- 
gnerait le  ra})port  de  deux  solutions  /b//r/a/;^^'/^/«/t'5  toutes  les  deux, 
ce  rapport  y  tendrait,  sans  doute,  assez  vite  vers  une  valeur  constante, 
pour  rendre  négligeables,  tout  à  la  fois,  A,?/  dans  le  second  membre 

de  la  deuxième  relation  (loi)  et  la  dérivée  en  t  de  —  dans  le  premier 
membre. 


§  XI  (').  —  Application  de  la  théorie  à  deux  sources  de  la  Vanne 
étudiées  par  M.  Edmond  Maillet. 

49.  Au  moment  où  se  termine  l'impression  de  la  présente  étude, 
M.  Maillet  vient  de  faiie  connaître  le  coefficient  a  de  tarissement  de 
la  source  de  Cérilly,  dont  il  est  cjuestion  au  n'*  il,  et  qui  a,  durant  le 
semestre  d'été,  des  débits  moyens  compris,  suivant  les  années,  entre 
i5o  litres  et  200  litres  environ  par  seconde.  Ce  coefficient  vaut,  à  très 
peu  près,  0,1066,  lorsqu'on  prend  le  mois  pour  unité  de  temps  (-). 

Quant  à  la  source  d'Armentières,  pour  le  moins  triple  de  celle  de 
Cérilly,  et  dont  il  a  été  parlé  également  au  n''  11,  M.  Maillet  repré- 
sente ses  débits  Q,  toujours  en  litres  par  seconde,  durant  la  saison 
chaude,  et  les  temps  /  étant  comptés  de  même  en  mois,  au  moyen  de 
l'expression  empirique,  1res  approchée, 

(]o3)  (^^i58,8+- ^^^-—    (M. 


(')  Ajoulé  au  Mémoire  en  décembre  1908,  après  le  tirage  des  t'euilles  précé- 
dentes. 

(-)  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris,  t.  GXXX\  H, 
3o  novembre  1908,  p.  94-.  On  voit  encore,  dans  la  même  Note,  qu'il  y  aurait  un 
coefficient  a  de  tarissement  également  constant  (valant  0,0080  d'après  une  Com- 
munication officieuse  de  INI.  Maillet),  pour  la  source  de  la  Dhuis,  dont  les 
débits  d'été  varient  entre  .270  litres  et  170  litres,  et  qui  alimente  Paris  comme 
(•elles  de  la  Vanne,  mais  sur  la  rive  droite  de  la  Seine. 

(')  Je  dois  la  connaissance  de  cette  formule,  encore  inédite,  et  îles  autres  ré- 
sultats d"ol)servali(ui,  concernant  la  source  d'Armentières,  mentionnés  ci-après, 
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Absliactioii  l'aile  du  Leniic  conslaiil  i58,8,  elle  rcnlrerait  dans  la 
tormulc  que  nous  avons  obtenue  pour  le  cas  d  un  fond  horizontal 
contenu  ni  le  seuil  de  la  source;  et  elle  a  été  suj^i^érée  justement  à 
M.  Maillet  par  cette  formule,  à  la(pu,'lle  lavaient  conduit  de  son  côté 
cej-laines  considérations  théoriques  ('). 

i50.  Mais  ce  terme  constant  i58,8  est  beaucouj)  trop  <;rand  pour 
pouvoir  être  négligé.  On  pourrail,  à  la  rigueur,  l'expliquer  eu  admet- 
tant (pie  la  source  d'Armentières  provient  de  la  réunion  de  deux  dis- 
tinctes, dont  la  |)remière,  d'un  coefficient  de  tarissement  insensible,' 
donnerait  la  j)arlie  constante  du  débit,  landisque  la  seconde,  à  bassin 
plat  a}ant  sou  fond  au  niveau  du  seuil,  fournirait  la  partie  inverse 
de(i  -\-  o,\>.ty.  Mais  il  semble  naturel  de  recourir,  de  préférence,  à 
l'autre  explication,  plus  vi-aisemblable  a  priori,  annoncée  vers  la  lin 
du  n"  il.  On  n'est  pas  surpris,  en  elTet,  (ju'uue  source  aussi  forte 
mette  longtemps  à  se  régulariser,  et  que  plusieurs  mois,  sinon  même 


;i  une  oblii^eanlc^  Commimicalion  de  M.  Maillet,  qui  a.  trailleiirs.  fait  porter  ses 
éludes  sur  les  deu\  sources  de  (XMill\  el  (TAruieiilières.  de  préférence  à  d"aulres 
de  la  Vanne  tout  aussi  fortes,  parce  que  ces  deu\-là  sont  les  moins  constantes 
et  semblaient,  dés  lors,  les  j)lus  propres  à  manifester  tes  lois  de  variation  des 
sources  du  bassin.  L'idée  d'introduire  le  terme  i58,8  dans  la  formule  (io3)  lui 
est  \eiiuc  diiiic  iclalion  approxinialix  e. 

A  =:  r.5iC  -f- 158,8. 

(|ii  il  a  cou  s  talée  entre  les  tiens  dcliits  mi  ni  ma  (  clia<pie  année).  A  el  (>  respecli- 
vement.  des  deu\  sources  dArmenlières  et  deCérill\.  Celle  relation  approxi- 
mative entre  \  el  C  coiiduiiail.  si  l'on  admet  la  simultanéité  des  miniuui  annuels 
pour  les  iU'xw  sources  el  leur  jtrodnclion  au  bout  du  temps  /•=(').  à  faire  corres- 
pondre à  la  formule  (io3),  concernant  la  source  d'Vrmenliéres.  l'expression 
<)  =  3 i^c""' "*""'.  pour  c(dle  (!<•  (^érill\.  Celh-  dernier»'  expressicm  parait,  néan- 
moins, un  peu  folle,  el  le  cocflicicnt  3  i  9.  de\rail  s\  réiliiire  à  9,8o  environ.  Il  n\ 
a  guère  à  cela  de  diflicullé,  la  relation  ci-dessus  entre  A  el  C  n'élanl  donnée  par 
M.  Maillet,  dans  sa  jN'ole  du  \?.  mai  190»,  Sur  ta  prévision  des  débits  niininia 
des  sources  de  ta  l'a/ine  {ConijUes  rendus,  l.  CXWIN.  p.  iio3).  que  comme 
approchée  à  un  di.riènie  />rès. 

(')   Comptes  renrths   de   l'Académie   tics   Sciences    de    l'aris.    l.    CWWII. 
•»7  oclobre  i()o.).  p.  (')-(). 
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un  seniestre  ciilioi',  soicnl  iKîCcssairos,  apWs  los  |)liii(s  (riiivci-,  j)oni'  y 
faire  évanouir  ou,  du  moins,  rendre  insensible  le  second  terme  de  la 
solution  complèle  en  série  d'exponentielles,  indiquée  par  le  procédé 
d'intégration,  dû  à  Fourier,  de  Téqualion  approximalivemcnl  linéaire 
du  mouvement.  Alors,  si  |3  est  le  coefficient  dVxtinction  dans  r('\])o- 
nenlielle  afTedant  ce  second  terme  simple,  le  débit  prendra  la  forme 
binôme 

(loi)  o  =  A .'-'-^ 4- 1^'-''^- 

Pour  revenir  à  une  hypothèse  indiquée  ci-dessus,  mais  l'appliquer 
dans  des  conditions  moins  particulières,  il  ne  serait  pas,  non  plus, 
improbable  que,  toujours  à  raison  de  son  gros  volume,  la  source 
d'Armentières  fût  imdtiple,  c'est-à-dire  résultat  de  la  jonction  de 
plusieurs  sources,  à  bassins  d'alimentation  contigus.  L'écoulement, 
en  temps  de  sécheresse,  s'y  expliquerait  alors  par  la  superposition  de 
tous  les  systèmes  de  solutions  simples  convenant  à  ces  bassins  res- 
pectifs, avec  réduction  plus  ou  moins  rapide  de  chaque  système  à  son 
terme  fondamental  ;  et  l'on  aurait  ainsi  pour  Q  une  expression  encore 
de  la  forme  A<"-*^4-  B^'-!^'  +  .  .  .  . 

Au  fond,  ce  cas  est  compris  dans  le  précédent,  dont  rien  n'oblige  à 
restreindre  la  généralité;  car  plusieurs  bassins  à  débouché  commun 
peuvent  être  regardés  comme  constituant  lui  bassin  plus  g(''néral, 
pourvu  du  moins  que  leurs  seuils  <V ('coulcineiU  se  trouvent,  comme 
nous  l'avons  admis  (n°  8),  à  un  même  niveau  ;  et  le  terme  fondamental 
propre  à  la  deuxième  source  partielle,  celle  dont  le  coefficient  (B  de 
tarissement  viendrait,  quanta  la  petitesse,  aussitôt  après  a,  ne  serait 
alors  autre  que  le  second  terme  de  la  solution  de  Fourier  pour  la 
source  totale. 

51.  Raisonnons  dans  les  hypotlièses  les  plus  simples,  en  vue  de 
nous  y  borner  si  leur  confrontation  avec  les  faits  prouve  (pi'elles  suf- 
fisent. Or  ces  hypothèses  sont  celles  d'une  source  unique,  avec  pro- 
iondeur  H  et  largeur  L  de  son  bassin  d'alimentation  eo/tsfan/es, 
comme  au  n°  10.  Les  coefficients  d'extinction  a,  |3,  .  .  .  des  expo- 
nentielles successives  se  trouvent  alors  proportionnels  à  la  suite  des 
carrés  impairs  i,  9,  .  .  . ,  (■>./  +  i)-,  ...  ;  et  l'on  i\  [i  =  ()a.  Il  est,  de 

Journ.  de  Math.  (V  série),  tome  X.  —  Fasr.  I,   i9o'|.  lO 
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plus,  })ro]);ihlo  que  a  dinèrc  peu  du  plus  faible  décroisscmenl  mensuel 
relatif  de  Q,  constaté  à  la  fin  des  semestres  d'été,  décroissement 
reconnu,  par  M.  Maillet,  égaler  o.o'^GG  ou,  sensiblement,  0,037,  ^'^ 
se  bornant  à  trois  décimales.  Il  y  a  donc  lieu  d'essayer  les  valeurs 

a  =  0,037,  ?  ~  0^-  ^^  0,333. 

Nous  déterminerons  enfin  A  et  B,  dans  (io4),  par  les  deux  condi- 
tions que  cette  formule  (io4)  donne  la  valeur  initiale  convenue  898,8 
et,  en  outre,  la  même  valeur  moyenne  que  (io3)  dans  l'intervalle  pour 
lequel  les  deux  formules  doivent  être  employées,  c'est-à-dire,  sensible- 
ment, entre  les  deux  limites  t  =  o^  t  =  ().  Or,  en  multipliant  (io3) 
et  (iCi)  par  dt,  puis  intégrant  de  zéro  à  ^  et  divisant  par  /,  il  vient, 
comme  expressions  de  ces  deux  moyennes, 

(tod)  138, 8h ^— -,        A^ hB — ^- — , 

^  '  l  -{-  O  .I2t  cet  ^t 

où  il  faudra  faire  /  =  G,  a  =  0,037,  ^  =  o>333.  La  première  étant 
alors  589,03,  et,  d'ailleurs,  IVxpression  initiale  de  Q  se  réduisant, 
dans  (io4),  à  A  +  B,  nous  aurons  donc  en  A  et  B  les  deux  équations 

,  p— 0,222  ,  f,—  \.'.IO& 

A-i-B  =  8û8,8,         — A  ^- — ^— B  =  589,o3. 

Leur  résolution,  avec  l'aide  d'une  Table  de  logaritbmes  à  cincj  déci- 
males, donne  A  =  4^1,32  et  B  —  4G7,  fG. 

y\insi,  l'expression,  à  deux  exponentielles,  cpTil  s'apil  de  contrôler, 
sera 

(loG)  Q==  .i3r,3r-""'''-h  '(G7,.)^-»-'"'. 

Il  en  résulte  : 

Pour 


Q=  898,8       -50,7       G/,0,7       558,1       /,95,',       4iO,9       4o8,8; 

tandis  ipic  la  forniulc  empiri(|ue  (io3)  priMul  les  valcMirs.  à  peine  dif- 
férentes, 

Q—  898.8      7 ',8. 7      G4(>,i       :>rn),6      496,  (i      4 '47. 9      4.. S.  9. 
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D'après  une  remanjue  de  M.  Maillet,  Unicliaiil  lu  légère  imper- 
fection de  la  formule  (i()3)  aux  environs  de  /  =  i,  où  elle  se  trouverait 
être  un  peu  trop  faible,  l'expression  (i  oO)  paraîtrait  préférable;  elle 
serre,  en  tout  cas,  de  fort  près  les  résultats  observés.  Or  elle  devien- 
drait encore  plus  précise,  si  Ton  y  faisait  subir  à  a,  ^,  A,  l>  de  petites 
corrections,  par  rapport  auxquelles  réijuatioii  (io/[)  pourrait  être 
censée  linéaire,  et  si  l'on  déterminait  ces  corrections  de  manière,  d'une 
part,  à  laisser  égale  à  898,8  la  valeur  initiale,  d'autre  part,  à  rendre, 
par  exemple,  nul  en  moyenne  l'écart  de  la  formule  d'avec  les  résultats 
observés,  dans  chacun  des  trois  intervalles  compris  respeclis  cment 
entre  ^  --  o  et  /  =  2,  t  =  -j.  et  /  =  î,  t  =^  \  et  /  =  6.  Mais  on  voit 
([ue  de  j)areilles  correclions  seraient  superllues,  au  moins  actuelle- 
ment. 

o2.  Le  second  coeflicient,  B,  de  la  formule  parait  donc  bien  être, 
pour  la  source  d'Armentières,  un  'peu  supérieur  au  premier,  A.  Lue 
telle  circonstance  semble  indiquer,  dans  la  na[)[)e  d'alimentation  de 
cette,  source,  considérée  vers  la  lin  de  la  saison  d'hiver  ou  le  début  de 
la  saison  d'été,  au  moment  où  le  débit  Q  passe  ])ar  la  valeur  8()8,8, 
une  forme  bombée  à  une  certaine  distance  de  la  ligne  de  faîte,  c'est- 
à-dire  vers  le  milieu,  plutôt  que  sur  le  faîte  même  du  bassin;  de 
manière  qu'après  avoir  ôté,  des  ordonnées  //,  d'abord  croissantes  et 
ensuite,  peut-être,  décroissantes,  de  x'  =  o  à  x  =  L,  le  premier  ternie 
de  leur  développement  en  série  trigonométrique,  terme  partout  positif 

et  proportionnel  à  sin^-.  l'on  ait  un  excédent  se  rapprochant  de  la 

forme  du  second  terme  de  la  série,  d'abord  positif  puis  négatif,  où  le 

facteur  fonction  de  l'abscisse  x  est  sin — r-' 

2L 

Il  est  aisé  de  voir,  en  elïel,  comment  varie  iiiitialenieid,  à  partir  du 
thalweg  de  la  source  où  x  —  o,  en  allant  vers  le  faîte  où  x  =  L,  l'or- 
donnée superlicielle  A,  supposée  ainsi  de  la  forme 

(107)  h  —.cl  e~'^^  sin  ^  -h  c  e~'"'''  sin  -^p 


2L     '  2L 

Le   débit  i),    ou   A<"~*''-t-  ile'''^-^,    se    trouvant    |)roporlioJuiel   a   la 
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itciilo  -r    (lo  siincrficlc  pouf  .a;  =  o.  I  on  aura 

jA         .)./|3i  ,0 

cl  l'ordoiiiK'O  iiillialc  li  Nai'icia,  du  llialwcj;  au  lailc,  couiuic  l'expres- 

sioii 

,       ,,  .      77.Z-  .     or.jc  .     -jc  .,.,).     3rx- 

(108  )  SIU  — r  +  rsill  — j-  =  Slll  — j-  4-  o,  3DI0SII1  — ^• 

Or  celle-ci,  |)arUe  de  zéro,  alleinl   successiveiueiit.   d"abord,  son 
luaviinuiu.    puis,    liiialenienl,    un    uiiuiuiuiu,    pour  les  deux,  valeurs 

respectives  de  la  varial)l('  ^  «pii  annulent  la  dérivée 
cesl-àdire  (pii  donneiil 

1'  ~.C  /         .  /l)C  —  I  ..        .        \ 

l  cos  ;-.-  =  (  soil  l  /         ^->  soil  zéro  1 . 
1  on      — -  =(soit  f)"  VJ',j,   soit  <jo"  ). 

Le  [ueuiier  de  ee>  deux  ares  esl   la   liaelion   o.  1877   du  second  -"  • 

Donc  le  suinmcl  de  la  iiapp»'  se  lrou\e,  inilialenienl.  aux  19  cen- 
tièmes environ  de  la  lar}j;cur  L,  à  partir  du  tlialwe};.  Le  rapport  de 
son  altitude  li  à  l'altitude  analogue  de  la  nappe  sur  le  faîte  est  celui 
des  deux  \aleui"s   correspondantes.    ().()()'ii    cl    1  ~r  ou   0,6387.    de 

l'expression  (108),   iap[)ort  très   [xni   dillëreut  de  -•  Ainsi,  la  na|)pe 

acjueuse  j)arait  présenter,  à  1  épo(pie  /  ^=  o,  c  est-à-diie  au  déhul 
de  la  saison  sèche,  un  renllenienl  l'ort  sensible  vers  le  milieu  de  sa 
largeur. 

iî."*.   Cesl,  prohalilenienl,  dans  la  conslitulion  futrirc  de  la  couche 
superlicielle  du  sol,  sur  le  bassin  dalinienlalion  donl  il  s'ai;il,  ou  dans 
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la  diversité  des  cullures  existant  en  ses  inidliples  régions,  ([u'il  faut 
chercher  re\[)lication  de  cette  particularité.  En  eflét,  eu  égard  à  la 
grande  étendue  (|ue  doit  avoir  le  bassin  en  question,  une  variété  du  sol 
et  des  cultures  plus  accentuée  (pic  sur  celui  de  la  source  de  Cérilly 
n'y  est  pas  invraisemblable;  et,  si,  grâce  à  une  telle  hétérogénéité 
(pouvant  n'être  que  superficielle),  Tévaporalion  y  est  rendue  plus 
active,  ou,  encore,  le  ruissellement  instantané  des  pluies  vers  les  ri- 
vières plus  accusé,  près  de  la  ligne  de  faîte  c|ue  vers  le  milieu  du 
bassin,  rafiluence  des  eaux  pluviales  à  la  nappe  a({ueuse  souterraine 
sera  notablement  plus  grande  en  ce  milieu  du  bassin  qu'au  voisinage 
du  faite.  Dès  lors,  la  nappe  affectera,  au  début  de  la  saison  sèche, 
c'est-à-dire  à  la  fin  des  périodes  pluvieuses,  cette  forme  convexe  au 
centre,  qui  rend  prédominant  dans  le  débit  (^  le  second  terme  simple 
de  l'intégrale. 

Il  resterait  toutefois  à  expliquer  comment  un  pareil  effet  est  assez 
bien  réglé,  pour  qu'une  courbe  unique  des  débits  convienne,  à  peu 
près,  toutes  les  années,  ou  pour  que  les  deux  termes  de  la  for- 
mule (to/i)  aient  sensiblement,  entre  eux,  un  rapport  constant  au 
moment  où  le  débit  total  passe  par  la  valeur  choisie  898',  8.  Car,  sans 
cela,  la  formule  des  débits  contiendrait,  comme  paramètre  variable 

(l'un  été  à  l'autre,  le  rapport  t  (  '  )•  " 

5-i.  Quoi  qu'il  en  soit  de  cette  nouvelle  question  et  de  la  réponse  à 
y  faire,  l'exemple  des  deux  sources  de  Cérilly  et  d'Armentières  (-) 
tend  bien  à  montrer,  conformément  à  ro[)inion  émise  au  n°  11,  que, 
pour  les  sources  importantes  des  terrains  pei'mèables,  le  bassin 
(ralinientation  est  très  profond  au-dessous  de  leurs  seuils.  Or, 
cette  circonstance  justifierait  la  réduction  de  récjuation  du  mouvement 
à  la  forme  linéaire  de  celle  de  la  chaleur,  et  l'emploi  des  solutions  en 


(*)  L'hypolhèse  dune  courbe  uni(|ue  des  débits,  pour  celte  source  d'Armen- 
tières, est,  en  tout  cas,  assez  approchée  ;  car  M.  Maillet  n'a  pas  relevé,  entre  la 
formule  empirique  (io3)  et  les  débits  d'été  observés  depuis  1887,  des  écarts  excé- 
dant une  vingtaine  de  litres,  c'est-à-dire  environ  3,5  pour  100  du  débit  moyen. 

C^)  On  peut  y  ajouter  celui  de  la  Dluiis,  d'après  une  note  de  la  page  71. 
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série  d'cxponeiilielles  e~"'^^  même  en  dehors  des  temps  de  sécheresse  et 
du  semestre  d'été,  mais  à  la  condition  d'y  tenir  compte  des  affluences 
de  pluie  par  la  méthode  exposée  au  §  IV. 


ERRATA. 


A  la  page  18,  la  conservalion  des  valeurs  de  li,  ([iiand  on  inuUiplie  il  par  A- 
et  X.  y,  dx,  dy,  dn  par  A,  résulte  plus  direclemeiit,  et  tout  aussi  sinipleuieul,  • 
de  ré(|uation  indéfinie  (2),  devenue  linéaire,  que  des  équations  mêmes  de  celle 
page  18. 

A  la  page  '.>.o.  ligne  i,  ix'lablir  l'accent  (  ')  de  la  lettre  C.  enlevé  parla  presse. 

d.V 
A  la  page  2G,  dernière  ligne,  rétablir  de  même  — ^  • 

A  la  page  33,  ligne  16,  au  lieu  de  comme  nous  le  désirons,  lire  à  moins  d'éli- 
minations comjiliquées. 

A  la  page  07,  ligne  18,  au  lieu  de  faible,  lire  i'aibles. 

A  la  page  48,  ligne  ly,  au  lieu  de  — /r,  lire  — k' . 

A  la  page  49,  ligne  i5,  l'expression  indiquée  de  la  conductibilité  extérieure 
devrait  être  diminuée  de  la  dérivée  en  1  de  la  capacité,  pour  que  celle  dernière 
pût,  multipliée  par  la  température  t,  figurer,  au  premier  membre,  .V0//5  le  s  in  ne 
de  diJJ'érenlialioa  en  z,  comme  elle  doit  normalement  le  faire.  Car  la  capacité 
est,  é\  proprement  parler,  le  coefficient  qui,  en  multipliant  la  température,  donne 
la  quantité  de  chaleur  par  unité  ou  de  volume,  ou  (ici)  de  surface,  savoir,  cette 
quantité  dont  la  dillérentielle  en  -:  égale  justement  la  chaleur  gagnée  d'un  instant 
à  Tautre  par  la  même  unité  ou  de  volume,  ou  de  surface,  et  à  laquelle  c<»rre>- 
pondenl  les  autres  termes  de  réc[ualion.  H  s'agit  là  seulement,  il  est  vrai,  de 
(lueslions  de  mots,  mais  non  sans  im|)ortance  pour  la  clarté  du  discours. 

Aux  pages  63,  ligne  3  en  remontant,  et  65,  ligne  9  en  remontant,  il  \  aurait 
lieu  à  une  observation  analogue. 


ECOULEMENT     DES    G.VZ     PAR     J.ES    OFUF[CES. 


79 


Rationalité  cV nnc  loi  expérimentale  de  M.   Parenty 
pour  l'écoulement  des  gaz  par  les  orifices  ; 


Par  m.  J.  BOUSSINESQ. 


I.  On  sait  que,  dès  1889,  de  Saint-Venanl  et  Wantzel  ont  con- 
staté (*  ),  dans  l'écoulement  de  Tair  à  travers  des  orifices  non  capil- 
laires, sous  de  fortes  diftérences  de  pression,  un  mode  de  détente 
sensiblement  identicjue  à  celui  que  Laplace  avait  reconnu  se  produire 
dans  les  vibrations  sonores  et  cjue  l'on  a  appelé  depuis  adiabalique , 
mode  où  chaque  particule  gazeuse,  changeant  de  volume  sans  gain 
ni  perte  de  chaleur  par  sa  surface,  exerce  une  pression  p  proportion- 
nelle à  la  puissance,  p'*,  de  sa  densité  p,  dont  l'exposant  n  est  le  rap- 
port (t,4  environ)  des  deux  capacités  calorifiques  du  gaz  à  pression 
constante  et  à  volume  constant,  ils  avaient,  de  plus,  en  acceptant 
riiypothèse  d'une  section  contractée  invariable  n,  au  voisinage  de 
laquelle  (un  peu  après  l'orifice)  la  i^'ine  pourrait  être  censée  cylin- 
drique sur  une  très  petite  longueur,  démontré  que  le  débit  atteignait 
sa  plus  forte  valeur  possible  dès  que  la  pression  à' aval,  alors  transmise 
à  cette  section  1,  s'abaissait  aux  53  centièmes  environ  de  la  pression  yOo 
d'amont,  et  constaté  c|ue,  dès  lors,  l'écoulement  se  maintient  inva- 
riable, ou  ne  dépend  plus  des  abaissements  ultérieurs  de  la  pression 


(')  Mémoire  et  expériences  sur  l'écoulement  de  l'air,  déterminé  par  des 
différences  de  pression  considérables,  au  Journal  de  l'École  Polytechnique, 
XXVIIo  Cahier;  1889. 
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dans  le  réservoir  d'aval  ;  d"où  ils  avaient  conelii  la  non-propagation  d'- 
CCS  abaissements  jusqu'à  la  section  contractée. 

Kn  188G,  Hugoniol(-)  a  complété  l'explication  élémentaire  de  cette 
absence  de  propagation,  en  observant  que  la  vitesse  d'écoulement  qui 
fournit  le  débit  maximum  égale  précisément  celle  de  propagation  du 
son  dans  les  tranches  constituant  la  petite  partie  cylindrique  de  la 
veine;  en  soi-te  que  l'onde  ascendante  (jui  tend  à  y  propager  vers 
la  section  contractée  tout  petit  abaissement  ultérieur  de  la  pression 
d'aval,  est  emportée,  avec  la  veine  même,  aussi  vite  qu'elle  y  progresse 
et  ne  parvient  plus  jusqu'à  la  section  contractée. 

II.  Le  principe  de  D.  lîernouUi  donne,  dans  cette  question,  pour  la 
vitesse  \  d'écoulement  à  travers  la  section  contractée  g  où  la  pression 
est^  et  la  densité  p,  vitesse  due  à  l'abaissement  /?„  —  p  (b*  la  pression, 
à  partir  du  réservoir  d'amont  (où  la  densité  est  c„V  la  formule 


V- 


(O 


El     " 
p .  "  --  > 


Po 


Le  caii'é  (le  la  masse  gazeuse  débitée  dans  l'uniti''  de  tem])s.  égal.  [)ar 

nnil<"'  d'aire  de  la  section  (■ontra('l(''e.  au  |)roduit  z-\  -  ou  Po(—  )   ^  "- 

/'il 

est,  dès  lors. 


(■'•) 


'/'"?";7^L(i)"-(^) 


Vx  son  maximum  rorres|)ou(l  au  ra]>porl  —  (pii  annule  la  dérivée  en /> 
de  ce  carré,  savoir,  à 


(3) 


(^)  Sur  l'écoiilcoic/il  des  /Ii/idcs  clnstiqiies,  an\  Comptes  rendus  de  l' Aca- 
drmir  t/rs  Srir/iccs  de  /*f/n's.  l.  (]\\\,    <.(i  (It'coinl)!  o  i8S(),  p.   1  >53. 


KCOULKMENT    DES    G\Z    PAR    LES    ORH-ECES.  8l 

En  y  subsliluant  i,  i  ou  ^  à  //,  il  vient  donc,  pour  le  rajipoil  spécial 

de  la  pression  p  d'aval  à  celle  d'amont  p^,  au-dessous  duquel  l'écou- 
lement devient  invariable,  par  suite  de  la  non-transmission  jusqu'à  7 
des  abaissements  ultérieurs  de  cette  pression  />, 


(4) 


0,5283. 


Donc,  jusqu'à  ce  que  ce  maximum  soit  atteint,  le  débit,  pai-  unité 
d'aire  de  la  section  contractée,  sera  la  racine  carrée  de  l'expres- 
sion (2),  où  p  désignera  la  pression  donnée  s'exerçant  dans  le  réser- 
voir d'aval;  et,  divisé  par  po,  ou  réduit  en  volume  de  gaz  à  la  pres- 
sion p^^  du  réservoir  d'amont,  il  vaudra 


r 


On  peut  l'écrire,  par  analogie  avec  la  formule  usuelle  de  l'écoulement 
des  liquides, 

}Lsligli^, 


si  l'on  appelle //o  la  hauteur  —  de  gaz,  à  la  pression  »„,  qui  produirait 

Pop" 

statiquement  cette  pression,  et  si  l'on  pose 


(5) 


K  = 


Introduisons  dans  l'expression  de  K,  au  lieu  du  rapport  —  des  deux 
pressions  d'aval  et  d'amont,  la  détente  relati^^e  correspondante 

^^  Ih-P 

Po 

du  gaz;  et  nous  aurons  ce  qu'on  peut  appeler  le  coefficient  théorique 
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du  débit  par  unité  d'aire  de  la  section  contractée  : 


(8) 


(C)  K=y/;^[(.^)"-(i-A/"']     ('). 

III.   Comme  la  détente  A  n'excédera  pas  la  fraction  i  —  o,  628  .  .  . , 

2  n-l-l 

soit  0,47  environ,  les  deux  puissances  (r  —  A)",  (i  —  A)  "  peuvent 
être  développées,  parla  formule  du  binôme,  en  séries  assez  rapidement 
convergentes.  Elles  donnent  immédiatement,  pour  leur  différence,  le 

produit  de  ^  ~"  '  A  par  la  série 

/ 3_  ,         7  — 5/^  ^2        (8  —  ^n)  (3/i  —  •2)—{n  4-  i)(2n  —  1)  ^3 

,    ,    ]            (8-4/^)(3n-2)(4/^-2)-(/^  +  l)(2/^-l)(3/^-I)   ^ ,, 
(7)         ^ 2.3.4.5/r  ^ 

/  (8  — 4'0(3/î  — 2)(4«  — 2)(5/i— 2)  — (/i+  l)(2«—  l)(3«—  l)(4«  —  l)    .5 

\      "^  ~~  2.3.4.5.6/i5  ^   ■+" 

On  voit  la  loi  générale  de  formation  des  termes  non  écrits  explici- 
tement. 

Dédoublons,  dans  tous  les  ternies  qui  suivent  les  trois  premiers 
écrits,  le  facteur  8  —  4'^  en  7  —  5/i  et  /^  -+-  i.  De  plus,  appelons  v, 
pour  abréger,  la  différence  n  —  i  ;  ce  qui  permettra  de  remplacer  au 
besoin  les  facteurs  Zn  —  2,  l\n  —  2,  5/i  —  2,  ...  par  in  —  i  -{-  v, 
3  //  —  I  -h  V,  f\n  —  I  -H  V,   ....  Alors  l'expression  (7)  deviendra 


t  _L-  ^Ji_zz2  A  ^  (3n  — 2)(4/t  — 2)    2    ,    (3/i— 2)(4/i  — 2)(5/t  — 2) 
'  "^  ■    4n     ^^  4.5/i2  -^    "+"  4.5.6/4=»  -^ 

(2/i  —  I  4-v)(3n —  I  4-v)  —  (2/i  —  0(3"  —  0  A 
5«  V 

(2  /?  —  1  4- y) ( 3 n  —  I  +  y)  (4  /?—  '  +  y) — (2  /;  —  1  )  (3  /f  —  I )  (4 /4—  1  )  .  j 
"^  5.6/i^y  ^   ~ 

Elle  comprend,  outre  ses  deux  premiers  termes,  deux  séries  dis- 
tinctes ayant  en  facteur,  l'une,  ^    „   ,  A-,  l'autre,  — :r-} — ^  A"'. 

(')   Dans  le  cas  d'un  li({uide,  il   faudrait  faire  p  constant,  ou  n  infini;  ce  qui 
donnerait  K  =  \/a,  conforménaenl  à  la  formule  usuelle  de  Tllydraulique. 


3 

2« 

A 

7  ~ 

-  5« 

A^ 

2. 

3/^2 

/*- 

—  I 

-A' 

2.3 

.4« 

••] 
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Cela  posé,  attribuons  à  n  sa  valeur  effective  ^  chez  les  gaz,  valeur, 

pour  le  moins  très  approchée  clans  les  cas  de  l'hydrogène,  de  Tair,  etc., 
qui  donne  7  —  5/i  =  o.  La  première  des  deux  séries  disparaîtra;  et  la 
deuxième,  affectée  de  son  coefficient  total  dans  (8),  deviendra 

/    \  Sa^/  27  .        27  .„       q84  ...       S^ii   .,  \ 

^'^^  7^  V  3d  70  7'  7-"  / 

Mettons-y  pour  A  son  maximum  0,47;  nous  aurons,  comme  plus 
forte  valeur  possible  de  cette  série, 

0,00 i5i  X  (r  +  o,363  +  o,o85  +  o,o43  -\-  o,oi.j  -h. . .), 

c'est-à-dire  un  quatre-centième  à  peine  d'unité,  alors  c|uc  l'ensemble, 

3 
I ^  A,  des  deux  premiers  termes  de  l'expression  (8)  est  environ 

o,5o4  ou  200  fois  supérieur.  Et  comme  il  faudra  extraire  finalement  la 
racine  carrée  de  l'expression  (8),  pour  en  porter  dans  ((>)  la  valeur 

multipliée  pari/ A  et  par  i/ ,   l'erreur  relative,  entraînée 

parla  suppression  de  cette  série  dans  (8),  se  trouvera  réduite  de  moitié 
et  s'abaissera  à  un  cjuatre-centième,  bien  au-dessous  des  erreurs  d'ob- 
servation. 

IV.  Donc,  l'expression  théorique  (G)  du  coefficient  K  de  débit 
Q(^m\ii\\l  pratiquement,  du  moins  pour  les  gaz  parfaits,  à  la  formule 
très  simple,  représentant  V ordonnée  d'une  ellipse  presque  circu- 
laire, où  A  serait  l'abscisse, 

(,o)  K  =  v/r(7rTT)  =  s/^'{^%^ 

et  celle-ci  est  applicable  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  la  dé- 
tente A  entre  le  réservoir  d'amont  et  la  section  contractée,  c'est-à-dire 
sur  la  longueur  d'un  quart  d'ellipse,  depuis  A  =  o  jusqu'à  A  =  0,47 
environ. 

L'approximation  très  suffisante  de  celte  formule  ressort  de  ce  fait, 
qu'on  en  déduit  une  dérivée  de  K*  en  A  s"annulant,  ou  rendant  Iv 


8-1       .1.   BOUssiNEsQ.    —    écoulemp:nt  des  gaz  par  les  orifices. 

nia.vimum,  pour  A=:  4  =0,467,  alors  que  la  valeur  exacte   serait 

A  =  I  ~  0,528.  ..  =  0,471. . .,  c'est-à-dire,  pratiquement^  la  même 
chose,  mais,  surtout,  de  ce  que  le  maximum  approché  ainsi  obtenu  est 

K  =  \/ ^  =  o,483o,  tandis  que  le  maximum  rigoureux  de  K  est, 
d'après  (3)  et  ()), 

c'est-à-dire  plus  grand  d'environ  sa  quatre-centième  partie  seulement. 
On  pouvait,  d'ailleurs,  s'y  attendre,  après  Févaluation  donnée  à  la  fin 
du  n°  ÏII,  qui  indiquait  déjà  un  pareil  excédent,  bien  insensible,  de 
la  valeur  exacte. 

V.  C'est  par  un  calcul  précis  de  nombreux  résultats  d'observation, 
accompagné  de  la  représentation  graphique,  au  moyen  d'une  courbe 
qui  s'est  trouvée  être  le  quart  d'une  ellipse  presque  circulaire,  des 
valeurs  de  K  en  ressortant,  que  M.  Henri  Parenty  a  été  conduit  à  la 
formule  (10),  dans  la  question  de  l'écoulement  non  seulement  des  gaz, 
mais  aussi  de  la  vapeur  d'eau,  sur  laquelle  il  a  fait  beaucoup  d'expé- 
riences (').  On  voit  que,  du  moins  pour  les  gaz,  cette  formule  si 
simple  n'est  qu'une  excellente  réduction  de  l'ancienne  et  belle  formule 
théori(jue  due  à  de  Saint-Venant  et  Wantzel. 

(')  Comptes  rendus  de  t' Académie  des  Sciences  de  Paris,  l.  CXIII,  p.  184; 

27  juillet  1891.  Fo</"  aussi,  aiw  Annates  des  Mines  (novembre  1902),  son  Mémoire 

iiililulé   Observations  sur  tes  expériences  de  M.  Râteau  concernant  le  débit 

de  la  vapeur  et  leur  concordance  avec  les  formules  de  M.  Parenty .  Observons, 

toutefois,  que  M.  Parenly  fait  varier  dans  une  certaine  mesure,  en  sens  inverse  du 

3 
coefficient //*  do  contraction,  notre  coefficient  constant  —  5  de  manière  à  corrisrer 

■2n  ^ 

le  mieux  possible  l'Iiypothèse  imparfaite,  qu'implique  la  théorie,  d'une  contrac- 
tion invariable  pour  chaque  dispositif  d'orifice.  C'est,  naturclioment,  dans  le 
cas  d'un  orifice  bien  évasé,  ou  de  t)i  très  voisin  de  i,  que  la  théorie  s'applique 
le  mieux.   Pour  un  orifice  en  nunce  paroi,  il   prend  m  -_  o,()32  et  porte  jusqu'à 

prés  de  2,2  notre  coefficient   -     • 

2/i 
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Sur  les  cquatioiis  linéaires  aux  dériK'ées  partielles 
et  la   théorie  des  groupes  continus; 

Par  m.  a.  BUHL, 

Maine  de  Conférences  à  la  Facullé  des  Sciences  de  ^Fonlpcllier. 


Objet  du  Mémoire.  —  Parmi  les  équations  linéaires  aux  dérivées 
partielles  on  peut  remarquer  celles  dont  le  premier  membre  est  une 
forme  linéaire  à  coefficients  constants  de  certains  produits  symboliques 
d'opérateurs  cpii,  considérés  en  eux-mêmes,  définissent  les  transfor- 
mations infinitésimales  d'un  groupe  continu.  Ainsi  toutes  les  équations 
à  coefficients  constants,  au  sens  ordinaire  de  cette  expression,  sont 
formées  à  Taide  des  opérateurs 

d'un  groupe  de  translations  dans  Tespace  général.  De  même  la  célèbre 
équation  d'Euler  et  Poisson 

^-^^-yy^jj^  -  '^-^  -y)^.  +  '<-^  -~y)%  -  p'  =-  « 

s'écrit 

si  l'on  pose 

\()  =  (.-y)^,       Y(  )  =  (,r-.^)y^. 
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ces  deux  derniers  opérateurs  définissant,  comme  on  le  voit  immédiate- 
ment, un  groupe  projectif  d'une  très  grande  simplicité,  on  a 

XY-YXr=X  +  Y. 

Les  équations  de  cette  nature  ont  des  propriétés  entre  lesquelles,  à 
mon  avis,  il  convient  de  faire  des  distinctions  essentielles,  suivant 
qu'elles  résultent  du  choix  des  opérateurs  composant  le  premier 
membre,  indépendamment  de  la  façon  dont  ces  opérateurs  y  sont 
assemblés,  soit  qu'elles  résultent  de  la  forme  de  l'assemblage.  Le 
but  de  ce  Mémoire  est  d'étudier  surtout  les  premières  propriétés.  J'y 
montrerai  notamment  que,  lorsque  l'on  connaît  une  solution  de  telles 
équations,  quelque  particulière  qu'elle  puisse  être,  on  peut,  en  général, 
en  déduire  une  solution  contenant  des  fonctions  arbitraires.  En  de 
nombreux  points  de  cette  étude  je  retrouverai  et  utiliserai  des  idées 
dues  à  l'admirable  géomètre  que  fut  Sophus  Lie. 


I.  —  Quelques  remarques  sur  les  équations  à  coefficients  constants. 

1.  Je  vais  passer  rapidement  sur  certaines  propriétés  connues  des 
équations  à  coefficients  constants,  car  ces  propriétés  auront  une  exten- 
sion toute  naturelle  dans  la  suite  pour  des  équations  plus  générales. 
Toutes  ces  équations  admettent  une  solution  de  la  forme 


(') 


,a..r.-+a.,.i- -<-. 


les  a  étant  liés  par  une  équation  algébrique,  dite  équation  caractè- 
ristique,  que  l'on  forme  immédiatement  en  portant  l'expression  pré- 
cédente dans  le  premier  membre  de  Téquatiou  donnée.  Cette  solution 
si  simple  contient  pourtant  en  germe  les  innombrables  solutions  que 
donnent  les  méthodes  de  Cauchy  et  dont  la  Pbysicjuc  mathématique 
fait  un  si  grand  usage.  J'insisterai  sur  le  fait  que,  pour  en  déduire 
tontes  ces  dernières,  nous  ne  nous  appuierons  plus  que  sur  les  pro- 
priétés des  opérateurs 

(o)  A,      A, 


ÉQUATIONS    LINÉAIRES    AUX    DÉRIVÉES    PARTIELLES.  87 

qui  ne  dépendent  en  rien  de  la  façon  dont  ils  sont  assemblés  pour 
constituer  le  premier  membre  de  l'équation  donnée. 

Du  fait  que  les  opérateurs  (2)  sont  permutables  résulte  cette  pro- 
priété que  je  considère  comme  absolument  fondamentale  :  Toutes  Les 
dérivées  partielles  d'une  solution  d'une  équation  linéaire  à  coeffi- 
cients constants  sont  également  des  solutions.  C'est,  en  effet,  évident, 
puisque  porter  la  dérivée  partielle  d'une  solution  dans  l'équation  pro- 
posée revient  à  appliquer  l'opérateur  de  cette  dérivation  partielle  au 
premier  membre  de  ladite  équation. 

Une  autre  propriété,  encore  bien  évidente,  des  équations  à  coeffi- 
cients constants  est  que  la  substitution 

(3)  X^\x^  +  ^^,       a^al^'a  H-Oo,       ..., 

OÙ  les  6  sont  des  constantes  arbitraires,  change  une  solution  en  une 
autre.  Une  telle  substitution  change,  en  effet,  les  opérateurs  (2)  en 
eux-mêmes.  Mais  je  considère  comme  essentiel  de  montrer  que  cette 
seconde  propriété  n'est  pas  forcément  distincte  de  la  première.  Consi- 
dérons pour  cela  l'opérateur 

D'après  la  première  propriété,  et  attendu  qu'il  s'agit  d'une  équation 
linéaire,  il  transforme  une  solution  en  une  autre,  et  il  en  est  de  même 
de  tous  les  produits  symboliques  de  tels  opérateurs  et  de  toutes  les 
combinaisons  linéaires  de  tels  produits.  En  particulier,  la  série 


2^1(^-5^, +^^^,+---yv 


sera  une  solution  si  la  fonction  /en  est  une.  Or  cette  série  n'est  autre 
que  la  formule  de  Taylor  pour  le  cas  de  plusieurs  variables  et  si  toutes 
les  dérivées  partielles  de  /ont  un  sens  et  sont,  par  suite,  de  vérilnbles 
solutions  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  considérée,  la  formule 
précédente  aura  également  un  sens  et  représentera  en  général 

/(.X-,  4-0,,  ^'2  4- Oo,  ...). 
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Cette  propriété  n'est  donc  pas  distincte  de  la  propriété  fondamentale 
soulignée  tout  à  l'heure.  Elle  permet  de  transformer  la  solution  (i)  en 

Or  cette  solution  en  reste  encore  une  si  on  la  multiplie  par  n'importe 
quelle  fonction  des  a  et  des  0  et  même  par  les  différentielles  cIt.  et  d^. 
Intégrer  entre  des  limites  quelconques  une  telle  expression,  c'est  en- 
core faire  une  somme  de  solutions.  Finalement  nous  parvenons  à  une 
expiession  telle  que 


(4)  /F(a,0) 


^Sa;.r+9)n^y_^/0_ 


C'est  une  intégrale  multiple  qui.  par  rapport  aux  a,  doit  être  prise  le 
long  de  la  variété  algébrique  définie  dans  l'espace  général  par  l'équa- 
tion caractéristique,  et  une  intégrale  définie  multiple  à  limites  arbi- 
traires par  rapport  aux  G. 

On  voit  immédiatement  aue  cette  solution  comprend,  comme  je  l'ai 
annoncé,  toutes  les  solutions  déduites  de  la  formule  de  Fourier,  cette 
formule  étant  comprise  dans  l'expression  ci-dessus.  Le  procédé  de 
Cauchy,  qui  est  vraisemblablement  le  plus  avantageux  pour  la  Phy- 
sique mathémati(pie,  consiste  à  résoudre  l'équation  caractéristique  par 
rapport  à  l'une  des  variables  a.  Plus  généralement,  on  pourrait  expri- 
mer les  coordonnées  a  de  la  surface  caractéristique  en  fonction  d'autres 
paramètres  qu'eux-mêmes  moins  un  seul.  Mais  mon  l)ut  n'est  pas  de 
m'engager  dans  ces  recherches.  J'ai  voulu  simplement  montrer  que 
toutes  les  solutions  comprises  dans  hi  formule  (.1)  découlaient  seule- 
ment de  l'existence  de  la  solution  (i)  et  du  lemmc  fondamental  men- 
tionné plus  haut. 

On  verra  plus  loin  qu'en  exposant  les  choses  comme  je  viens  de  le 
faire,  elles  se  laissent  généraliser  de  la  façon  la  plus  naturelle  pour  des 
équations  à  coefficients  non  constants.  Pour  donner  un  exemple  aussi 
simple  que  possible  de  solutions  déduites  de  la  formule  (4),  je  rappli- 
querai à  la  formation  de  solutions  qui  se  présentent  sous  forme  de 
séries  entières. 

2.    De    cerlaiucs  solutions    liaiiscendaiitcs    Cfiticres.    —    Vowv 
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m'écarter  le  moins  possible  des  notations  de  Cauchy,  je  considérerai 
l'équation 

où  une  variable  t  est  spécialement  mise  en  évidence,  puis  la  solution 
OÙ  p  est  une  fonction  des  a  définie  par  Téqualion  caractéristique 

O  =  «  +  «„  p  +  2  ^'  ^-^  -+-  «00  P '  +  ?  2  '^«'  ^'  "^  S^''^  ^'-^  «'-A  +  •  •  • . 

que,  pour  plus  de  symétrie,  j'écrirai 

O  =  P„  +  P„_,?  +  P„_,p^  +  .  .  .  +  l\p"-4-  P.p"-'  +  Pop", 

Y*k  étant  un  polynôme  en  a  de  degré  k.  P^  est  donc  la  simple  con- 

à"  f 
stante  «00...05  coefficient  de  -rj--  Nous  supposerons  d'abord  expressé- 
ment que  cette  constante  n'est  pas  nulle.  L'expression 

(5)     /F(o,^,e.^-,...)/"-'"^'"^'<^-'')n^. 

formée  comme  à  l'habitude,  les  intégrales  ayant  des  limites  conve- 
nables, se  réduit  pour  /  =  ^^  à  la  formule  de  Fourier  qui  représente 
F(x,,  x.,^  •  •  •)i  c'est-à-dire  à  une  fonction  arbitraire  des  variables  x. 
Je  vais  établir  que  la  sonune  des  11  expressions  précédentes,  for- 
mées en  attribuant  successivement  à  p,  les  n  valeurs  des  racines  de 
V équation  caractéristique,  est  une  solution  développable  en  série 
entière  de  V équation  aux  dérivées  partielles  primitive.  On  a  tout 
d'abord 

.p(-'.) = I + ^li«p + ^-^i^'p^+ •  • .  • 

Donnons  à  p  les  n  valeurs  en  (juestion  et  sommons,  il  vient 
(6)  *-.+  '-^.v,  +  i^^s,+  ..., 


Journ.  de  Math.  (5'  série),  lome  X.  —  Fasc.   I,  190^. 
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Sk  désignant  la  somme  des  /f'^'n**  puissances  des  racines  de  l'équation 
caractéristique,  c'est-à-dire  des  fonctions  symétriques  bien  connues 
et  faciles  à  former.  .s„  est  la  simple  constante  ii,  tandis  que  s,,  s.,,  ... 
sont  des  polynômes  en  a.  Substituant  alors  la  série  (6)  à  la  place 
de  ^Pf'-^^  dans  la  formule  (5),  il  nous  vient  une  série  où  Ton  peut 

d'abord  mettre  tous  les  — ~  ,'       en  avant  des  intégrales.  Et  quant  aux 

intégrales  qui  jouent  le  rôle  de  coefficients,  la  première,  au  facteur  ^^ 
près,  est  F(a;,,  x.,,  .  .  .)  et  toutes  les  autres  se  déduisent  de  cette  der- 
nière fonction  par  des  combinaisons  linéaires  de  dérivations  partielles, 
car,  en  admettant  que  les  intégrales 

(7)  /■f(o,v'=T,  o,v'^,  . .  .).5.«^-^-<-'"^>nî^' 

aient  toutes  un  sens  pour  les  différentes  valeurs  de  Tindice  A,  il  est 
clair  que  ces  polynômes  S/^  apparaîtront  sous  les  signes  sommatoires, 
même  s'ils  n'y  figurent  pas  d'abord,  en  faisant  une  suite  convenable 
de  dérivations  par  rapport  à  x,,  x.,,  ...  et  en  formant  une  fonction 
linéaire  de  ces  dérivées  partielles.  Les  exemples  donnés  plus  loin 
éclaircu'ont  d'ailleurs  tout  ceci  et  nous  verrons  que  les  solutions  en 
forme  de  séries  entières  que  nous  sommes  en  train  de  rattacher  au 
type  unique  considéré  en  commençant  sont  celles  que  donne  la  mé- 
thode des  coeflicients  indéterminés.  Ace  propos,  je  puis  montrer  tout 
de  suite  que,  dans  la  solution  que  nous  venons  de  définir  et  que  je 
représenterai  [)ar 

(H)  S,,(F)-f-i:=j^"S,(10  +  ^-^^^'S,(F)  +  ..., 

une  loi  de  récurrence  se  manifeste  immédiatement  quanta  la  formation 
des  opérateurs  S.  Lorsqu'il  s'agit  de  calculer  les  sommes  de  puissances 
semblables  s,,  des  racines  de  récjuation  caractéristi(|ue,  ou  peut,  par 
exemple,  employer  les  formules  de  Xewlon  juscju'aii  calcul  de  .v,, .,  in- 
clusivement. Au  delà  nons  a\ons  les  formules  récurrentes 
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En  multipliant  cette  égalité  par 


211 


et  intégrant  toujours  sous  les  mômes  conditions,  nous  voyons  repa- 
raître des  intégrales  de  la  forme  (7)  contenant  de  plus  sous  les  signes 
sommatoires  les  polynômes  en  a  que  sont  les  P  à  l'exception  de  Po  qui 
est  une  simple  constante.  L'égalité  obtenue  peut  s'écrire  symbolique- 
ment 

(9)     PoS„^,+  (Pos../-.  + .  • .  +  (iVOS/..  +  (P„)s,=  o, 

les  (P)  représentant  des  opérateurs  à  délinir  une  fois  pour  toutes 
et  qui  permettent  de  calculer  S^+i  pour  toutes  les  valeurs  de  i,  c'est- 
à-dire  tous  les  termes  de  la  série  (8)  dès  que  l'on  connaîtjles  n  pre- 
miers. 

J'ai  à  revenir  maintenant  sur  le  lemme  fondamental  du  début  de  ce 
Chapitre,  lequel  va  nous  donner  des  résultats  d'un  nouvel  intérêt. 

Une  solution  telle  que  (8)  étant  obtenue,  ses  dérivées  partielles  où 
l'on  changerait  la  fonction  F  ne  seraient-elles  pas  de  nouvelles  solu- 
tions distinctes  de  (8)  ? 

La  réponse  est  négative  pour  les  dérivations  partielles  par  rapport 
aux  variables  x,  elle  est  affirmative  pour  les  dérivations  partielles  par 
rapporta  t.  Dans  le  premier  cas,  en  effet,  tout  revient  à  substituer  à  F 
une  dérivée  partielle  de  F  et  comme  F  est  arbitraire  cela  n'augmente 
en  rien  la  généralité.  Dans  le  second,  au  contraire,  les  nouveaux  coef- 
ficients S  obtenus  ne  peuvent  ainsi  se  ramener  à  ceux  de  la  série  pri- 
mitive. Cela  n'est  vrai  toutefois  que  jusqu'à  la  [n  —  ly^me  dérivation 
inclusivement.  Par  des  dérivations  successives  par  rapport  à  ^formons, 
en  effet,  les  n  solutions 

s.    (F,)+^S,(F,)  +  ^^i^S,    (F,)+..., 

(10)      iS,    (F,)  +  ^S,(F,)+<^^S,    (F,)  +  ..., 

S»--.(F„)  +  ^S„(F„)  +  iilli«)!s„^,(F„)  +. . ., 
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OÙ  F|,  r\,  .  .  .,  F„  sont  des  fonctions  arbitraires.  Je  dis  qu'en  déri- 
vant une  fois  de  plus  et  désignant  par  F,,^,  une  nouvelle  fonction 
arbitraire,  la  solution  obtenue 

S.(F„^,)+  ^S„.,(F„^,)  +  iii^S,^,(F„,,)  +  .  . . 

n'est  pas  distincte  des  précédentes.  Pour  le  voir,  il  suffit  d'appliquer 
aux  n  4-  [  séries  précédentes  respectivement  les  opérateurs  (P„), 
(IV,),  .  .  . ,  (P,),  Po,  puis  de  faire  F,  =  F,  =  .  .  .  =  F„  =  F„^,  dans 
les  /t  premières.  Ajoutant  ensuite,  en  tenant  compte  de  (9),  il  vient 
un  résultat  identiquement  nul.  Et,  comme  les  opérateurs  (P)  sont 
permutables  aux  opérateurs  S,  on  voit  que  notre  dernière  série  est 
une  somme  des  séries  (10)  où  les  fonctions  arbitraires  F  sont  modi- 
fiées d'une  certaine  manière. 

Cette  démonstration  se  pourrait  évidemment  répéter  indéfiniment. 

Nous  sommes  donc  arrivés  en  dernière  analyse  à  déduire  de  la  solu- 
tion (i)  les  n  solutions  (10)  dont  la  somme,  plus  généralement,  est 
une  fonction  transcendante  entière  de  i  contenant  n  fonctions  arbi- 
traires. 

r 

5.  Exemples.  —  Soit  d'abord  l'équation 

^  -  i^  =  o. 
d.r         ây 

Posant /  =  e'^-^-^^y^  il  vient  Téquation  caractéristique  a  -  ^  =  o,  que 
je  résoudrai  par  rapport  à  a.  Donc  .v„  =  i ,  .v,  ^  ^,  5^  =  [3^,  ...  cl,  par 
suite,  en  faisant  pour  simplifier  <f„  =  o,  il  vient  la  solution 

i-(/)+i=;i''(r)+f>"  (>■)  +  •••: 

qui,  lorsque  le  choix  de  la  fonction  arbitraire  F(y)  lui  fait  repré- 
senter F(.x'  -+-y),  n'est  autre  que  le  développement  taylorien  de  celte 
fonction  arbitraire  de  x -\- y  que  donnent  les  considérations  élémen- 
taires bien  connues  de  la  théorie  des  éipialions  Hnéaires  et  homogènes 
aii\  dérivées  pailielles  du  premier  ordre. 

Prenons  maintenant  l'équation  bien  connue  de  la  théorie  de  la  pro- 
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paeration  de  la  chaleur 

— %  —  v-  =  o- 

L'équation  caractéristique  a?  —  [^  =  o  résolue  par  rapport  à  a  donne 
^0=  2,  -^2/=  2^',,  •'?2/^i  =  O)  'l'^ù  la  solution 


F(.>')  +  -;Ti''(r,)+i-[F"'(r)+--- 

qui,  dérivée  par  rapport  à  .r,  donne  cette  autre 

^$(j)+f;(i>'(r)+f;^''ry)  +  ---- 

Si  Ton  avait  résolu  l'équation  caractéristique  par  rapport  à  p,  on  aurait 
trouvé  la  solution 

Toutes  trois  sont  données  par  M.  P.  Appell,  dans  le  Mémoire  intitulé  : 
Sur  r équation  r  —  q  =z  o  et  la  théorie  de  la  clialeur  (Journal  de 
Mathématiques,  4*  série,  t.  VIII,  1892,  p.  187),  et  par  M.  H.  Lau- 
rent (Traité  d'Analyse,  t.  VI,  p.  192).  Si  l'on  prend  pour  fonctions 
arbitraires  des  polynômes,  les  séries  ci- dessus  se  réduisent  aussi  à  des 
polynômes,  comme  le  remarque  M.  Appell.  Les  dérivées  partielles  de 
ces  polynômes  donnent  d'autres  polynômes  qui  sont  encore  des  solu- 
tions. Les  séries  ci-dessus  peuvent  ne  pas  être  convergentes.  Ainsi  la 

dernière  ne  peut  représenter  une  fonction  se  réduisant  à  — — -  pour 

y  =  o,  car,  pour  cette  valeur  de  W(x),  elle  est  divergente,  résultat 
donné  par  M"^  Kowalevski.  (P.  Appell,  loc.  cit.,  p.  188  et  20G.) 
Soit  encore,  comme  exemple,  l'équation  de  la  propagation  du  son 

L'équation  caractéristique  a-  —  fl^  _  q  donne  a  =  =t  ^,  d'où  ^0  =  2, 
s^i=  2fl^',  s.■,^^^  =  o.  On  a  donc  la  solution 


F(7)+-^F"(y)+^F"(y) 
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puis,  par  dérivation,  par  rapport  à  x^  cette  autre 


x" 


En  remplaçant  d'abord  $  par  F,  puis  F  par  $  et  additionnant  et  retran- 
chant, on  aurait  un  développement  pouvant  représenter  la  solution 
bien  connue  Y(^x  4-/)  +  4>(a?  — y~).  Soit  enfin  l'équation  de  la  théo- 
rie du  potentiel 


On  a 


d'où 


d^f      ay      à^  _ 


a=±?V^2_^Y%  .9o=  2,  .5,,,=  2(-i/(;3--hY-y,  ^2iv,  =  o, 
d'où  la  solution 

où  les  exposants  des  parenthèses  indiquent  des  puissances  symboliques. 
Par  dérivation,  on  a 

ô.^(y')-j^\àr-  +  —^)  +  ï^\i)y  +  à^')  -■■■■ 

La  somme  de  ces  deux  séries,  si  l'on  choisit  des  polynômes  pour  les 
fonctions  arbitraires  F  et  <ï>,  nous  donne  tous  les  polynômes  sphé- 
riques  (P.  Appell,  Traité  de  Mécanique  rationnelle,  t.  III,  p.  i  i  i; 
H.  P01NCA.RÉ,  Figures  d'équilibre  d'une  masse  Jhiide,  p.  /ji).  Le 
fait  que  les  dérivées  partielles  d'un  polynôme  sphérique  sont  aussi  des 
polynômes  sphériques  est  évident  d'après  les  théories  précédemment 
développées.  On  peut  rcmanjuer  ici  (jue  le  fait,  pour  les  équations  qui 
nous  occupent,  d'admettre  des  polynômes  pour  solutions  n'est  nulle- 
ment le  privilège  de  l'équation  de  Laplace  ou  de  celle  de  la  théorie  de 
la  propagation  de  la  chaleur;  il  suffit,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que  les 
séries  entières  qui  satisfont  à  ces  équations  aient  pour  coefficients  des 
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opérateurs  aux  dérivées  partielles  susceptibles  d'annuler,  lorsque  leur 
ordre  s'élève,  des  polynômes  arbitraires  d'ordre  inférieur. 

4.  Cas  où  Véquation  caractéristique,  relative  à  une  équation 
cVordre  n,  n'est  pas  du  degré  n.  —  Dans  tout  ce  qui  précède,  le 
coefficient  Pq,  du  terme  de  degré  le  plus  élevé  de  l'équation  caracté- 
ristique, n'est  pas  nul,  si  bien  que  l'équation  aux  dérivées  partielles 

d"  f 
contient  toujours  le  terme  ^-^-  D'après  les  théorèmes  généraux  de 

Cauchy  et  de  M™^  de  Kowalevski,  les  solutions  précédemment  trouvées, 
qui  contiennent  n  fonctions  arbitraires  et  se  peuvent  réduire  à  des 
fonctions  arbitraires,  ainsi  que  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  —  i, 
ont  une  existence  dont  la  légitimité  était  pour  ainsi  dire  assurée  à 
l'avance  (E.  Goursat,  Leçons  sur  l'intégration  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  p.  17  et  23).  Si  Po  ou,  plus 
généralement,  Po,  P,,  ...,  Pyt_,  sont  nuls,  les  choses  vont  changer  et 
nos  développements  en  séries  entières  ne  subsisteront  qu'avec  une 
généralité  moindre;  en  outre,  les  lois  de  formation  des  coefficients 
changent  de  nature  d'une  manière  remarquable.  Les  fonctions  symé- 
triques s  sont  ici  des  fractions  rationnelles  en  a,  ayant  pour  dénomi- 
nateurs des  puissances  de  P^  et  le  développement  (6)  ne  sera  pas  entier 
en  a.  Toutefois  il  sera  possible  de  le  multiplier  par  une  puissance 
de  P/^  telle  qu'il  devienne  entier  jusqu'à  un  terme  d'indice  /*  arbitrai- 
rement choisi  et,  en  transportant  un  tel  développement  dans  l'inté- 

grale  (5),  nous  aurons  une  série  où  le  coefficient  de  - — ^^-^  pourra 

être  considéré  comme  une  fonction  arbitraire  et  où  les  termes  d'ordre 
inférieur,  considérés  à  gauche  du  précédent,  auront  des  coefficients 
que  l'on  déduira  l'un  de  l'autre  par  des  opérations  fonctionnelles, 
analogues  à  celles  qui  se  faisaient  de  gauche  à  droite  dans  les  cas  pré- 
cédemment étudiés.  Ce  développement  limité  représentera  asyrnpto- 
tiquement  une  solution  toutes  les  fois  que  l'on  pourra  établir  que,  pour 
une  valeur  suffisamment  grande  de  r,  le  reste  de  la  série  tend  vers  zéro. 
Ainsi,  par  exemple,  l'équation 

c?V    _  /•— o 
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admet,  sous  toutes  les  restrictions  précédentes,  la  solution 

De  telles  anomalies  sont  déjà  disculées  par  Cauchy  et  par  Brisson, 
géomètre  à  peu  près  oublié  aujourd'hui,  si  ce  n'est  justement  par 
reloge  qu'en  fait  Cauchy  {Œuvres  complètes,  2^  série,  t.  YII,  p.  198). 
Bien  que  le  second  cas  méritât  une  étude  tout  aussi  attentive  que  le 
premier,  ce  serait  m'écarter  trop  de  mon  sujet  que  de  m'arrèter  ici 
davantage.  J'ai  seulement  voulu  montrer,  par  des  exemples  simples, 
comment  les  seules  propriétés  des  opérateurs  composant  le  premier 
membre  d'une  équation  linéaire  permettaient  de  déduire  d'une  solu- 
tion très  particulière  d'autres  solutions  formant  des  classes  très  éten- 
dues. Nous  allons  maintenant  généraliser  ce  qui  précède  pour  des 
équations  aux  dérivées  partielles  à  coefficients  non  constants. 


II.  —  Équations  aux  opérateurs  X. 
o.  Soient  X,,  Xo,  .  .  .,  X,.  les  /'  opérateurs  : 


(■)  >^.(   )  =  '^..£  +  ^.=  £:+---+^" 


0  y        0  r       à 

ÔJ-,  Ox.y  ÔV,. 


qui  définissent  les  transformations  infinitésimales  d'un  groupe  continu 
simplement  transitif.  Suivant  les  notations  en  usage,  j'écrirai  X/X^ 
pour  X,[X^(  )]  et  (X/Xa)  pour  X,X;t—  X^X,-.  Les  opérateurs  pré- 
cédents déterminant  par  hypothèse  un  groupe,  nous  avons 

(2)  (X,X,)=2^'^^^- 

les  Cihs  étant  des  constantes  satisfaisant  aux  identités  de  Jacobi. 

Nous  pouvons  imaginer  que  l'on  forme  une  équation  aux  dérivées 
partielles  avec  les  opérateurs  X  exactement  comme  les  équations  du 

Chapitre  précédent  étaient  formées  avec  les  opérateurs  -p-  Par  ana- 
logie, une  telle  étpiatiou  j)ourrait  s'apj)oler  très  justement  une  ('(jud- 
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lion  aux  opérateurs  X  à  coejficieuts  constants.  En  nous  tenant  au 
second  ordre,  nous  verrons  facilement  que  sa  forme  la  plus  générale 

est 

I   a,,X^ -h  aajoXjX^ -h  2a,3X,X3 -h.  .  .-h  2a,,.X<X^ 

I  -h     a.oX^       +  2ao3X2X.. -h.  .  .--h  2a.,.X2X,. 

.ON      !  -+-     o'-ss^s      -^.  .  .+ ^ag^-XjX^ 

+  a,X,  +  «0X0  +  .  .  .-+-  a^X^+  a/=  ^^ 

les  a,  a^,  a^^^  étant  de  simples  coefficients  constants.  Au  cas  où  il  sem- 
blerait que  la  généralité  du  premier  membre  serait  augmentée  en  y 
faisant  figurer  X^^X^  en  même  temps  que  X^X^.  la  relation  (2)  mon- 
trerait qifil  n'en  est  rien,  l'an  de  ces  produits  ne  différant  de  l'autre 
que  par  des  termes  du  premier  ordre.  Cette  remarque  porte  immé- 
diatement à  se  demander  si  l'on  ne  pourrait  pas  encore  simplifier  le 
premier  membre  de  (3)  en  utilisant  la  relation  (2).  Nous  verrons 
qu'il  y  a  précisément  des  choses  importantes  à  faire  en  ce  sens,  mais  je 
préfère  montrer  tout  de  suite  quelles  sont  les  propriétés  de  l'équa- 
tion (3)  qui  sont  indépendantes  de  tout  arrangement  des  opérateurs. 
Au  groupe  simplement  transitif  (i)  correspond  un  groupe  simple- 
ment transitif  de  même  nature,  ces  deux  groupes  sont  dits  réciproques. 
Leurs  transformations  sont  permutables  et  leurs  opérateurs  X,,  Xo.  ..., 
X^  et  Y,,  Y^,  . . .,  Y,,  vérifient  par  suite  les  relations  X^Y/t=^  Y^.X,-  ou, 
en  abrégé,  (X^Y/f)  =  o.  (S.  Lie,  Théorie  der  Transformations- 
gruppen,  t.  I,  p.  38o.)  Ces  deux  groupes  sont  semblables,  c'est-à-dire 
que  l'on  peut  passer  de  l'un  à  l'autre  par  un  changement  de  variables. 
Je  rappelle,  en  renvoyant  toujours  à  l'Ouvrage  de  Lie  pour  les  démon- 
strations, que,  le  groupe  (i)  étant  donné  par  ses  opérateurs  X,  on 
détermine  le  groupe  réciproque  en  cherchant  d'abord  toutes  les  inté- 
grales distinctes  du  système  complet  : 


(4) 


(/=I,   2,    .  ..,  /•). 


Journ.  de  Mallt.  (j=  série),  lomc  \.  —  Fuse.  I,  1904. 


i3 


9^  A.     BUIIL. 

Ce  système  comprenant  /'  équations  à  2/'  variables  admet  ir  —  r, 
c'est-à-dire  r  intégrales  distinctes.  (E.  Goursat,  Leçons  sur  V inté- 
gration des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
p.  52.  —  S.  Lie,  loc.  cit.,  p.  88.)  En  égalant  ces  intégrales  qui  sont 
des  fonctions  de  a?,,  iCo,  .  .  .,  .r^;  x'^,  a?!-,,  .  .  .,  x^  à  /■  constantes  C,, 
C2,  .  .  .,  C^,  on  a  r  relations  entre  les  x  et  les  x'  qui  définissent  les 
transformations  finies  du  groupe  réciproque  cherché.  On  passe  ensuite 
à  ses  transformations  infinitésimales  Y,,  Y2,  .  .  .,  Y,,  au  moyen  d'une 
des  méthodes  élémentaires  bien  connues.  (S.  Lie,  loc.  cit.,  p.  n']-) 

Le  fait  que  les  opérateurs  Y  sont  permutables  à  tous  les  opéra- 
teurs X  entraîne  qu'ils  sont  permutables  à  l'opérateur  défini  par  tout 
le  premier  membre  de  l'équation  (3)  et,  par  suite,  ils  changent  les 
solutions  de  celte  équation  en  d'autres  solutions. 

Il  en  est  évidemment  de  même  de  leurs  combinaisons  linéaires  telles 
que  E  =  e^Y ^  -h  c^Y^^-ï-.  .  .+  rjY,.,  les  e  étant  des  constantes,  et  de 
toutes  les  sommes  de  produits  symboliques  de  telles  combinaisons. 
En  particulier,  la  série  symbolique 

'■■'=/+^E(/)  +  i,t;=(/)  +  ... 

est  une  solution  de  l'équation  (3)  si  la  fonction  f  en  est  une.  Or  cette 
série  représente  la  fonction  f  sur  laquelle  on  a  effectué  les  transfor- 
mations finies  du  groupe  défini  par  les  r  opérateurs  Y.  (S.  Lie,  loc. 
cit.,  p.  76,  et  H.  PoiNCARÉ,  Cambridge  philosophical  Transactions, 
Vol.  XVIll,  dédié  à  Sir  G.  Stokes,  p.  220.  Voir  aussi  Rendiconti  del 
Circolo  matcmatico  di  Palermo,  t.  XV,  1901,  p.  323).  Donc  les 
transformations  de  notre  groupe  réciproque  changent  une  solution  de 
l'équation  (3)  en  une  autre  contenant  les  /'  constantes  arbitraires  G. 
Si  l'on  multiplie  cette  dernière  solution  par  une  fonction  arbitraire 
des  C,  puis  par  les  éléments  différentiels  6?C,,  (/C^,  .  .  .,  dC^  et  si  Ton 
forme  l'intégrale  multiple  correspondante  prise  entre  des  limites 
constantes  mais  arbitraires,  nous  nous  élèverons  à  des  solutions  dé- 
pendant de  fonctions  arbitraires. 

Tout  ceci  est  trop  intimement  lié  au\  méthodes  de  Lie  pour  que  je 
m'y  arrête  davantage;  je  tiens  seulement  à  faire  remarquer  que  le 
raisonnement  précédent  est  calqué  mol  pour  mot  sur  celui  fait  au 
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Chapitre  précédent  à  propos  des  équations  à  coefficients  constants 
au  sens  ordinaire  de  l'expression.   Nous  avions  alors  les  opérateurs 

-r— »  -j — >  •••5  -i —  d'un  groupe  de  translations  qui  coïncidait  avec  son 

groupe  réciproque. 

En  résumé,  ce  qui  précède  peut  être  considéré  comme  une  généra- 
lisation des  méthodes  de  Caucliy.   . 

6.  Analogies  avec  les  véritables  équations  à  coefficients  cons- 
tants.  —  Puisque  les  équations  à  coefficients  constants  admettent 
toutes  des  solutions  du  type 

que  les  opérateurs  constituant  le  premier  membre  transforment  en 

il  est  naturel  de  se  demander  tout  d'abord  si  des  équations  aux  opé- 
rateurs X,,  Xo,  ...,  X,.  bien  déterminés  n'admettraient  pas,  indé- 
pendamment de  la  forme  du  premier  membre,  un  type  général  de 
solutions  S,  tel  que 

(5)  X.(S)  =  a,S,         X,(S)==a,S,  ...,  X,.(S)  =  a,S. 

Si  de  telles  relations  pouvaient  avoir  lieu,  elles  permettraient  évi- 
demment d'achever  de  déterminer  la  fonction  S  au  moyen  d'une 
équation  algébrique,  tout  comme  pour  les  équations  à  coefficients 
constants.  En  posant  logS  =  U,   les  équations  (5)  peuvent  s'écrire 

(6)  X,(U)  =  a,,  X,(U)=.a„  ...,  X,(U)=^a, 
et,  si  elles  admettent  une  solution  U,  le  système 

T,(U)  =  X.(U)  +  a.^^^o, 


T,(U)=:X,(^U)  +  a.^=o, 


dt 

âU 

dt 


T.(U)^.X,.(U)  +  «,.^^o 
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doit  admettre  aussi  une  solution  qui  est  U — /.  Ces  dernières  équa- 
tions forment  un  système  de  /■  équations  à  /•  -i-  i  variables,  première 
constatation  compatible  avec  l'existence  d'une  solution  mais  seule- 
ment d'une.  On  a  ensuite 

Or 

2^  ^iks  A  i  ^^  ^^  ^iks  ^s  ~r-   -r^  ^^  ^ihs  ^-st 

si  bien  que,  si^l'on  a 

s  —  r 

(7)  ^Ci,,sCf.s=0, 

s  =  l 

les  (T,T;i.)  sont  à  considérer  comme  exprimables  en  fonction  linéaire 
des  T  et  l'existence  d'une  solution  est  définitivement  assurée.  Reste 
à  savoir  comment  on  peut  satisfaire  au  système  (7).  En  général,  il 
semble  devoir  contenir  plus  d'équations  que  d'inconnues  sauf  pour 
/•  =  2  et  /•  =  3,  cas  qui  sont  les  plus  intéressants.  Mais,  à  supposer 
ces  équations  compatibles,  elles  pourront  laisser  certains  a^,  par 
exemple  a^,  a^,  .  .  .,  indéterminés  si  tous  les  c,/.^,  c,/,^,  .  .  .  sont  nuls. 
Cela  arrive  quand  le  groupe  X,,  X,,  .  .  .,  X^  contient  un  ou  plusieurs 
sous-groupes  invariants.  En  écartant  tout  d'abord  cette  bypolbèse,  il 
résulte  de  l'iiomogénéité  des  équations  (7)  qu'elles  ne  peuvent  donner 
pour  les  (Xj  que  des  valeurs  de  la  forme  A,  a,  //^a,  .  .  .,  /',.a,  a  élaul 
une  constante  indéterminée  et  la  seule  qui  puisse  l'être,  et  les  h  étant 
des  coefficients  numériques  invariables.  En  d'autres  termes,  les  équa- 
tions (6)  peuvent  s'écrire 

x,(^)  =  /.,      x.(^)  =  /..      ....      x.(^)  =  /., 

—  étant  une  fonction  qui  no  peut  absolument  contenir  que  les  va- 
riables X'. 

Prenons  maintenant  le  cas  d'un  sous-groupe  invariant.  Pour  fixer 
les  idées,  supposons  que  l'ensemble  des  opérateurs  Xo,  ...,  X^  cons- 
titue un  sous-groupe  invariant  dans  le  groupe  X,,  Xo,  .  .  .,  X^.  Cxla 
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signifie  que 

(X,,  X/,)  --=  €^2^2+  Cu-sXj-h.   .  .-hC,/,r\r, 

pour  Jx  =  2,  3,  .  .  .,  7-,  et  que  Xo,  X.j,  .  .  .,  X^.  définissent,  à  eux  seuls, 
un  groupe  k  r  —  i  paramètres  qui  est  le  sous-groupe  invariant  en 
question.  Donc  tous  les  c,/.,  sont  nuls  et,  par  suite,  a,  est  une  constante 
indéterminée.  La  solution  U  du  système  (6)  dépendra  donc  de  deux 
constantes  arbitraires.  On  établirait  de  même  que,  si  le  sous-groupe 
invariant  est  X,„,  X,„^,,  . . .,  X,.,  la  solution  U  dépend  de  m  constantes 
arbitraires;  l'une  de  ces  constantes  peut  être  simplement  multipli- 
cative. 

Pour  en  revenir  au  problème  général,  nous  supposerons  donc  que 
l'on  a  déterminé  une  solution  U  du  système  (6)  contenant  au  moins 
une  constante  arbitraire  multiplicative,  d'où  une  solution  S  =  ^^  du 
système  (5).  Cette  solution  S  substituée  dans  l'équation  (3)  nous 
conduira  à  une  équation  algébrique  liant  les  constantes  a,,  a^,  . . .,  a^. 
Si  ces  dernières  se  réduisent  à  une  seule,  le  fait  de  l'assujettir  à  véri- 
fier l'équation  entraînera  que  la  solution  S  ne  contiendra  plus  rien 
d'arbitraire  du  tout. 

Nous  allons  voir  maintenant  comment  S,  quel  que  soit  le  nombre 
de  constantes  arbitraires  que  renferme  cette  solution,  est  généralisée 
par  les  transformations  du  groupe  Y  réciproque  de  X.  Si  U  est  une 
fonction  satisfaisant  au  système  (6),  U  —  U' satisfait  au  système  com- 
plet (4),  U'  désig'uant  une  fonction  absolument  identique  à  U  où  les  x 
sont  remplacés  par  les  x'.  En  d'autres  termes  U  —  U'  est  une  intégrale 
de  (4)  et,  par  suite,  ne  peut  être  autre  chose  qu'une  fonction  de  r  in- 
tégrales distinctes  telles  que  celles  considérées  plus  haut  et  égalées 
respectivement  à  des  constantes  C,,  C_.,  .  .  .,  C,..  Donc 

(8)  U'^.U  +  F(C,,a,  ...,Q.) 

et,  par  suite,  la  solution  S  =  e^  de  l'équation  (3)  est  changée,  par  les 
transformations  finies  du  groupe  Y,  en 


(9) 


,U4-F(C,,C;,...,C,-) 


L'analogie  de  ce  résultat  avec  celui  trouvé  pour  les  équations  à 
coefficients  constants  du  Chapitre  précédent  est  évidente,  mais  il  est 


I02  A.    BUHL. 

essentiel  de  remarquer  qu'elle  ne  se  poursuit  pas  forcément  jusque 
dans  son  utilisation.  Dans  le  premier  cas,  nous  avons  eu  : 

U  =  a,ic.  H-  a2^2  +  •  •  •+  «r^z-j 
F(C,,  Ca,  .  .  .,  C^)  =  a,  C,  -h-X-.C.  +.  .  .  4-  a,.C;.; 

ce  qui  nous  a  conduits  à  la  formule  de  Fourier  et  aux  résultats  habi- 
tuels qui  en  découlent  et  dont  l'utilité  est  incontestable.  Dans  le  se- 
cond, rien  ne  nous  permet  d'affirmer  que  la  fonction 

F(c,,a,  ...,a) 

ne  va  pas  se  scinder  en  une  somme  de  plusieurs  termes  dont  certains 
seront  complètement  indépendants  des  a,  et  à  ces  termes  correspon- 
draient, dans  la  solution  (9),  des  fonctions  des  C  simplement  multipli- 
catives. Ainsi,  dans  le  cas  où  le  groupe  X  ne  contient  aucun  sous- 
groupe  invariant  et  où  le  système  (6)  ne  peut  admettre  qu'une 
solution  de  la  forme  U  =  y.Y{x,,  x^-,  .  .  .,  x^),  d'où,  pour  l'équa- 
tion (3),  une  solution  c*^  où  a  cesse  d'être  arbitraire  comme  devant 
satisfaire  à  une  équation  algébrique,  la  solution  (9)  ne  contient 
d'autres  constantes  arbitraires  que  les  C  et  celles-ci  y  forment  un 
simple  facteur  tel  que  si  l'on  multiplie  par  c^C,,  c^Ca,  .  ..,  dOr  et 
intègre,  tout  revient  à  multiplier  e^^  par  un  fadeur  constant.  Dans  ce 
cas,  la  solution  obtenue  est  à  considérer  comme  inutile  puisqu'elle 
ne  contient  rien  d'arbitraire  et  que  les  méthodes  précédentes  ne 
peuvent  la  généraliser.  Nous  rencontrerons  pareille  singularité  dans 
l'étude  de  l'équation  d'Euler  et  Poisson,  exemple  qui  d'ailleurs 
éclaircira  ce  qui  précède. 

7.  Ces  analogies  plus  ou  moins  nettes  avec  les  équations  à  coeffi- 
cients constants  deviennent  particulièrement  remarquables  dans  le  cas 
où  toutes  les  constantes  c^;^^  qui  définissent  la  structure  du  groupe  X 
sont  nulles.  Alors  toutes  les  constantes  a  sont  arbitraires  et  il  existe 
un  changement  de  variables  ramenant  l'équation  (3)  à  une  équalion 
aux  dérivées  partielles  à  coefficients  constants.  Cela  résulte  du  fait 
que  les  opérateurs  X  sont  permulablcs  et  qu'on  peut,  en  ce  cas,  les 

ramener  aux  opérateurs  -r—'  -ï— '  •••' (S.  Lie,   Théorie  (fer 
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Transforinatioiisgruppen,  t.  I,  p.  339.)  Les  formules  de  transfor- 
mation s'obtiennent  en  égalant  à  des 
grales  distinctes  du  système  complet 


mation  s'obtiennent  en  égalant  à  des  constantes  arbitraires  les  r  inté- 


(10)  X*(/)  +  ^  =  o,  (A=I,2,.,.,,0. 

J'ai  donné  une  application  géométrique  assez  intéressante  de  ces  con- 
sidérations dans  le  Bulletin  de  la  Société  matliématique  de  France, 
(t.  XXXI,  1903,  p.  47)-  li  s'agissait  de  la  détermination  des  surfaces 
dont  un  système  d'asymptotiques  se  projette  sur  le  plan^Ox  suivant 
la  famille  de  courbes  définie  par  l'équation  différentielle 

dx  dy 

X  ~  "b" 

Le  problème  conduit  à  l'équation 

A^g  +  ^^AB^-+B'^  =  o        ou        .V(/)^Y(/)  =  o, 

si  l'on  pose 

X(/)  =  Ag..B|,        Y(/)  =  X(A)|^+X(B)|. 

En  écrivant  que  ces  deux  opérateurs  sont  permutables,  on  trouve 
les  conditions  : 

X^(A)  -  Y(A)  =  o,         X=^(B)  -  Y(B)  =  o. 

Il  faut  donc  que  A  et  B  soient  des  solutions  de  l'équation  proposée 
pour  qu'on  puisse  la  ramener  à  la  forme 

(i  i)  -^ f-  =  o. 

On  peut  prendre,  en  particulier, 

A  —  a  -t-  cj?  -h  dy^         B  =  ^  H-  ^x"  -f-  «•/, 
a,  c,  d^  b,  e,  g  étant  des  constantes.  Donc  toutes  les  familles  de  courbes 
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définies  par  des  équations  de  la  forme 

dy  h  -\-  ex 


dx        a  -\-  ex  -\-  g  y 

peuvent  être  prises  pour  projections  d'un,  système  d'asymptotiques  de 
certaines  surfaces  dont  la  connaissance  dépend  de  l'intégration  de 
l'équation  (if)  bien  connue  dans  la  Théorie  de  la  chaleur.  M.  L. 
Bianchi  avait  déjà  fait  connaître  un  cas  particulier  de  ces  considé- 
rations en  montrant  que  la  détermination  des  surfaces  dont  un  sys- 
tème d'asymptotiques  est  situé  sur  des  cylindres  de  révolution  de 
môme  axe,  se  ramène  à  l'intégration  de  l'équation  (i  i)  (').  On  voit 
que  l'on  peut  remplacer  les  cylindres  de  M.  Bianchi  par  tous  ceux 
dont  les  sections  droites  rentrent  dans  les  familles  de  courbes  définies 
par  l'équalion  difTérentielle  précédente.  Pour  plus  de  détails,  notam- 
ment au  point  de  vue  géométrique,  je  renvoie  à  ma  Note  précitée. 

8.  Réduction  à  la  forme  régulière  cV une  équation  aux  opéra- 
teurs X.  —  Ainsi  qu'on  l'a  déjà  remarqué  au  début  du  Chapitre,  on 
peut  se  demander  si,  au  moyen  des  relations  fondamentales  (2),  on 
ne  pourrait  pas  ramener  l'équation  (3)  à  une  forme  plus  simple.  La 
chose  est  non  seulement  possible,  mais  très  aisée  en  s'appuyant  sur  le 
Calcul  des  polynômes  symboliques  exposé  par  M.  H.  Poincaré  dans 
son  Mémoire  Sur  les  <j;roupes  continus  (^Cambridge  pliilosopJdcal 
Transactions,  t.  XVIII,  dédié  à  sir  G.  Stokes  à  l'occasion  de  son 
jubilé,  i()oo).  M.  Poincaré  dit  que  des  polynômes  formés  d'opérateurs 
tels  que  X  sont  équivalents  quand  on  peut  les  ramener  l'un  à  laulre 
au  moyen  des  relations  (2)  et  qu'ils  sont  réguliers  quand  ce  sont  des 
sommes  de  puissances  de  combinaisons  linéaires  telles  que 

}.,X,-hA,X,+...4-X,X,; 

il  démontre  ensuite  qu'un  polynôme  quelconque  est  toujours  équi- 
valent à  un  polynôme  régulier. 


(')  E.  GoL'KSAT,  Leçons  sur  l'inlégralion  des  éf/uations  aux  dériiées  par- 
tielles du  second  ordre,  l.  I,  p.  1  jo. 
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Dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  cette  conclusion  est  à  peu 
près  évidente;  le  polynôme  symbolique  que  forme  le  premier  membre 
de  l'équation  (3)  peut  se  ramener  à  une  somme  de  carrés  symboliques 
et  la  régularisation  peut  encore  s'éclaircir  à  l'aide  d'une  interpréta- 
tion géométrique.  On  remarquera  l'analogie  avec  la  réduction  à  des 
sommes  de  carrés  des  formes  quadratiques  algébriques. 

Dans  l'espace  général  à  r  dimensions,  prenons  r  axes  rectangulaires 
d'origine  O  et  /'  points  dans  ce  même  espace, 


(12) 


> 


les  P  désignent  ces  points,  les  parenthèses  qui  suivent  contiennent  les 
coordonnées  de  chacun. 

Considérons  tous  les  vecteurs  OP,-  et  désignons  leurs  longueurs 
respectives  par  p^.  Nous  avons,  en  désignant  par  la  notation  (z7f) 
l'angle  P^OP^t, 

Avec  ces  notations,  on  peut  écrire  aisément  l'identité 

[p";X;+2p,p,cos(t2)X,Xo-i-.  .  .-h  2p,p,.cos(ir)X,X;. 

-h  p:Xl  +.  .  .-f-  2p2p,.COs(2/-)X2X^ 


vX;] 


(•3)    (       =V(p,,X,  +  p,,X,  +  ...+  p,,X,.)^ 
1=1 

+  [p.p2Cos(i2)(X,X,) -h  p,p,cos(i3)(X,X3) 

-f-  p2p3Cos(23)(X2X3) 


p,p,cos(ir)(X,X,) 
p,,p;.cos(2r)(X2X^) 


"+"    pr-l  p/-*,X^_,  X;.)J. 

Le  second  membre  de  cette   égalité  se  compose  de  la  somme  de 


Journ.  de  Math.  (5*  série),  tome  X.  —  Fasc.  I,  1004. 
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carrés  symboliques  mise  en  évidence  et  d'un  crochet  qui  est  tout 
entier  du  premier  degré  d'après  les  relations  (2).  Quant  au  polynôme 
triangulaire  du  premier  membre,  ses  coefficients  sont  quelconques; 
on  peut,  par  suite,  l'identifier  avec  le  polynôme  de  même  nature  qui 
figure  dans  le  premier  membre  de  (3).  Il  est  ainsi  démontré  que  le 
premier  membre  de  l'équation  (3)  peut  se  ramener  à  une  somme  de 
carrés  symboliques  suivie  d'une  foime  linéaire  des  opérateurs  X. 
Considérons  les  relations  d'identification 

«//  =  f  ?  5  «//.  =  pi  ?k  cos  (  ik). 

Si  nous  exprimons  les  seconds  membres  en  fonction  des  ^,;t?  il  y  ^  évi- 
demment surabondance  de  ces  derniers  éléments  qui  sont  au  nombre 

de  /■-  alors  que  les  a,/,  ne  sont  qu'au  nombre  de  — -•  Il  est  facile 

de  faire  disparaître  cette  surabondance,  ce  qui  d'ailleurs  simplifie 
encore  les  choses.  Les  coefficients  pf  et  p,pffCOs(ik)  restent  évidem- 
ment les  mêmes  si  l'ensemble  de  tous  les  vecteurs  OP  est  considéré 
comme  un  système  invariable  pouvant  tourner  autour  du  seul  point 
fixe  O.  Amenons  donc  le  vecteur  OP,  sur  l'axe  Oo;, ,  puis,  par  rotation 
autour  de  cet  axe,  le  vecteur  OPo  dans  le  plan  OXfX.^,  puis,  par  rota- 
tion dans  l'espace  à  quatre  dimensions,  le  vecteur  OP3  dans  l'espace 
OXfX^x^  et  ainsi  de  suite.  11  n'y  aura  plus  finalement  dans  l'espace 
à  7'  dimensions  que  le  dernier  vecteur  OP^  et  les  points  P  auront  alors 
des  coordonnées  plus  simples  que  précédemment  et  que  donne  le 
Tableau  ci-dessous  : 

P,     (|3,,,      o,  .  .  .,  o,  o), 

p,     (J3,,      %,,      ...,o,  o), 

A  /•-)  \  [^/-i,  1  ?  P/--),2  5    •   •      ■    Pr—t,r-\  ^   ^  )j 
P.       (?n,  ?r. p..,-    M         M- 


(l4) 


Les  [3,/,  sont  .alors  en  même  nombre  (jue  les  v.,,,  et  la  généralité  n'est 
évidemment  diminuée  en  rien.  Nous  avons  donc  le  résultat  suivant  : 
Toute  équation  lincaire  du  second  ordre  aux  opcl'ateurs\^,  Xj,  .... 
Xr  d'un  groupe  continu  simplement  transitif  peut  être  ramenée  à 
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la  forme 

(i5)  +(^,A.+..-+?..x,)=+... 

En  empruntant  la  terminologie  de  M.  Poincaré,  je  dirai  que  celle 
équalion  esl  régularisée,  par  rapport  aux  opérateurs  X,  suivant 
les  vecteurs  OP. 

9.  Equations  ré gularisables  dans  V espace  à  moins  de  r  dimen- 
sions. —  L'équation  régulière  précédente  contient  /•  carrés  symbo- 
liques, mais  il  peut  arriver,  pour  certaines  formes  des  coefficients  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  qu'elle  représente,  qu'elle  en  con- 
tienne moins.  Géométriquement  on  pourra  toujours  interpréter  cela 
en  ramenant  les  /'  points  P  dans  un  espace  à  moins  de  r  dimensions. 

A  ce  point  de  vue,  la  plus  simple  de  toutes  les  équations  est  celle 
qui  se  régularise  dans  l'espace  à  une  dimension.  Tous  les  vecteurs  OP 
sont  alors  confondus  suivant  une  seule  et  môme  droite  et  il  n'y  a  plus 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  (i5)  que  le  premier  carré  sym- 
bolique. Telle  est,  par  exemple,  l'équation  à  deux  variables  X-  —  Y=  o 
rencontrée  plus  haut  et  qui  déterminait  une  surface  par  la  projection 
d'un  système  d'asymptotiques.  En  se  reportant  aux  expressions  (i) 
des  opérateurs  X,  on  voit  facilement  que,  dans  toute  équation  régu- 
larisable  suivant  une  seule  et  même  droite,  les  coefficients  des  déri- 
vées partielles 


(.6) 


à'-I         O'f         à'f 


dxj       dxi  dxk       dx\ 
sont  respectivement  de  la  forme 


kki 


les  A  étant  des  formes  linéaires  à  coefficients  constants  des  \. 

Après  ces  équations  viennent  celles  qui  sont  régularisables  dans  un 
plan.  Dans  le  Tableau  (14)5  les  deux  premières  colonnes  de  ^  sont  les 
seules  qui  ne  soient  pas  nulles  et  le  premier  membre  de  (i5)  se  réduit 
à  la  somme  des  deux  premiers  carrés.  Dans  les  équations  de  cette 
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nature,  les  dérivées  partielles  (i6)  sont  respectivement 

A^+Av,     2(A,^A,;,-h  Ao^A,^),     A;,  +  A^^. 

Plus  généralement,  soit  une  équation  régularisable  dans  l'espace  à  m 
dimensions  (m<  r).  Les  coefficients  des  dérivées  partielles  (i6)  sont 
respectivement  de  la  forme 

A;.-+-A;;.  +  ...+  A;,,, 

2(A,,A,yr.+  A,,A,A+-  •  .+A,„,A„,A-35 

Aa  +  A;;,  +  ...-f-A;,„ 
en  posant 

Pour  m  =  /',  on  retrouve  le  cas  général. 

10.  Equations  régularlsablcs  suisanl  des  vecteurs  oj^tlwgoiiaux. 
—  Si  tous  les  vecteurs  OP  sont  orthogonaux,  on  peut  les  considérer 
comme  confondus  avec  les  axes  des  coordonnées;  il  n'y  a  plus  que  les 
[^/yt  <Jt;  la  diagonale  du  Tableau  (i4)  qui  i^^  sont  pas  nuls  et  Téqua- 
tion  (i5)  prend  la  forme 

(p,, X.)^  +  (p..X,)^' -+-... +(^,,X,)^+fJ,X,4-...+  fl.X,. -h  p/=o. 

Si  tous  les  ^ii  sont  égaux  à  i ,  je  dirai  que  Féquation  est  régularisée 
suivant  des  vecteurs  orthogonaux  unitaires.  Toute  équation  aux  opé- 
rateurs X  du  type  (3)  peut  être  régularisée  suivant  des  vecteurs 
orthogonaux  unitaires.  Il  suffit,  en  effet,  de  prendre  pour  nouveaux 
opérateurs  les  formes  linéaires  contenues  dans  les  parenthèses  du  pre- 
mier membre  de  (i  ));  les  deux  groupes  définis  par  les  X  ou  par 
r  formes  linéaires  à  coefficients  constants  de  ces  mêmes  opérateurs  X 
ne  sont  pas  distincts.  Cette  dernière  réduction  est  certainement  très 
avantageuse  au  point  de  vue  de  la  simplicité  de  forme  obtenue  finale- 
ment pour  le  premier  membre  de  féquation,  mais  il  faut  observer 
que,  au  point  de  vue  où  nous  nous  sommes  placés  au  début  de  ce  Mé- 
moire, cette  sim2:)licité  importe  moins  que  celle  des  opérateurs  cux- 
mèiiics. 


ÉQUATIONS    LINÉAIRES    AUX    DÉRIVÉES    PARTIELLES.  I O9 

11.  Régularisation  d'une  équation  quelconque.  —  Etant  donnée 
une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  absolu- 
ment quelconque,  ce  qui  précède  montre  que  l'on  peut  toujours  réduire 
son  premier  membre  à  une  somme  de  carrés  symboliques  d'operateurs 
de  la  forme  (i),  somme  suivie  de  termes  du  premier  ordre  formant  un 
opérateur  de  même  nature,  car  les  expressions  trouvées  pour  les  coef- 
ficients des  dérivées  partielles  (i6)  peuvent  représenter  des  fonctions 
quelconques,  mais  il  faut  bien  observer  qu'alors  les  opérateurs,   tels 
que  (1),  n'appartiendront  pas  forcément  à  un  groupe.  De  plus,  les 
choses  pourront  être  compliquées  encore  par  l'ensemble  des  termes  du 
premier  ordre,  ensemble  formant,  en  général,  un  opérateur  distinct 
des  précédents.  Naturellement  ces  équations  quelconques  ne  jouiront 
en  rien  des  propriétés  étudiées  au  début  de  ce  Chapitre,  mais  je  remar- 
querai cependant  que  la  régularisation  met  en  lumière  certains  points 
intéressants.  Une  équation  à  /•  variables  se  régularisera,  en  général, 
avec  /•  carrés  symboliques.  Ainsi,  une  équation  du  second  ordre,  à 
deux  variables,  régularisée,  contient,  en  général,  deux  carrés  dans  son 
premier  membre,  les  deux  carrés  pouvant  être  remplacés  facilement 
par  un  produit;  on  retrouve  la  forme  donnée  à  l'équation  générale  du 
second  ordre  par  Legendre  et  Imschenetsky  (E.  Goursat,  Leçons  sur 
l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre, 
t.  II,  p.  32).  Les  méthodes  de  ces  deux  savants,  celle  de  Laplace,  ne 
s'étendent  pas  aux  éc{uations  générales  à  plus  de  deux  variables,  mais 
si,  parmi  ces  dernières,  on  considère  la  classe  de  celles  qui  se  régula- 
risent dans  l'espace  à  deux  dimensions,  lesquelles  ne  contiennent  que 
deux  carrés,  l'analogie  avec  les  équations  à  deux  variables  subsiste.  Je 
ne  puis  m'étendre  ici  plus  longuement  sur  ces  idées,  mais  la  décompo- 
sition en  carrés  symboliques  me  paraît  comparable  à  la  décomposition 
des  formes  quadratiques  algébriques. 

Les  équations  régularisables  à  l'aide  de  nombres  différents  de  carrés 
sont,  à  coup  sûr,  aussi  séparées  que  les  formes  algébriques  qui  sont 
dans  le  même  cas.  La  régularisation  peut  donc  être  la  source  de 
classifications  analogues  à  celles  de  la  théorie  des  caractéristiques. 

12.  Applications  des  théories  précédentes.  —  Après  les  équations 
à  coefficients  constants,  étudiées  au  Chapitre  précédent,  les  plus  simples 
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seront  celles  formées  d'opérateurs  aussi  simples  que  possible  appar- 
tenant à  un  groupe  continu  simplement  transitif.  De  tels  groupes  sont 
les  groupes  projectifs  du  plan  dont  les  opérateurs  sont  de  la  forme 

?^  ^, 

''  dx         '  dy 

^  et  Y]  étant  du  premier  degré  en  x  et  y.  De  tels  opérateurs  formeront, 
comme  on  le  voit  facilement,  des  équations  dont  les  dérivées  du  second 
ordre  auront  pour  coefficients  des  formes  du  second  degré  en  x  et  j^» 
les  dérivées  du  premier  ordre  ayant  pour  coefficients  des  formes  du 
premier  degré  de  ces  mêmes  variables.  Réciprocpiement,  des  équations 
aux  dérivées  partielles  de  cette  forme,  lesquelles  correspondent  aux 
équations  différentielles  ordinaires  admettant  pour  intégrale  la  série 
hypergéométrique,  auront  toujours  certaines  chances  de  pouvoir  être 
considérées  comme  formées  des  opérateurs  d'un  groupe  projectif,  vu 
l'assez  grande  variété  de  formes  que  présentent  ces  groupes. 

Voici  un  Tableau  de  groupes  projectifs  à  deux  paramètres;  ce  sont 
de  véritables  groupes  à  deux  paramètres  ou  des  sous-groupes  tirés  de 
groupes  plus  généraux. 

On  représente,  suivant  l'usage,  les  opérateurs  -r-et  y-  par  p  et  q. 
Groupes  dont  l'une  des  constantes  de  structure  est  nulle. 


1°    (XY)rr:XX. 

X. 

Y. 

Slructure 

p 

xp—yq 

i,o 

1 

yq  —  xp 

I  jO 

p 

axp  +  byq 

rt'jO 

q 

axp  H-  byq 

b,o 

xq 

axp  4-  byq 

b 

—  a,o 

yp 

axp  ^- byq 

a 

—  b,o 

p  -\-  xq 

xp-^^-yq 

1  ,o 

9 

p^yi 

i,o 

^p  +  {y  —  -r)q 

i,o 
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2°  (XY)=!xY. 

' 

X. 

Y. 

Slrucliire, 

xp 

xq 

0,  I 

y  9 

yp 

o,i 

xp 

x-p  +  xyq 

o,i 

y  9 

^yp-^y'-g 

O,  1 

xp—yq 

X'p  +  xyq 

o,i 

yq  —  xp 

xyp  -h  y-q 

o,i 

xp  +  lyq 

{^''--y)p  +  ^yq 

o,i 

xp-\-q 

xq 

o,i 

Ces  groupes  sont  empruntés  à  TOuvrage  de  S.  Lie  et  G.  Scheffers  : 
Vorlesungen  ûber  conlinuierliche  Gruppen  (p.  288). 

D'après  un  théorème  général  de  Lie  {loc.  cit.,  p.  435  :  Théorie  der 
Transfojmiations gruppen,  t.  I,  p.  34o),  deux  groupes  simplement 
transitifs,  ayant  même  structure,  sont  semblables,  c'est-à-dire  qu'on 
peut  les  ramener  l'un  à  l'autre  par  un  changement  de  variables. 

Ainsi,  dans  la  liste  précédente,  nous  pouvons  prendre  deux  groupes 

au  hasard   et  les  transformer  l'un  en  l'autre.  Soient,  pour  fixer  les 

idées,  /?,   axp  -h  hyq  à  ramener  à  la  forme  xp,  xq.  Pour  que  les 

structures  soient  complètement  identiques,  il  convient  d'abord  de  les 

écrire 

b 

xq,         — '^p,  1,0. 

Nous  avons  ensuite  (S.  Lie,  loc.  cit.)  à  intégrer  le  système  complet 

à/  ,df  àf        h     df  ,  df 

ax  ôy  '  ax        a  ''  ay  ax 

qui  admet  les  deux  intégrales  distinctes  a?.r'  — y'— C,  y°-x'^=Ql'^, 
d'où  les  formules  de  transformation 
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i\ous  voyons  donc  que  toutes  les  équations  linéaires  aux  dérivées 
partielles  formées  des  opérateurs  d'un  groupe  simplement  transitif 
du  plan,  pourront  toujours  être  régularisées  finalement  à  l'aide  des 
opérateurs  d'un  groupe  de  même  nature  que  l  on  pourra  prendre  aussi 
simple  que  possible,  notamment  dans  la  liste  des  groupes  projeclifs. 

S'il  s'agissait  non  pas  de  groupes  plans  mais  de  groupes  d'un  espace 
plus  général,  on  arriverait  évidemment  à  des  conclusions  identiques, 
mais,  dans  la  suite  du  présent  Mémoire,  ce  sont  les  équations  à  deux 
variables  qui  nous  fourniront  des  applications  des  théories  précédentes. 


III.  —  L'équation  d'Euler  et  Poisson. 

15.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  équations  les  plus  simples, 
après  les  équations  à  coefficients  constants  proprement  dites,  sont 
celles  dont  le  premier  membre  est  formé  d'opérateurs  appartenant  à 
un  groupe  projectif  plan.  En  fait,  la  simplicité  relative  de  telles  équa- 
tions a  naturellement  conduit  les  géomètres  à  s'occuper  d'elles.  On 
en  a  un  bel  exemple  dans  l'équation  d'Ruler  et  Poisson  : 

(i)      (x  -yy-^,  -  n{:c~yY£  -f-  m(./;  -7)^  -  pf=  o, 

à  laquelle  M.  G.  Darboux  a  consacré  de  fort  belles  pages  dans  ses 
Leçons  sur  la  Théorie  des  surfaces  (t.  Il,  p.  5/1),  en  se  réclamant 
surtout  de  la  méthode  de  Laplacc  et  de  résullals  appartenant  en 
propre  à  lui  et  à  M.  P.  Appell. 

Je  vais  reprendre  cette  élude  par  les  méthodes  du  Chapitre  précé- 
dent en  m'efTorçant  surtout  de  séparer  de  l'équation  toutes  les  pro- 
priétés qui  ne  lui  appartiennent  pas  en  propre,  mais  appartiennent 
aux  opérateurs  : 

et  qui,  par  suite,  appartiendraient  tout  aussi  bien  à  une  équation  de 
forme  et  d'ordre  quolcon<jucs  formée  avec  les  mêmes  opérateurs. 
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L'équation  (i)  s'écrit  avec  les  opérateurs  ('2)  : 

(3)  XY-//X  h  (m-  i)\—pf=o. 

En  multipliant  d'abord  par  4,  on  la  régularise  facilement  à  l'aide 
de  deux  vecteurs  de  longueur  nulle  dirigés  suivant  les  droites  iso- 
tropes. On  l'obtient  ainsi  sous  la  forme 

(4)  (X  4-Y)^-(X-Y)^-(4//-2)X-(4m-2)Y-4/>/-o. 

Les  opérateurs  (2)  forment  un  groupe  dont  les  constantes  de  struc- 
ture sont  I  et  i.  On  a,  en  effet,  (XY)  ^=  X  +  Y.  Ce  groupe  étant 
projectif,  on  peut  remplacer  ses  opérateurs  par  d'autres  définissant 
des  groupes  projectifs  de  même  structure.  Cherchons,  par  exemple, 
en  nous  laissant  guider  par  la  simplicité,  à  écrire  l'équation  d'Euler 
et  Poisson  avec  les  opérateurs  xp,  xq.  Le  changement  de  variables 
X  ^=:  X  —  y,  y  =  X  -h y  nous  donne  facilement 

Y /   0  ,   d  Y f   d  ,    â 

ÔJ.-  Oy  ax  Oy 

Supprimant  les  accents  et  portant  dans  (4),  il  vient 

ou,  en  développant  et  reprenant  les  notations  ordinaires. 

Pour  m  =^  n,  on  reconnaît  une  forme  spéciale  de  l'équation  donnée 
par  Euler  (G.  Darboux,  loc.  cit.,  p.  56).  Cette  forme  (5)  étant  ob- 
tenue, je  préfère  revenir  à  la  forme  habituelle  et  aux  opérateurs  (2), 
surtout  pour  ne  pas  m'écarter  de  la  forme  d'exposition  adoptée  par 
M.  G.  Darboux. 

Déterminons  d'abord  des  opérateurs  permutables  aux  opérateurs  (2). 

JoLini.  de  Math,  (o*^  série),  lome  \.  —   Fasc.  I,   1904.  -^^ 
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11  nous  faut  intégrer  le  système  complet 
auquel  on  trouve  facilement  les  intégrales 

x'  —  y'       xy'  —  x  y 


X  —  y  X  —  y 

qui,  égalées  à  des  constantes  arbitraires  a  et  ^,  donnent  les  formules 
de  transformation 

(6)  x'  =  ax  -:-  h^        y  ^.  ay  -+-  h. 

Ce  sont  les  transformations  finies  du  groupe  réciproque  de  (2);  on 
trouve  alors  immédiatement  ses  transformations  infinitésimales  : 

V^^  dx'^ây'         ^dx'^yOy' 

On  vérifie  facilement  que  ces  deux  opérateurs  sont  permutables  aux 
opérateurs  (2). 

11  s'ensuit  que  toute  équation  linéaire  formée  avec  les  opéra- 
teurs (2),  quels  que  soient  sa  forme  ou  son  ordre,  a  ses  solutions 
chan<^ées  en  cVautres  solutions  par  la  transformation  (6)  et  les 
opérateurs  (7).  Pour  l'équation  d'Euler  et  Poisson,  ce  résultat  a 
d'ailleurs  été  donné  par  M.  G.  Darboux  {loc.  cit.,  p.  61)  qui  rappelle 
que  Sophus  Lie  l'a  également  obtenu.  Mais  il  est  à  démêler  d'autres 
qui,  au  premier  abord,  paraissent  de  môme  nature.  Ainsi,  pour/?  =  o, 

l'opérateur 

.  d  .,  à 

x^  -T — h  y  -; — I-  m  X  -\-  n  y 
ax  oy  "^ 

change  toute  solution  de  l'équation  (i)  en  une  autre,  mais  c'est  là  une 
propriété  particulière  à  l'équation  d'Euler  et  Poisson;  elle  n'est  plus 
vraie  pour  une  équation  construite  avec  les  opérateurs  (2)  assemblés 
au  hasard.  De  même,  réléganle  transformation  finie  de  M.  P.  Appell 
est  une  propriété  particulière  à  (i)  pour  p  =  o. 

ii.  D'après  ce  (juo  nous  avons  vu  à  la  fin  du  n"  G,  Téqualion  qui 
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nous  occupe  doit  avoir  une  solution  dont  le  type  subsiste  pour  toute 
équation  formée  des  opérateurs  (2),  les  solutions  du  type  contenant 
au  moins  une  constante  arbitraire  qui  est  particularisée,  quant  à 
chaque  équation  particulière,  au  moyen  d'une  équation  algébrique. 
D'après  les  généralités  du  n"  6,  ce  type  de  solution  est  ici  défini  par 
l'exponentielle  e^,  U  étant  solution  du  système 

^^-■>')^""°'-"         (•^— r)^  =  ^-^'  ^a,  +  [j.a,=.o; 

X  et  [j.  sont  les  constantes  de  structure  de  (2),  donc  i  et  i,  si  bien 
qu'en  posant  a,  =  —  ao  =  a,  on  trouve  la  solution 

U  =  alog(.r-jK), 
d'où 

La  solution  (x  —  yY  appartient  donc  à  louics  les  équations  linéaires 
formées  des  opérateurs  (2).  Dans  chaque  cas  particulier,  a  est  racine 
d'une  équation  algébrique  qui  est  ici  : 

( 8 )  a^  H-  (  A??  -f-  /?  —  I  ) a  -h  /?  ^  o. 

On  vérifie  immédiatement  que,  comme  l'indique  la  théorie  géné- 
rale, la  solution  en  question  n'est  pas  généralisée  par  la  transforma- 
tion (6).  D'ailleurs  les  opérateurs (7)  ne  la  transforment  pas  non  plus 
en  une  solution  nouvelle.  Partant  de  la  solution  (;r  —  yY  dans  laquelle 
il  est  sous-entendu  que  a  est  racine  de  (8),  il  est  naturel  de  chercher 
des  solutions  de  l'équation  (i)  qui  soient  de  la  forme  (x  —  yy^(x,y). 
La  fonction  0  est  alors  déterminée  par  une  équation  telle  que 

(9)  -Â-^ —  T-  H r  ^^  o. 

^  *^ ^  dr  ôr        j-  —  y  Ox        .v  —  y  dy 

que  j'appellerai,  avec  M.  Darboux,  l'équation  E(j3,  ^')  en  désignant 
par  Z(p,  P')  une  quelconque  de  ses  solutions  (G.  Darboux,  loc.  cit., 
p.  55).  L'équation  (8)  nous  montre  immédiatement  que,  comme  so- 
lution du  type  précédent,  l'équation  (9)  admet  (x- — JK)'~^~^',  ce  qui 
est  un  résultat  bien  connu. 
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15.  Su7'  U application  (Tune  mothode  do  Laplace  généralisée  par 
M.  Picard.  —  11  nous  reste  à  partir  d'une  solution  de  (9),  distincte 
de  la  précédente,  pour  qu'on  puisse  la  généraliser  par  une  transfor- 
mation du  groupe  (G).  Ici  se  pose  alors  la  question  générale  de 
trouver  une  première  solution  particulière  des  équations  qui  nous 
occupent.  Le  procédé  applicable  à  l'équation  d'Euler  et  Poisson  qui 
consiste  à  chercher  une  solution  qui  soit  le  produit  d'une  fonction  de 
X  seul  par  une  fonction  de  y  seul  est  peut-être  le  plus  simple  auquel 
on  puisse  avoir  recours.  Plus  généralement,  si  l'on  considère  que  les 
équations  ici  étudiées  ont  souvent  des  coefficients  qui  sont  des  formes 
linéaires  de  x  et  de  y,  il  sera  d'un  grand  secours  dans  de  tels  cas  d'ap- 
pliquer la  méthode  donnée  par  Laplace  pour  les  équations  différen- 
tielles ordinaires  et  étendue  aux  équations  aux  dérivées  partielles 
par  M.  Picard.  {Sur  une  classe  d'équations  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre.  Rendiconti  del  Circolo  niateniatico  di  Palernio, 
1891,  p.  3o8).  Cette  méthode  de  M.  Picard  est  fort  intéressante  à  com- 
parer avec  celle  développée  dans  le  présent  Mémoire,  bien  que  toutes 
deux  ne  puissent  s'appliquer  toujours  aux  mêmes  équations.  En  effet, 
la  méthode  de  M.  Picard  s'applique  à  des  équations  à  coefficients 
linéaires  qui  peuvent  parfaitement  ne  pas  être  formées  des  opérateurs 
d'un  groupe,  seul  cas  étudié  ici,  mais  d'autre  part  elle  ne  s'applique 
pas  dans  le  cas  de  coefficients  quadratiques  alors  que  les  équations  de 
ce  Mémoire  peuvent  en  présenter  de  tels.  Mais  dans  les  deux  cas  on 
peut  obtenir,  de  bien  des  manières,  des  solutions  renfermant  une  fonc- 
tion arbitraire  (E.  Picaud,  loc.  cit.).  Pour  les  équations  aux  opéra- 
teurs X,  on  peut,  de  toute  solution  contenant  une  fonction  arbitraire, 
en  déduire  d'autres  au  moyen  des  opérateurs  réciproques  Y.  Seule- 
ment rien  n'indique  que  cela  augmente  toujours  la  généralité. 

Pour  en  revenir  à  l'équation  d'Euler  et  Poisson  nous  pouvons  faci- 
lement en  trouver  des  solutions  particulières  telles  que 

(10)  .T  PjK  1^',      {y  -  .i-)'-P-l^'.rP'-'jP-' 

en  raisonnant  soit  comme  M.  l)arl)oiix,  soit  comme  M.  Picard. 

La  première  est  d'une  importance  capitale,  car  on  peut  en  déduire 
l'intégrale  générale  au  sens  de  Uiemann  sans  s'appuvcr  sur  d'autres 
propriétés  de  l'équation  que  celles  (pii  appartiennent  aux  opérateurs 
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(2)  comme  on  le  verra  dans  un  instant.  Tout  d'abord  notre  première 
solution  devient  par  la  transformation  (G) 

{ax-^  b)-^  (ay  ^  b)-^' , 

Considérant  a  et  b  comme  des  fonctions  d'une  certaine  variable  u 
et  o  (u)  désignant  une  fonction  arbitraire,  on  conclut  de  là  la  solution 

(11)  I  (^(ii)(ax -{- by^  (ay  +  b)-^' du. 

En  raisonnant  de  même  sur  la  seconde  solution  (  lo)  et  ajoutant  à 
la  précédente  on  aurait  la  formule  à  deux  fonctions  arbitraires  donnée 
dans  un  cas  particulier  par  Poisson  et  généralisée  par  M.  Appell.  Or 
cette  formule  est  la  source  d'une  foule  de  solutions;  elle  peut  même 
donner  celles  déduites  par  M.  Darboux,  dans  un  ordre  d'idées  diflc- 
rent,  de  la  métliode  de  Laplace.  Ainsi  soit  u  une  variable  imaginaire 
et  prenons  l'intégrale 

(12)  I  (Q(n)(x  —  u)~^(y  —  u)~^' du 

le  long  d'un  contour  infiniment  petit  décrit  autour  du  point  singulier 
u  =  y  en  supposant  que  ^  et  [3'  soient  des  entiers  positifs  m  et  n.  On 
obtient  à  un  facteur  constant  près 

^  ■^  ou     -T-     


En  raisonnant  de  même  pour  le  pôle  u  =  x,  on  aurait  une  autre 
formule  qui,  avec  la  précédente,  donnerait 


X  et   Y  étant   respectivement  fonctions  de   x   seul    et    de  y  seul. 
(G.  Dahboux,  loc.  cit.,  p.  65.) 

Comme  autre  exemple  observons  d'abord  avec  M.  Darboux  que  les 
limites  constantes  de  l'intégrale  (12)  peuvent  être  remplacées  par  x 
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OU  par  y,  si  bien  que  l'intégrale 


/ 


^^/p 


où  A  est  une  constante  arbitraire,  est  une  solution.  On  reconnaît  une 
intégrale  définissant  la  série  hypergéométrique  (E.  Picard,  Traité 
d Analyse,  t.  II,  p.  228)  et  nous  retrouvons  la  solution  connue 


;'f(?',  ->,  I-?-À,j). 


16.  Sur  la  recherche  de  Vintégrale  générale  d'après  Riemann. 
—  La  recherche  de  l'intégrale  de  Riemann  qui  est  déterminée  dans 
tout  le  plan  quand  on  lui  assigne  des  valeurs  arbitraires  sur  les  carac- 
téristiques de  l'écjuation  nécessite  d'abord  la  considération  de  l'équa- 
tion adjointe 

,   ^.  d'il  |3'      du  p       du  p  +  p' 

^      ^  ùx  ôy        X — )■  ox         f  —  y  Oy         (.r — y)- 

pour  laquelle  il  faut  trouver  une  solution  se  réduisant  respectivement  à 
(,4)  (^=^y    et  à 


pouric  =  a7(,  ety  =  yç,  x^^  ety^  jouant  le  rôle  de  constantes  arbitraires 
dans  cette  solution  qui  doit  satisfaire  aussi  à  l'équation  primitive,  si 
l'on  y  considère  au  contraire  .z„  et  y\  comme  les  variables.  Sans 
revenir  sur  la  savante  analyse  par  lacjuelle  ]\I.  Darboux  résout  ce  pro- 
blème, je  veux  simplement  montrer  que  le  résultat  ne  dépend  au  fond 
que  de  l'existence  de  la  solution  de  laquelle  nous  sommes  déjà  partis. 
En  effet,  l'équation  adjointe  (i3)  est  aussi  une  équation  d'Euler  et 
Poisson  qui  admet  la  solution  u  =  (.r  —  y)^*^' ^\  si  v  satisfait  à 

d^'  a      dv  %'     dv 


àx  dy        X  —  y  dx        x  —  y  ày 
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Or,  nous  pouvons  prendre 

k 

-s  [(u  -  i)x-  -  (u.i;  -  yo)V^'[(u  -  1)7  -  (wx'o— j„)]-P, 
w,  Xq,  y^  étant  jusqu'ici  des  constantes,  d'où  la  solution 

y^P-' [w(a7  —  x^  -  (x-  - y^)\-^'\u{y  -  ^-o)  —  (r  -  y^)Y^du. 

Pour  limite  supérieure  de   cette  intégrale  définie,  on   peut  prendre 
l'infini  positif  et  pour  limite  inférieure  -; — —■>  car  ^'  se  pouvant  mettre 

X       x^ 

avec  l'approximation  que  l'on  veut  sous  la  forme  — -,  p  et  q  étant 

des  entiers,  ladite  limite  inférieure  de  l'intégrale  sépare  une  partie 

1  ^  ~  ■'^'" 

6     iL/   ^^~  %Ay  n 


réelle  d'une  partie  purement  imaginaire.  Posant  w  =  -  -  _ •  %  on  a 


Cette  solution  p'  multipliée  par  {x  — jv/^'^  donne  la  solution  u  désirée. 
Pour  x=^Xq,  yz=zy^^  elle  se  réduit  à  un  facteur  constant  près  aux 
expressions  (i4).  Il  resterait  à  vérifier  que,  considérée  comme  fonction 
de  Xq  et  y^y  elle  satisfait  à  l'équation  primitive,  ce  pourquoi  je  renvoie 
à  l'ouvrage  de  M.  Darboux. 

Tous  ces  exemples  montrent  le  grand  parti  que  l'on  peut  tirer  de 
solutions  particulières  dans  la  théorie  des  équations  qui  nous  occupent. 


IV.  —  Exemples  divers.  —  Surfaces  déterminées  par  la  projection 
d'un  système  de  lignes  asymptotiques. 

17.  Les  méthodes  précédemment  développées  sont  évidemment 
susceptibles  de  s'appliquer  à  beaucoup  d'équations  que  l'on  traitera 
comme  l'équation  d'Euler  et  Poisson,  soit  immédiatement,  soit  après 
un  changement  de  variables  ramenant,  s'il  y  a  quelque  avantage  à 
cela,  les  opérateurs  du  premier  membre  à  d'autres  opérateurs  plus 
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simples.  Je  développerai  un  exemple  en  ce  sens  à  propos  d'une  équa- 
tion parabolique.  Nous  avons  déjà  vu  que  la  famille  de  courbes 


(0 


dy_ 
dx 


B 
Â 


pouvait  être  considérée  comme  la  projection  d'un  système  d'asympto- 
tiques  de  toutes  les  surfaces  définies  par  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles 


(2) 


ou 


ox-  Ox  Oy 


dy- 


X^(/)-Y(/)  =  o, 


si  Ton  pose 


àf    ,    T>^/ 


àf 


(3)    X(/)  =  A^4B^.        Y(/)^X(A)^-hX(B) 


à  y 


A  côté  du  cas  d'intégrabilité  précédemment  étudié  au  n°  7,  cas  où 
les  opérateurs  X  et  Y  étaient  permutables,  nous  allons  étudier  celui 
où  ces  mêmes  opérateurs  définissent  un  groupe  dont  les  transforma- 
tions ne  sont  pas  permutables.  On  aura  donc 

(XY)  -  ÀX  +  [xY, 

A  et  [x  désignant  des  constantes.  En  écrivant  que  les  opérateurs  (3) 
réalisent  une  telle  condition,  il  vient  les  relations 

X=^(A)  -  Y(A)  =  XA  --  aX(A), 
X=^(B)-Y(B)=XB  -^u.X(B), 

Elles  forment  un  système  d'équations  non  linéaires  fort  compliqué. 
Si  l'on  consent  à  altérer  la  symétrie,  on  gagne  tout  de  suite  beaucoup 
en  simplicité  en  remarquant  que  la  première  équation  admet  la  solu- 
tion A  =  I ,  si  A  =  o.  Kcsle  alors  la  seconde 

XHB)-Y(B)-|xX(B)-^o, 
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OU 

^^^  Jx^  dx  ôy  dy-         ^\dx  ôy) 

Donc  si  B  est  une  solution  quelconque  de  cette  dernière  équation 
nous  pouvons  appliquer  les  méthodes  développées  dans  le  présent 
Mémoire  à  l'équation  linéaire 

(5)  ^  +  2B/îi-4-B»î?i/  =  o 

^    ^  ox^  u.r  Oy  a  y 

qui  est  alors  formée  avec  deux  opérateurs  X  et  Y,  tels  que 

(XY)  =  (.Y. 

Tous  les  groupes  définis  par  cette  relation  peuvent  se  ramener  par 
un  changement  de  variables  au  groupe  projectif  très  simple 

V  ^  V  ^ 

A.  =  U.  X  -z —  5  1    —  X  -T — 

'       o.v  oy 

qui  y  satisfait  comme  on  le  vérifie  immédiatement. 

Donc,  quelle  que  soit  la  solution  B  satisfaisant  à  (4),  l'équation  (5) 
pourra  toujours  se  ramener  à  la  forme 


àf 
•^   —  o 


ou,  en  développant, 

(6)  ^  +  l^__i_^^o. 

^    '  dx'^        X  dx        ^^  X  dy 

Telle  est  donc  l'équation  que  nous  avons  à  étudier. 

18.  Pour  trouver  les  opérateurs  permutables  à  xp  et  xq^  il  nous 
faut  intégrer  le  système  complet 

Journ.  de  Math.  (5"  série),  tome  X.   —  Fasc.  I,   igo^.  l6 


12  2  A.     DUHL. 

qui  admet  les  intégrales 

X  ,        x' 

X  "^  X  '^  ' 

En  les  égalant  à  des  constantes  arbitraires  a  et  h,  nous  avons  les 
formules  de  transformation 

(7)  x'=ax,         y=ay-i-b, 

qui  sont  les  transformations  finies  du  groupe  réciproque  de  xp,  xq. 
Pour  les  transformations  infinitésimales  de  ce  groupe  réciproque,  on 
trouve  immédiatement  les  opérateurs 

(8)  1'  'Tx^yw 

Donc  les  transformations  finies  (7)  et  les  opérateurs  (8)  changent 
toute  solution  de  réquation(6)  en  une  autre  solution.  Ce  résultat,  qui 
subsiste  évidemment  pour  toutes  les  équations  linéaires  aux  opéra- 
teurs xp  et  xq,  n'est  pas  distinct,  en  particulier,  de  celui  relatif  à 
l'équation  d'Euler  et  Poisson  mise  sous  la  forme  (5)  du  n°  15. 

L'équation  (6)  étant  écrite  avec  des  opérateurs  aussi  simples  que 
possible,  on  peut  se  demander  si,  inversement,  on  ne  peut  lui  donner 
une  forme  encore  plus  simple,  quitte  à  employer  des  opérateurs  un 
peu  plus  compliqués.  Nous  pouvons  essayer  le  procédé  de  réduc- 
tion indiqué  par  M.  E.  Goursat  dans  ses  Leçons  sur  les  équations 
aux  dérwées  partielles  du  second  ordre  (t.  II,  p.  89).  L'équation  (6) 
admet  les  deux  solutions  évidentes  log.r  et  x  -h  pi^/.  Faisons  d'abord 
le  changement  de  variables 

u  =  log^r,         ^  =y' 

Les  opérateurs  xp  et  xq  deviennent 


àf 
Ji-r' 

au  if. 

Ctl'l 

équation 

(C) 

s'écrit 

alors 

(9) 

e"  à/  _ 

0 
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Quant  au  changement  de  variables 
il  transforme  les  opérateurs  xp  et  xq  en 

et  l'équation  (6)  en 

Ces  formes  réduites  sont  intéressantes,  surtout  la  seconde  qui,  pour 
(X  =  I ,  nous  donne  encore  un  exemple  simple  d'équation  formée  avec  les 
mêmes  opérateurs  que  l'équation  d'Euler  et  Poisson,  mais  aucune 
d'elles  ne  paraît  présenter  de  plus  grandes  facilités  d'intégration  que 
la  forme  primitive.  J'ai  observé,  au  contraire,  qu'il  était  utile,  quant  à 

la  recherche  d'une  solution  particulière,  de  remplacer  ^  par  — -y-' 

L'équation  devient  alors 

(lo)  T^H ïH — ^:î=o 

et  peut  être  considérée  comme  formée  avec  les  opérateurs 

Les  transformations  finies  et  infinitésimales  (7)  et  (8)  sont  alors 
remplacées  par 

(112)  x'=-ax^         y'=^d-y-^b., 

(\'\\  A-         '  ^        ■       ^ 

^      '^  âv  Ox    '    ^-^  ôy 

19.  Recherche  d'une  solution  particulière.  Application  de  la 
méthode  de  Laplace  généralisée  par  M.  Picard.  —  On  peut  d'abord 
rechercher  une  solution  de  l'équation  (10)  en  admettant  qu'elle  ait 
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la  forme  XY,  X  étant  fonction  de  x  seul,  Y  fonction  dey  seul.  En  effet 
l'équation 

X"Y+iX'Y  +  -^XY'=o 

se  scinde  immédiatement  en  les  deux  suivantes  : 

(i4)  X"+^X'+X  =  o,        Y'-[j.2Y=:o. 

On  reconnaît  immédiatement  dans  la  première  une  équation  li- 
néaire inté^rable  au  moyen  des  transcendantes  de  Bessel  (H.  Laurent, 
Traité  d'Analyse,  t.  V,  p.  218). 

D'ailleurs  on  vérifie  sans  peine  que  l'expression 

en  est  une  solution. 

La  seconde  équation  (i 4)  donnant  Y  =  c'^'^,  nous  avons,  pour  (10), 
la  solution  particulière 


doL 


que  l'on  peut,  si  on  le  désire,  débarrasser  de  tout  élément  imaginaire 
en  remplaçant  x  par  —  ix  et  y  par  — y,  substitutions  évidemment 
permises  d'après  les  formules  (12).  On  obtient  ainsi 

Comme  je  l'ai  expliqué  au  Chapitre  précédent,  on  pourrait  aussi 
appliquer  la  méthode  de  Laplace  généralisée  par  M.  Picard  {loc.  cit.). 
Cette  méthode  consiste  à  poser 

f=  ffe''^e^'^{oL^)doLd^. 
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On  a  ensuite 


x^".  =        r6>«^eP>a-K^?)^P—        ffe'-'e^y^^{oC''\>)doLd<^, 


dx 

H-'  ày 


Additionnant,  il  faut  pouvoir  annuler  tout  le  second  membre.  On  dé- 
terminera d'abord  la  fonction  'sj;  comme  devant  satisfaire  à  l'équation 

ou 
d'où 

ç  étant  une  fonction  arbitraire.  Si  maintenant  on  imagine,  pour  fixer 
les  idées,  que  les  intégrations  par  partie  par  rapport  à  a  aient  été  faites 
entre  les  limites  —  i  et  +  i ,  il  nous  reste  à  annuler 

=  ±(e^-e-^)f<,(i^)e^y^fT^d?. 

Donc,  en  suivant  toujours  le  raisonnement  de  M.  Picard,  nous  pou- 
vons considérer  [3  comme  une  variable  imaginaire  et  dire  que,  si  l'on 
peut  trouver  une  fonction  9  (P)  et  un  contour  C  tel  que  l'intégrale 

(16)  j'9((i)ePVM^^^P 
soit  nulle,  l'intégrale  double 

(17)  r  fe"e^^-^B==d^d? 

c/_i     Je  v/S  +  fx^a^ 

est  solution  de  (10). 
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Si,  comme  application,  nous  prenons  ©([5)  =  g— — :,  et  si  le  contour  C 

est  une  circonférence  infiniment  petite  entourant  le  point  p  =  —  ix-, 
l'intégrale  (i6)  est  nulle,  comme  on  s'en  aperçoit  facilement,  et  (17) 
devient,  à  un  facteur  constant  près, 


+ 1       f^ax 

~        :dcc. 


On  retrouve  ainsi  la  solution  (i  5). 

20.  Généralisation  de  la  soluiion  particulière  obtenue.  —  Si  dans 
la  solution  (i5)  on  remplace  x  par  x'  ei y  parj',  conformément  aux 
formules  (1  2),  on  obtient  une  nouvelle  solution  qui,  à  un  facteur  con- 
stant près,  est 


"L  r 


dy.. 


Multipliant  par  ¥{a)da^  F  étant  une  fonction  arbitraire  et  intégrant 
entre  des  limites  quelconques  simplement  assujetties  à  donner  un  sens 
à  l'intégrale,  nous  avons  la  solution  plus  générale 

(uS)  y  F(a)c-^-"^y^^    ^^d^da. 

De  toiles  expressions  sont  évidemment  en  nombre  illimité,  car  toutes 
les  solutions  qui  se  déduisent  de  (ï8)  en  particulaiisant  F(«)  peuvent 
évidemment  être  traitées  à  leur  tour  comme  (i5).  Ainsi,  si,  dans  la 
formule  précédente,  nous  prenons  la  première  intégrale  entre  — ex  et 
-h  ce  en  faisant  F(aj  =  i,  il  est  facile  d'intégrer  par  rapport  à  a  en 
partant  de 

r\-'-dt  =.^r,. 

(A.  Galguy,  Œuvres  complètes,  1"  série,  t.  VII,  p.  280).  On  trouve 
ainsi 

(  \  1^  c^' ï^__i^ -  A r  ^ -i- 1  -^   —Il  ■^•*    ,   1 
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expression  qui,  comme  on  le  vérifie  facilement,  est  bien  solution 
de  (9).  En  posant—  =  —  c,  on  déduit  immédiatement  de  (19)  la 
nouvelle  formule 


aVi' 


$(c)  étant  cette  fois  la  fonction  arbitraire. 

Cette  dernière  formule  est  intéressante;  l'une  des  limites  constantes 
de  la  première  intégrale  pourrait  être  remplacée  par  y,  car,  lorsque 
c  varie  en  passant  par  cette  valeur,  nous  avons  de  part  et  d'autre  une 
valeur  réelle  et  une  valeur  purement  imaginaire  pour  l'intégrale.  Je 
me  suis  proposé  d'autres  questions  laissées  momentanément  en  suspens 
tant  elles  paraissent  contenir  de  difficultés  nouvelles,  notamment  celle 
d'appliquer  à  l'équation  (10),  pour  de  certains  contours,  la  méthode  de 
Riemann.  En  fait,  d'ailleurs,  rien  n'autorise  le  seul  essai  d'appliquer 
à  une  équation  parabolique  des  méthodes  qui  jusqu'ici  ont  été  plutôt 
particulières  aux  équations  hyperboliques.  Toutefois  il  faut  noter  que, 
à  l'aide  d'un  artifice  des  plus  ingénieux,  M.  P.  Appell  a  appliqué  la 
méthode  de  Riemann  à  l'équation 

ôj:-        dy 

\^Sur  r équation  r  —  q  =■  o  (^Journal  de  Mathématiques,  1892, 
p.  187)]  composée  d'opérateurs  permutables,  et  ceci,  dans  une  certaine 
mesure,  autorise  des  recherches  pour  une  équation  qui,  telle  que  (10), 
a  un  premier  membre  formé  d'opérateurs  appartenant  à  un  groupe. 

21.  Applications  géométriques  de  ce  qui  précède.  —  D'après  ce 
que  nous  avons  vu  au  n**  17,  à  toute  solution  B  de  l'équation  (4)  cor- 
respond une  famille  de  courbes 

qui  peut  être  considérée  comme  la  projection  d'un  système  d'asympto- 
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tiques  de  surfaces  dont  la  connaissance  dépend  de  l'intégration  d'une 
équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  (5)  dont  la  forme  diffère  suivant 
celle  de  B,  mais  qu'un  changement  de  variables  convenable  pourra 
toujours  ramener  identiquement  à  l'équation  (9).  Il  semble  fort  peu 
commode  de  trouver  des  solutions  de  (4),  si  bien  que  les  résultats  ne 
seront  ni  aussi  nombreux,  ni  aussi  élégants  que  dans  le  cas  (?;o//'au  n"  7) 
où  l'équation  (2),  du  présent  Chapitre,  se  composait  d'opérateurs 
permutables. 

Cherchons  d'abord  une  solution  de  (4)  qui  soit  fonction  de  x  seu- 
lement, si  bien  que  la  famille  de  courbes  (21)  s'obtiendra  par  la  trans- 
lation faite  parallèlement  à  l'axe  des  y  d'une  des  courbes  la  composant. 
On  trouve  immédiatement 

^  —  ae'^'^  -f-  h 
ael  b  étant  des  constantes.  L'équation  (2)  est  alors 

et  est  formée  avec  les  opérateurs 

(22)  £+(«'^'^+^)^f     l'^^^'fy 

définissant  un  groupe  dont  les  constantes  de  structure  sont  o  et  [x. 
Nous  devons  pouvoir  les  ramener  aux  opérateurs  (i  1),  ou  plus  exacte- 
ment à 

(2J)  -^/-'      —  7^'  T-y 

par  un  changement  de  variables  dont  la  connaissance  exige  d'abord 
l'intégration  du  système  complet 

OJT        ^  ^  oy         1        or  ' 

u,  ac^-^  -Y -tX-~-,  =  o. 

^  ay        (\        ov' 
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On  en  trouve  assez  facilement  les  deux  intégrales 


qui,  égalées  à  des  constantes  arbitraires,  donnent  les  formules  de 
transformation 

(24)        ^=Ce^^        y  =  (^J'|^,*.+  ï(i,r_^.)+(:'^. 

On  vérifie  sans  peine  qu'elles  transforment  les  opérateurs  (22)  en  les 
opérateurs  (23).  Finalement,  nous  voyons  qu'à  toute  solution  S(a:?, y) 
de  l'équation  (10)  correspond,  par  les  formules  (24),  une  double 
infinité  de  surfaces  j  =  S(x',  jy)  dont  un  système  d'asymptotiques 
se  projette  suivant  la  famille  de  courbes 


dy 
dx 


=  ae^'  -hb, 


qui  contient  notamment  les  courbes  dont  la  sous-tangente  est  constante. 
Ces  résultats  peuvent  être  étendus  par  une  transformation  homogra- 
phique. 

22.  On  pourrait  maintenant  se  proposer  de  reclierclier  d'autres 
solutions  de  l'équation  (4);  il  y  en  a  qui  sont  fonctions  de  y  seul, 
d'autres  qui  sont  le  produit  d'une  fonction  de  x  seul  par  une  fonction 
de  y  seul;  mais  il  serait  certainement  fastidieux  de  multiplier  les 
exemples  en  ce  sens. 

Le  but  de  ce  Chapitre  a  surtout  été  de  montrer  comment,  une  équa- 
tion telle  que  (2)  étant  donnée,  on  peut  chercher  les  conditions  per- 
mettant de  la  considérer  comme  formée  avec  les  opérateurs  d'un 
groupe  simplement  transitif,  puis,  dans  les  cas  où  cela  est  réalisé,  de 
trouver  un  changement  de  variables  aussi  avantageux  que  possible 
pour  sa  simplification  et  finalement  son  intégration  au  moyen  d'inté- 
grales définies  multiples  contenant  des  fonctions  arbitraires. 


Journ.de  ,l/a</i.  (  5»  série),  tome  X.  —  Kasc.  I,  igo/j.  ^7 
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Sur  une  classe  d'équations  aux  dérivées  partielles,  du 
second  ordre,  du  type  hyperbolique,  à  3  ou  \  variables 
indépendantes  ; 

Par  31.  R.  d'ADHÉMAR. 


PREFACE. 


Les  équations  aux  dérivées  partielles  peuvent  être  étudiées  à  deux 
points  de  vue  :  ou  bien  l'on  cherche  une  intégrale  contenant  tout 
V arbitraire  possible  (  '  )  :  c'est  le  problème  de  Cauchy,  et  l'on  regarde 
alors,  en  général,  tous  les  éléments  comme  analytiques  (dévelop- 
pables  en  série  de  Taylor);  ou  bien  l'on  cherche  une  intégrale  définie 
par  des  conditions  données  sur  une  frontière  donnée  :  c'est  le  pro- 
blème de  la  Physique  mathématique,  le  problème  dains  le  domaine 
RÉEL,  et  les  éléments  ne  sont  pas  forcément  analytiques. 

Ce  Mémoire  est  consacré  à  l'étude  du  problème  réel  pour  les  équa- 
tions : 

L  /    \        d^u        d^ u        d'il  au         ,  Ou  du         ,.  . 

^(«)  =  3F  +  dF  -  7)T?  =  «Sï  +  ^5^  +  ''37  +/"  +  h 

(*)  G.  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  (Gauthier-Villars),  t.  II, 
p.  97-  —  E.  GouRSAT,  Leçons  sur  les  équations  aux  dérii'ées  partielles  (Her- 
mann). 

Journ.  de  Math.  (5*  série),  tome  X.  —  Fasc.  II,  1904.  I" 
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(«)  = 

ù^-a         d^a     1     O-u         ô'^  u 
dx^     '     dy-     '     ôz.'-          dt- 

_      du 
dx 

et 

Ai  ,,  Ai  ,,  Al  ,,  Ai  ,.  .•\.. 

h, 

les  a,  6,  . . .,  h  étant  des  fonctions  des  variables  indépendantes. 
L'équation 

A(«)=/(^,7,^) 

a  été  étudiée,  à  ce  point  de  vue  de  détermination  d'une  intégrale  par 
ses  valeurs  sur  une  surface,  par  M.  Volterra  ('),  professeur  à  l'Uni- 
versité de  Rome. 

Le  Mémoire  de  M.  Volterra  est  d'une  lecture  difficile,  mais  il  suffit 
de  lire  les  pages  182-184,  puis  183-193,  pour  saisir  son  idée  fonda- 
mentale, qui  se  rattache  à  la  méthode  de  Green  pour  le  problème  de 
Dirichlet,  et  à  la  méthode  de  Riemann  pour  les  équations  du  type  : 

/TJX  d''-u        d'^a  du         ,  du  , 

^      ^  dx-         dy^  dx  dy 

Les  équations  (H),  dites  hyperboliques,  admettent  pour  caractéris- 
tiques les  parallèles  aux  bissectrices  des  axes  (*).  M.  Volterra  a 
reconnu  intuitivement  que  les  cônes  A  parallèles  au  cône 

x'^  -+-  y-  —  :'-  =^  o 

jouent  le  rôle  de  caractéristiques  pour  l'équation 

A(u)=/, 

et  cela  plusieurs  années  avant  que  M.  J.  Beudon,  au  point  de  vue  du 
problème  de  Gauchy,  ait  étendu  la  définilion  des  caractéristiques  au 
cas  des  équations  à  plus  de  deux  variables  indépendantes. 

Pour  l'équation  de  Laplace,  Tanaloguc  de  A  est  un  point,  et  il 
existe  des  différences  profondes  entre  les  équations  à  caractéristiques 


(')  ylcla  mathcmatica,  l.  X\  111,  iSg^. 

(*)  Em.  Picard,  Bulletin  des  Sciences  malhémaliijues,  1899  el  Cours  de  la 
Sorbonne,  1899,  ?  '"sislé  sur  la  disposition  nécessaire  des  données  par  rapport 
à  ces  droites. 
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réelles,  dites  hyperboliques,  et  les  équations  à  caractéristiques  ima- 
ginaires, dites  elliptiques  ('  ). 

Nous  traitons  donc  ici  du  Problème  réel  pour  des  équations  à 
caractéristiques  réelles. 

Tout  d'abord  j'ai  mis  en  relief  la  notion  de  conormale  (-),  et  l'idée 
et  le  mot  ont  été  adoptés,  de  suite,  par  MM.  Hadamard  ('')  et  Cou- 
Ion  (^). 

Par  làj'eViVe  les  longs  calculs  de  M.  Volterra  et,  en  second  lieu, 
je  détermine  les  surfaces  pi^içilégiées,  c'est-à-dire  celles  qui  sont 
susceptibles  de  déterminer  une  intégrale  avec  moins  de  données  que 
les  surfaces  ordinaires,  et  cela  tout  intuitivement. 

Ces  surfaces  sont  les  plans  à  45°  sur  le  plan  xOy^  ou  les  cônes  A, 
pour  (A),  comme  pour  (H)  les  bissectrices  sont  les  droites  privilégiées. 

Ce  Mémoire  se  divise  tout  naturellement  en  trois  Parties  dont  je 
résume  ici  le  contenu  : 

Première  Partie  :  Etude  du  problème  intérieur  pour  A(?/)  =/. 

Soit  une  surface  S  découpée  intérieurement  par  un  cône  A°. 
M.  Volterra  obtient  la  valeur  de  u  au  sommet  du  cône  A°  en  fonction 
des  valeurs  de  u  et  des  dérivées  premières  sur  S.  J'ai  repris  ceci  :  il 
faut  donner,  sur  S,  Vintégrale  et  sa  dérivée  conormale .  J'ai  étudié 
quelles  sont  \cs  foi^mes  acceptables  pour  les  surfaces  S. 

J'ai  établi  la  réciproque  difficile  et  d'un  haut  intérêt  :  si  le  point  A, 
sommet  de  A%  s'approche  indéfiniment  de  S,  la  valeur  de  w  en  A  tend 
vers  la  valeur  donnée  sur  S  au  point  (i),  point  limite  des  positions 
de  A. 

Dans  le  cas  où  la  surface  S  est  une  surface  privilégiée,  un  cône  A', 
fai  commencé  l'étude  de  cette  réciproque.  Il  se  présente  les  plus 
grandes  difficultés  et,  à  cette  heure,  l'étude  n'est  pas  encore  complè- 
tement terminée.  Elle  devra  être  l'objet  d'un  Mémoire  ultérieur. 


(')  R.  d'Adhémar,  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  1901. 
(^)  R.  d'Adhémar,  Comptes  rendus  de  l'Acad.  des  Sciences,  11  février  1901. 
(*)  Leçons  sur  la  propagation  des  ondes  (Hermann),   1908,  et  Bulletin  de 
la  Société  mathématique  de  France,  1908. 
(*)   Thèse  (Hermann),  1902. 
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Deuxième  Partie  :  Etude  du  problème  extérieur  pour 

A(w)=/(x,7,^). 

Ici  la  surface  S,  qui  porte  les  données,  a  la  forme  d'un  cylindre 
d'axe  O^  au  point  de  vue  de  VAnalysis  situs  et  Ton  considère  sa 
section  extérieure  a  un  cône  A". 

M.  Volterra  a  donné  la  formule  de  l'intégrale  et,  ici  encore,  j'ai 
simplifié.  Mais  cette  formule  ne  représente  la  solution  que  si  la  solu- 
tion existe! 

En  effet,  M.  Volterra  a  trouvé  une  condition  fonctionnelle  très 
complexe  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  données  sur  S. 

J'ai  trouvé  de  nouvelles  conditions  fonctionnelles  el  y  ai  montré  que 
le  problème,  en  général,  est  impossible.  Si  l'on  a  une  solution,  cette 
solution  véritable  satisfera  à  des  identités  remarquables.  11  semble 
difficile  de  préciser  davantage,  à  cette  heure. 

Troisième  Partie  :  Extensions  diverses. 

Plusieurs  problèmes,  extensions  de  celui  de  M.  Volterra,  ont  été 
étudiés  et  résolus  récemment.  Considérons  d'abord  les  équations  : 


p 


ô'  u         à-  a 


Pour  ces  équations  M.  Tedonc  (')  a  résolu,  sans  peine,  le  problème 
intérieur  et  aussi  le  problème  extérieur  pour  p  =^  in.  Personne 
n'avait  réussi  pour  le  problème  extérieur  lorsque  p  est  impair. 
J'y  suis  arrivé  pour  p  =  3(-).  Bien  entendu,  l'on  retrouve  une 
accumulation  de  conditions  pour  les  données  dont  il  ne  semble 
pas  que  l'on  puisse  dire  grand'chose.  En  général,  le  problème  est 
impossible. 


(')  Annali  di  Matemalica,  1898. 

C^)  Comptes  rendus  de  L'Académie  des  Sciences,  16  décembre  1902. 


SUR    UNE    CLASSE    d'ÉQUATIONS    AUX    DERIVEES    PARTIELLES.  1^5 

Considérons  maintenant  les  équations  étudiées  par  M.  J.  Coulon(') 

1  1 

L'on  connaît  les  beaux  résultats  de  M.  Picard,  par  les  approxima- 
tions successives  dans  le  cas  de  deux  variables  indépendantes,  pour 
les  types  elliptiques  et  hyperboliques  (et  dans  le  cas  de  deux  variables, 
tous  les  types  se  ramènent  à  ces  deux-là  ou  au  type  parabolique^. 

J'ai  tenté  d'intégrer  : 

1  1 

Mais,  après  ma  Note  (-),  a  paru  la  Thèse  de  M.  Coulon.  Pour  p 
et  q  supérieurs  k  un,  l'on  n'a  plus  affaire  qu'au ^ro^/èmc  extérieur  Qi 
l'on  retrouve  les  conditions.  Ma  solution  était  formelle,  par  suite. 
Mais,  pour  ^  =  i,  j^ai  intégré  l'équation  dont  le  second  membre 
est  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  premières. 

Ainsi  donc  la  méthode  d'approximation  de  M.  Picard,  aussi  bonne 
pour  le  problème  réel  que  pour  le  problème  de  Cauchy,  est  encore 
féconde  pour  certaines  équations,  du  type  hyperbolique,  à  plus  de 
deux  variables  indépendantes. 

Je  n'ai  pas  abordé  l'étude  des  systèmes  d'équations  du  type  hyper- 
bolique. M.  Hadamard  a  fait  l'extension  aux  systèmes  de  la  notion 
de  caractéristique  ('),  introduite  par  M.  Beudon.  Mais  il  n'y  a  plus 
Vanalogue  de  la  conormale  et  je  n'aurais  pu  que  répéter  MM.  Yolterra 
et  Tedone. 

L'on  peut,  pour  les  systèmes  de  M.  Volterra,  mettre  un  second 
membre  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  premières  et  intégrer  en 
usant  des  approximations  comme  je  le  fais  pour  A^'*  (w). 

Je  dois  citer,  relativement  aux  équations  du  type  hyperbolique,  les 

(•)  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  19  mars  1900. 

(-)  Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences,  16  février  1902,  et  Bulletin 
de  la  Société  mathématique  de  France,  1901. 

(*)  J.  Beudon,  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  1897,  et 
J.  Hadamard,  Leçons  sur  la  propagation  des  ondes  et  les  équations  d€  l'Hydro- 
dynamique. He.'mann,  igo3. 


i36  R.   d'adhémar. 

travaux  de  Cauchy,  Poisson  ('),  M.  Boussinesq,  M.  Poincaré, 
Riemann  (-),  M.  Darboux  ('),  M.  Picard  ('),  M.  Le  Roux  (^), 
Kirchhoff  («),  M.  Hadamard  ('),  etc. 

Pour  les  approximations,  on  doit  citer  d'abord  les  mémorables  écrits 
de  M.  Picard  («),  puis  M.  Zaremba  ('),  M.  E.  Le  Roy  ('«),  M.  De- 
lassus  ("),  etc. 

Il  y  a  là  une  méthode  fondamentale  également  féconde  dans  la 
théorie  ('-)  des  équations  fonctionnelles  et  dans  la  théorie  des  équa- 
tions différentielles,  et  qui  permet  de  ne  pas  rester  exclusivement 
dans  le  domaine  analytique  qui  est  un  domaine  restreint. 

C'est  sous  rinfluence  de  l'enseignement  de  M.  Picard  que  j'ai  entre- 
pris ce  travail  et  je  dois  beaucoup  à  ses  conseils  très  bienveillants  et  à 
ses  encouragements  pour  les  quelques  résultats  que  je  donne  ici,  et 
que  j'ai  eu  l'honneur  de  présenter  à  l'Académie  des  Sciences  les  1 1  fé- 
vrier 1901,  16  février  1902,  16  décembre  1902  ('^). 

(')    Voir  le  Cours  de  M.  P.  Duhem,  Sur  V Hydrodynamique.  Hermann. 

(*)   Œuvres,  traduction  française,  Gauthier- Villars. 

(^)  Leçons  sur  la  Théorie  des  surfaces,  t.  II. 

(^)  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1899,  et  Cours  professé  à  la  Sor- 
bonne,  printemps  1899. 

(*)  Journal  de  Mathématiques,  1900,  et  Thèse  {Annales  de  l'École  Nor- 
male, 1897). 

(*)  Zur  Théorie  der  Lichslrahlen  {Kaiser liche  Akademie,  1882). 

C)   Leçons.  Hermann,  1908. 

(*)  Journal  de  Mathématiques,  1890  et  1898.  Traité  d'Analyse,  t.  III,  et 
supplément  au  Tome  IV^  des  Leçons  de  M.  Darboux. 

{'' )  Journal  de  Mathématiques,  1896. 

('")   Thèse  {Annales  de  l'École  Normale,  1898). 

(")   Thèse  {.innalcs  de  l'École  Normale,  1898). 

(^-)  Mémoires  de  M.  Picard  {Acta  mathematica,  t.  XVIII  et  XXIII),  etc. 

(•*)  Pour  les  renseignements  bibliographiques  détaillés,  voir  la  Thèse  de 
M.  J.  Coulon. 

On  pourra  être  étonné  que  je  ne  cite  pas  avec  plus  de  détails  les  travaux  de 
KirchhofT,  par  exemple,  si  importants;  mais  c'est  que  M.  Volterra  est  le  seul 
géomètre  qui  ail  étudié  les  équations  (A)  au  point  de  vue  qui  est  celui  de  ce 
Mémoire. 
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INTRODUCTION. 

UNE  FORMULE  FONDAMENTALE.  LA  NOTION  DE  CONORMALE. 


1 .  Soit  une  surface  fermée  S,  soit  W  le  volume  intérieur,  soient 
a,  ^,  Y  les  cosinus  de  la  normale  extérieure  en  un  point,  soient  w  et  f 
des  fonctions  de  x^  y,  z,  admettant  des  dérivées  des  deux  premiers 
ordres;  représentons,  d'autre  part,  par  le  symbole  A  l'opération 

et  par  le  symbole  D„  l'opération 

La  même  méthode  qui  donne  la  célèbre  foi-mule  de  Green,  fonda- 
mentale dans  la  Physique  mathématique,  donnera 

fff[uA(v)  -  ^A(u)]  d-z  =  ff[uD„(v)  -  vD,,{u)\  doy. 

(W)  (S) 

Mais  ceci,  on  peut  le  dire,  est  banal.  C'est  la  forme  employée  par 
M.  Vito  Yolterra  dans  son  Mémoire  (')  et  par  M.  Joseph  Goulon 
dans  sa  première  Note  (-)  du  19  mars  1900.  J'ai  indiqué,  dans  ma 
Note  (')  du  1 1  février  1901,  que  D„  n'est  pas  un  pur  symbole  schéma- 
tique, mais  une  dérivée  véritable  suivant  la  direction  qui  a  pour 
cosinus  :  a,  p,  —  y.  Cette  direction,  symétrique  de  la  normale  exté- 


(')  Sur  tes  vibrations  des  corps  élastiques  isotropes  {Acta  mathematica, 
t.  XVIII,  1894). 

(-)   Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences. 
(»)  Ibid. 
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Heure  par  rapport  au  plan  xy^  je  l'ai  désignée  sous  le  nom  de  co.nor- 

MALE. 

Ainsi  \)n  s'écrira  ^  et  l'on  aura  la  formule  fondamentale  : 
(*^)       ///[«A(p;-.A(«jJrf.=//[«^  -  r^]rf«. 


12:) 


2.  Considérons  un  plan  à  4^"  sur  l'horizon  (xy)  ou  une  surface 
polyédrale  de  plans  de  cette  espèce,  ou  une  surface  enveloppe  de  tels 
plans,  par  exemple  un  cône  dont  les  génératrices  soient  à  45*'.  Pour 
toutes  ces  surfaces  l'on  voit  que  la  direction  conormale  est  située  sur 
la  surface  même,  d'où  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Pou?'  ces  surfaces  privilégiées,  le  fait  de  donner 
sur  elles  la  valeur  d' une  fonction  détermine  la  valeur  de  la  dérivée 
conormale  de  cette  fonction;  en  particulier,  si  une  fonction  est 
nulle  sur  une  surface  privilégiée,  il  en  est  de  même  de  sa  dérivée 
conormale. 

Dans  sa  Note  ('  )  du  i5  juillet  1901,  M.  J.  Coulon  a  étendu  ce 
théorème  à  l'équation  générale  du  type  hyperbolique  à  trois  variables. 
Dans  sa  Thèse  (-),  il  a  fait  un  usage  constant  de  mon  théorème  en 
voulant  bien  adopter  aussi  la  désignation  de  conormale. 

Les  surfaces  que  j'appelle  privilégiées,  d'après  ce  théorème  tout 
intuitif,  font  partie  des  Multiplicités  caractéristiques  de  M.  J.  Beu- 
don  ('),  dont  l'étude  a  été  poursuivie  par  M.  J.  Hadamard  (M. 

Ces  préliminaires  posés,  nous  pouvons  aborder  l'étude  de  la  mé- 
thode de  M.  Volterra. 


(')  Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences. 

(*)  Sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre, 
Paris,  Hermann. 

(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  l.  XXV. 

(')  Leçons  professées  au  Collège  de  France  en  décembre  1900  et  Leçons  pu- 
bliées chez  Hermann,  déjà  citées. 
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PREMIÈRE   PARTIE. 

PROBLÈME    INTÉRIEUR. 


CHAPITRE  I. 

INTÉGRATION  DE  A{u)  ^F  {jC,  f^  z),  LORSQUE  LA  SURFACE  QUI  PORTE  LES  DONNÉES 
EST  DÉCOUPÉE  INTÉRIEUREMENT  d'uNE  MANIÈRE  UNIQUE  PAR  TOUT  CÔNE  A  AXE  VER- 
TICAL   ET    DONT    LES    GÉNÉRATRICES    SONT    INCLINÉES    A   45°. 


Principe  de  la  méthode  d'intégration. 

1.   Considérons  la  formule  (G)  et  cherchons  une  fonction  V(ir,y,  z) 
telle  que 

A(V)^o, 

telle  que  V  soit  nulle  sur  un  cône  A  à  45°,  de  sommet  A. 

Fis.   I. 


Nous  sommes  alors  certain  que,  sur  A,  l'on  a 


^N 


=  o. 


d'après  notre  théorème. 
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(MM.  Yolterra  et  Coulon  étaient  obligés  de  faire  un  calcul  pour 
s'en  assurer.) 

En  plus,  V(:c,  y,  z)  sera  infinie  sur  l'axe  vertical  Az'. 

Dans  ces  conditions,   si  l'on  applique  la  formule  (G)  au  volume 

marqué  par  des  hachures,  si  w  et  -y^^  sont  donnés  sur  2,  la  formule  (G) 

se  réduira  à  une  intégrale  simple  étendue  de  A  en  P  égalée  à  un  terme 
connu. 

Une  inversion  donnera  w(A). 

Intégration. 

Soit  A  :  (xo,yo>  «o)?  soient 


Z=Z-Z,,  x^x  —  x,,  y=y-y, 

soit 


r'=.x'-'  +  y"; 


Cherchons  une  fonction  V  =  •^(0).  L'on  a 
V  est  bien  nulle  sur  le  cône  A,  qui  a  pour  équation 


-  =  I 


Soit  /•  —  £  l'équation  du  cylindre  vertical  F,  de  rayon  infiniment 
petit.  La  formule  (G)  donne 


Or 


.///VF(.,^,.)..=//(„-^V-).co. 


.T)  ^V) 
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(a  étant  l'angle  polaire)  et  comme 

lim(Vx£)=  o, 

ce  terme  est  nul  à  la  limite. 
Puis,  sur  r,  l'on  a 

dW  dW  z' 


et  u  est  fonction  de  z  seul.  On  a  donc 

lim  /   / // j^rf/w  =  lim  /   /  —  ii{x^^  y^^^  z)rdy.dz 

.r, 

=  27:J^    u{x^,y^,z)dz. 
D'où 

(W)  (S) 

Par  inversion, 


Et  c'est,  établie  plus  rapidement,  la  formule  donnée  par  M.  Volterra 
[formule  (2)  de  la  page  i83)]. 

2.  L'énoncé  du  théorème  (p.  184)  manque  de  clarté  en  ce  qu'il  y 
est  question  de  dérivée  normale.  Nous  énoncerons  ainsi  le  théorème 
DE  M.  Volterra  : 

Si  un  cône  à  45**,  ayant  un  point  A  pour  sommet,  découpe  d'une 
manière  unique  et  intérieurement  une  surface  2,  sur  laquelle  sont 
données  les  valeurs  de  V intégrale  et  de  sa  dérivée  conormale,  Von 
peut  obtenir  la.  valeur  de  l'intégrale  en  ce  point  A. 

Ce  qui  a  été  dit  dans  l'Introduction  (n"  2)  donne  le  complémf>nt 
suivant  : 

Théorème  complémentaire.  —  Pour  toute  portion  de  la  surface  S 
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quia  le  caractère  de  surf  ace  privilégiée,  le  fait  de  donner  la  valeur 
de  rintégralc  est  nécessaire  et  suffisant. 

Ces  surfaces  privilégiées  jouent,  dans  l'intégration  de  A(«  )  =  F,  le 
rôle  que  jouent  les  droites  caractéristiques  x  zt  y  =  const.  dans  Tin- 
tégration  de 

Ojc^        Or-  V    '  y  /  dxOy  \    '  ^  / ' 

rôle  mis  en  lumière,  d'une  manière  immédiate  et  sans  aucune  hypo- 
thèse sur  la  nature,    analytique  ou  non,  des  fonctions,  par  M.    E. 
Picard,  dans  une  courte  Note  ('). 
La  forme  du  terme  connu 

(W)  (S) 

montre  que  l'intégrale  uÇx^.  y^,  z^)  peut  être  regardée  comme  la 
somme  de  deux  intégrales,  la  première  satisfaisant  à 

A(  u)  =  0, 
avec  les  conditions  imposées  sur  S:  la  deuxième  satisfaisant  à 

A(w)=F(.r,7,  r), 

avec  des  djonnces  nulles  sur  X.  Mais  lorsque  nous  connaissons  ainsi  la 
forme  analytique  de  u(x\, y^,  z„),  il  nous  reste  encore  un  travail 
important  à  faire. 

IJon  ne  peuly  en  effet,  affirmer  a  priori  la  réciproque  du  théo- 
rème qui  vient  d'être  énoncé.  M.  Yoltcrra  n'a  pas  étudié  l'intégrale 
et  ses  dérivées,   et  c'est  ce  (juc   nous  devons   faire  maintenant  afin 


(')  Bulletin  des  Scie/ices  mallié  ma  tiques.  1899.  Voir  aussi  les  Leçons  sur  la 
théorie  générale  des  sitrf aces,  t.  11,  par  G.  l)arbnu\. 
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de  rcconnatlrc  si  V intégrale  trouvée  est  une  solution  du  problème, 
c'est-à-dire  si  sa  valeur  au  point  (-XojjKoj^o)  ^^^^à  vers  la  valeur 
donnée  m,,  lorsque  le  point  (x,,,  ^o?  ^o)  tend  à  se  confondre  avec  le 
point  (i)  de  S  (où  la  valeur  donnée  est  w,). 

CHAPITRE  II. 

ÉTUDE   DE   l'intégrale   ET   DE    SES    DÉRIVÉES, 
LES     DONNÉES     A     LA     FRONTIÈRE     ÉTANT     NULLES. 

L'on  peut  faire  cette  étude  directement  en  partant  de  la  définition 
même  de  la  dérivée  ;  c'est  ce  que  je  montrerai  tout  d'abord  en  obtenant 
une  forme  explicite  de  «(^^"05^05  -o)-  L'on  pourrait  faire  de  même 
pour  les  dérivées,  et  l'on  rencontre  des  études  intéressantes  à'' infini- 
ment petits;  mais  c'est  long  et,  pour  l'étude  complète,  je  prendrai  un 
autre  point  de  départ. 

\ .  Etude  directe  (*)  de  l'intégrale.  —  L'on  a  : 

/  \        àJx 

'2TZU{x,,y„,2,)=  -^y 

si  l'on  convient  d'écrire 

■l.=//)>(*-,7,--)V»rfT. 

J'affecte  la  lettre  Y  de  l'indice  A  pour  bien  montrer  que  la  fonction 
auxiliaire  Y  varie  avec  le  point  A  (-t'o^J'o)  -o)* 

Nous  devons  évaluer  la  dérivée  ^• 

Donnons  pour  cela  à  5„  un  accroissement  infiniment  petit  dz^. 
A  vient  en  A'  et  l'on  a 


h=fffF{x,y,z)\,.d^, 


(A'Ô'C) 


(')  Communiqué  à  la  Société  mathématique  de  France,  juin  1901 


i44  R-   d'adhémar. 

La  dérivée  cherchée  est 

Ja-Ja 


Évaluons 
On  a  évidemment 


dZf) 


J.,-J,  =  -H. 


'^=in^''^''^^ni^^^'-- 


{X-ti'O 


(AA'6*'cc') 


B      B' 


C     C 


AC^o.J/o.iCo) 


Considérons  d'abord  la  deuxième  intégrale;  V^  ayant  un  signe 
constant,  Ton  peut  faire  sortir  F  de  l'élément  différentiel  (théorème  de 
la  moyenne)  ;  nous  avons  donc  à  calculer 


//A'^^' 


le  volume  d'intégration  étant  le  volume  compris  entre  les  deux  coneg. 
Comme,  d'ailleurs,  on  a 

V.>o, 

nous  augmenterons  l'intégrale  en  augmentant  le  volume,  c'est-à-dire 
en  remplaçant  S  par  le  plan  horizontal  le  plus  élevé  qui  ait  un  point 
commun  avec  S  (il  peut  être  tangent  à  S,  il  peut  ne  l'être  pas). 

Application  systématique  du  théorème  de  la  moyenne,  emploi  de 
ce  plan  horizontal  majorant,  voilà  d'ailleurs  la  marche  constamment 
suivie  dans  ces  recherches. 
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Calculons  donc 


(AABBCC) 


Le  volume  se  décompose  naturellement  en  deux  parties  :  APQ 
et  BB'PA'QCC,  mais  la  fonction  V^^  jouit  d'une  propriété  remar- 
quable. Pour  tout  volume  conique  régulier  l'on  a 


fff''^^^=.fff''^- 


Donc  notre  intégrale  relative  au  volume  APQ  est  égale  à  ^  AA'    et, 


comme  A  A'  =  dz^,  elle  est  du  troisième  ordre. 
Evaluons  l'intégrale  relative  à  BB'PA'QCC'.  Soit 


(Z  est  la  cote  du  plan  majorant). 
Or 


rdr 


dr 


Ici,  en  prenant  pour  /•  les  limites  voulues  \  z  —  z,^  ai  z  —  z^^  —  dz^, 
l'on  a 

I  +  '^M^--^^)d-=-o~dzl. 

L'intégrale  relative  à  l'angle  polaire  a  donne  2tz  (constante  sans 
importance).  Il  reste  à  intégrer  cette  dernière  expression  par  rapport 
à  z. 
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Intégrons,  par  parties,  le  premier  terme.  L'on  obtient  ('  ) 

_  i(Z  -  ..  _^..)'log[,-^ï^.  +  V'iz^;^)  -  "  1 
r      (.5  —  ^0 —  dz^y ^-^0 j_ 

Jz„  +  <h.,  ^  {z—  :-o—dzo)\/2{z  —Zo)dzQ—dzl 

il  faut  ajouter  l'intégrale  du  deuxième  terme 


-O  +  '/vu 


Laissons  le  terme  tout  intégré  et  réunissons  les  deux  intégrales  précé- 
dentes; cela  donne,  pour  élément  différentiel, 

=  \:i{z-z.^)[o(z-  z^)dzo-  dz'l]  -  (z  -  z^-  dz,ydz„ 


6\/2{z  —  Zo)dz^y—dzl 

Les  termes  en  dzl  et  dz'l  dans  le  crochet  donnent  naissance  à  des 

termes  en  dzl  ^^  ^^l  ^^^  ne  jouent  aucun  rôle  puisque,  pour  avoir  la 
dérivée,  on  divisera  par  <7^„,  et  il  reste  à  considérer 

'    5     {z-z,Ydz,      ,  _  5  ^-rr  r''    {---^or-dz 


f 


^Sl'i{^z-z,)dz,-dzl     "'        v/26^^^" 


-rfio 


Ici  encore  nous  n'avons  à  conserver  que 

— —  V'  dz^  c  (  ^      '-'o  )  1 

3 
le  reste  étant  d'ordre  -  au  moins  en  dz^^. 


(')  En  efTel,  le  Icnne  soustractif  de  la  partie  iulégrée  est  nul,  car,  si  l'on 
pose 


Zn dZ 


0 ) 


Ton  doit  avoir 

t^{z~z,y->'. 

D'où 


,i^j,M„s[i^-Hy/(i^)'-.]|=o. 
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Nous  obtenons  en  somme 


Idzl 


\/{Tê^wy-'] 


Développons  en  série,  en  posant  u  =  Z 

(/_VV-')'=v^\/-!'  +  '-- 

(    \  «    /  / 

«       (  \  '      "  /        )  _  

V/'2  .  23  /      /dz^ 


T--    + 


23  /«Y; 


32   \     // 


2 


log(l4-X-)=y 

D'où,  pour  le  logarithme,  ce  développement  : 

vv?+~"-¥(\/f)'+---[^+v<v/?y+--i- 

Si  Ton  multiplie  par  —  ^(u  —  dz^y  et  que  l'on  tienne  compte  du 

troisième  terme  en  sfdzl^  l'on  voit  que  l'on  a  en  facteur  {dz^y-  dans 
la  somme  des  deuxième  et  troisième  termes.  Tenant  compte  du  pre- 

mier  A(f/Zç)-,  l'on  obtient  en  somme,  [J.  étanty?/«*  quel  que  soit  dz^^ 
J,=  iK(dzJ+fffFV^dxdydz. 


(A'i'f) 


Le  second  terme  est  seul  à  conserver  et  l'on  a 

H  =  fff^i^,  y,  ^)  [  V.(x-,  y,  z)  -  V,,(a;,  y,  z)]  d^. 


tX'b'c-) 
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Remarquons  maintenant  que  l'on  peut  écrire  : 

^a(^,  r, -)  =  v^'C-^-,  r,  -  +  ^-o), 

d'où 

=  \,(x,  7,  z  +  dx,)  -  \,(x,  7,  z)  =  dz,  ^^^'^;/'  "^    ('). 

Lorsque  dz^  s'approche  de  zéro,  A'  vient  en  A,  V^,  devient  V^,  et 
l'on  a 

2^«(*-„y.,..)= -///i-^rfT  =yyyK^rfT, 

résultat  assez  surprenant  par  sa  simplicité. 

D'ailleurs  -r^  ayant  un  signe  constant,  on  peut  écrire 

ir.u{x,,y,,  z^)  =  -V{l,r^J^)j'jp~j^d'i 

(  AUC.  I 

OU  enfin 

u(x,,  y,  z^)  =  -  V(It^/Ç)(),~(Z  -  ZoY        (o<0,<i). 

2.  Étude  de  l'intégrale  d'après  une  formule  d'Ostrogradski . 
—  Comme  nous  le  disions,  il  serait  assez  long  d'étudier  directement 
les  dérivées  de 

(')  Pour  êlre  rigoureux  on  ne  peut  appliquer  celle  formule  que  dans  une  ré- 

gion  ou  \  X  et  — r —  soienl  Jinis. 

Or  la  première  fonclion  esl  i/i/mi'e  sur  la  verlicale  passant  par  A' et  la  deuxième 
est  infinie  sur  lecône  A'B'C.  On  isolera  donc  la  verticale  par  un  petit  cylindre 
vertical  et  le  cône  A'B'C  par  un  cône  ou  un  hypevholoïde  intérieur  à  ce  cône. 
Dans  les  petits  volumes  ainsi  isolés,  on  remplacera  (V^  —  Va)  par  2  V^  et  Ton 
verra  que  V inlliicnce  de  ces  volumes  infiniment  petits  est  nulle. 
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Nous  allons  donc  reprendre  tout  ceci  en  faisant  usage  dune  for- 
mule, convenablement  interprétée  ('),  d'Ostrogradski. 

Etablissons,  d'après  M.  C.  Jordan  (-),  la  formule  d'Ostrogradski, 
simplifiée  pour  notre  usage.  Soit 


l=jjj(f(x,y,z)dxdydz; 


W().' 


le  champ  d'intégration  W,  comme  cp,  dépend  d'un  paramètre  A 
I  +  AI=  I  1  j  (^  -\-  Az>)  dx dy  dz. 


(W  +  Aw) 

Nous  voulons  calculer 

d\        ,.      AI 

Pour  cela,  amenons  les  deux  intégrales  à  avoir  même  champ  d'in- 
tégration. Nous  y  arriverons  en  faisant  correspondre  à  tout  point 
{x^  y,  z)  de  (W-h  AW)  un  point  (X,  Y,  Z)  de  W  par  les  formules  ; 

x  =  X-h^, 
X  =  Y  +  y), 

z  =  Z-hX, 

avec  la  condition  que  la  transformation  vaille  pour  passer  d'une  fron- 
tière à  l'autre.  ^,  y],  '(  sont  des  fonctions  infiniment  petites  assujetties 
à  cette  seule  condition. 
Alors 

I  +  AI  =  fffwidX  dY  dZ, 

iW) 


(•)  Note  de  l'auteur  dans  \t%  Annales  de  la  Société  scientijîque  de  Bruxelles, 
1902. 

(^)   Cours  d'Analyse,  2«  édition,  t.  III,  p.  53o.  Paris,  Gauthier-Villars. 


I30 


J  étant  le  jacobien, 


I  + 


H. 

])  \DHKM\K. 

ô\ 

0^. 

à', 

ÔX 

0\ 

dZ 

dr, 

ôX 

âZ 

dX 

ÔY 

'-^ôz 

W  étant  la  fonction  cp  +  Ao  exprimée  en  X,  Y,  Z. 
On  a 


Or 


T  à^  Or^  ât         ■    r 

?(^,  y,  s)  =  ?(>^,  Y,  Z)  4-  E||  -h  Y);t|  -h  ^;^  +.  .  . 


et 


Donc 


Aop(.r,  j,  z)  =  lo(X,  Y,  Z) -+-...=  ^AX  +. . .. 


TJ  =  ^(X,Y,Z)  +  |aX+[^(çO  +  ^(?-'))  +  ^.(?0]+-... 
Enfin,  Ton  a 

c'est  la  formule  cherchée.  Appliquons-la.  Soit 
Pour  avoir  la  dérivée  par  rapport  à  ^„,  faisons 


Alors 


l  =  Zo,         M  =  lz,=  AA'. 
W-\-l\\  =  A'h'c'. 


Soient  S"  et  S' les  surfaces  obtenues  en  abaissant  S  respectivement 

de  \zl  et  A<^-hA^o, 

vol.  A'b'c  =  vol.  A'b\  c\  -+-  vol.  (b'c,  b\  c\). 
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nous  ferons  correspondre  A'^',  c',  à  A  ^y  de  W  par  les  formules 
^^o,         Y]^o,  C^^^o  =  const. 

Puis  nous  ferons  correspondre  {b' c' ^  b\c\)  à  (^c,  ^y)  de  W  ou,  aux 

Fig.  3. 


C"   C 


{ro,i/o.)^o) 


infiniment  petits  di  ordre  supérieur  près  :  (h"c",  b\  c\)  à  i^h" c" ,  [îy)  par 
les  formules 


ACo 


l  =  0,  Y)  =  0,  l  =  (Z,-Z)  — 

Z,  étant  la  cote  d'intersection  de  la  verticale  du  point  [avec  S. 
La  formule  (i)  donne  ainsi 


(Aie)  'APy) 

La  deuxième  intégrale  donne  une  intégrale  de  surface 

(  cône  Apy  + surf.  Py) 

La  troisième  intégrale  donne,  de  même,  une  intégrale  de  surface 
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étendue  à  bc  qui  est  nulle,  puisque  alors  Z,  —  Z  =  o  et  une  intégrale 
étendue  à  [îy 

—    I  I  cji  Azo  dX.  d\ , 

(  snrf.  Py  ) 

puisque,  sur  ^y,  Ton  a 

Z,-Z^A:;„-hA^;. 

Nous  obtenons,  en  somme,  en  remplaçant  maintenant  X,  Y,  Z  par 

(Aie)  (cftnc  Kbc) 

formule  fondamentale  dont  nous  allons  poursuivre  l'application. 

3.  Expression  de  u(xq,  y^,,  z^,).  —  Posons  ©  =  FY^,  ^  étant  nul 
sur  le  cône,  nous  avons  de  suite 


2Tzu(x^,yo,  ^o)  =//'/^"^^'^' 


r 

(A/'D 

expression  obtenue  directement  (n°  il). 

â\ 
on  a 


4.  Expression  de  -vr   ^^(^o?  Xo?  ^o)  •  ~  ^^it  posé  ici  cp  =  F- 
a 


(Afrr)  (cAn«Aic-) 


La  formule  ne  doit  pas  être  appliquée  brutalement,  mais,  l'élément 
différentiel  devenant  infini  suv  le  cône  A^c, 

je  regarderai  ce  cône  comme  la  limite,  pour  s  =  o,  de  l'hyperboloïdo 
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D'ailleurs,  -y^  et  —r^  ayant  toujours  le  même  signe  dans  le  do- 

maine  intérieur  au  cône,  nous  pouvons  d'abord  faire  sortir  F  de  l'inté- 
grale; ensuite  majorer  en  remplaçant  S  par  H,  le  plan  horizontal  le 
plus  haut,  de  côté  Z,  ayant  un  point  commun  a^'ec  S.  On  a 

(Aie)  (ABC) 

ff  fÇ[d^=  f'^'doL  f'dz  r       -^---«^    ,^rdr 

=  1TZ   f    {z  —  ^o)     T-^- ' ï  M^ 

=  27rJ    dz-~J    (z-z,)dz. 
Pour  le  cône,  nous  avons  encore 

\ff\<\fl} 

iXOc)  (ABCl 

Nous  considérerons  le  cône  comme  la  limite  de  l'hyperboloïde 


d'où 

d 


—  =  lim(— ^j         et  I  j  dxdy  =  — '!i(Z  —  z^^y^ 


(puisque  la  normale  extérieure  fait,  avec  Oz,  un  angle  obtus). 
En  somme 

271  A«  =.  A.-,  I  6,F(i,  Y],  'O  [27r(Z  -z,)-1(Z-  zj^ 

avec  o  •<Clj^<|  I,  o  <^  0'^  <^  i  (puisque  l'on  a  remplacé  Abc  par  ABC), 
(H,  Y),  '()  étant  un  certain  point  moyen  du  volume  Abc  et  (^',  y]',  Z,') 
un  point  moyen  de  la  surface  du  cône  Abc. 
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Choisissons  £  et  t'  tels  que  les  deux  infinis  se  détruisent  et  il  reste 

(Z  est  la  cote  du  plan  majorant  H).  Mais  le  fait  de  prendre  ainsi  les 
deux  infiniment  petits  i  et  i'  tels  que  les  deux  termes  infinis  se  détrui- 
sent peut  paraître  artificiel  et  laisse  subsister  un  doute.  Je  vais  donc 
montrer  autrement  que  le  coefficient  de  A r^  est  bien  fini. 
On  a 


ôzX  àzj 

Ozq  âz         ôz  \     ôz^j 

car,  évidemment, 

dz  ~ 

â\           ôF 

ôz,'          ôz,  —  ''^ 

d'où  /  /  /  >  premier  terme  du  coefficient  de  A^^,  est  égale  à 

(Aie) 

(A6r)  {Abc) 

(kbc)  (ClineAic  +  surf.ôi  ) 

Le  coefficient  de  Az^  est  donc 

et  Ton  voit  bien  que  les  deux  intégrales  infinies  sur  le  cône  Kbc  se 
détruisent. 

On  peut,   d'ailleurs,   en   majorant  les  deux   intégrales  ci-dessus, 
retrouver  la  forme  de  la  dérivée  relative  à  z^. 

«).  Expression  de  -^ — w(xo,yo5  ^oj-    ~  Pour  obtenir  la  dérivée 

en  .x'o,  ou  en^o)  nous  emploierons  la  même  formule  d'Ostrogradski, 
adaptée  d'une  manière  un  peu  différente.  S  étant  la  surface  qui  porte 
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les  données  (nulles),  S'  et  S"  seront  les  surfaces  résultant  d'une  trans- 
lation parallèle  à  ox  et  égale  respectivement  à  (AiCo  +  ^^o)  ^^  à  Ax,. 
Il  est  inutile  de  tout  répéter,  soit 


j=///V.. 

L'on  trouve 

A5  =  àxAfff^^ck-i-ff<fdydzl 

\        {Abc)  icôueXbc) 

'.        (Aie)  (crtncA/'Ci  ' 

L'on  verrait,  comme  au'n°  4,  que  le  coefficient  de  Ax^  est  la 
partie  finie  de  l'intégrale  de  volume,  car  il  y  a  deux  termes  infinis  sur 
le  cône  Abc  qui  se  détruisent  exactement.  Mais,  si  l'on  remarque  que 
l'on  a 

d-W     —  r  cosoL 

Ô^oOZo  .-,  ^    ,2  ,.212 

l'on  constate  que  cette  fonction  est  négative  à  droite  du  plan  parallèle 
à  zoy  passant  par  A,  positive  à  gauche  de  ce  plan.  Il  faut  donc  appli- 
quer séparément  le  théorème  de  la  moyenne  dans  chaque  région,  en 
même  temps  que  l'on  majorera  par  le  plan  H  de  cote  Z. 
Donc 


J  J  J      àx\dzo^ 

(A^ei  (Ag/M 

en  majorant,  nous  prendrons  les  intégrales  dans  les  volumes  AGC 
et  AGB  qui,  par  la  formule  de'  Green,  donnent  des  intégrales  de  sur- 
face : 

i**  Dans  le  plan  AG,  on  a  -r-  —  o: 

*•  '  Ox 
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2''  Sur  le  cône  ABC,  on  a  des  termes  infinis  dont,  on  Ta  vu,  il  n'y  a 
pas  à  tenir  compte; 

3"  Nous  avons  enfin  des  intégrales  étendues  au  cercle  BC  : 


Pour  la  première 
f   %osa^ar'""°      -^^— -""^   _rdr 

2 

11 
H 

=  j      cosa6/a(Z  —  ::<,)[arcsin(())  —  arc  sin(i)]  =  —  -[Z  —  z^^], 

2 

et  pour  la  seconde,  les  limites  pour  a  seront  -  et  -^,  d'où 

-+-7:[Z  -  z^]\ 
en  somme 

27rAw(.r„,  j„,  z,)  =  Ax„'[Z  -  ..„|[0,,,F(^„  y]„  L^  -  0,,,F(E,,  '^i,  ^.)1 

(les  deux  coefficients  6  sont  compris  entre  o  et  i ,  égaux  à  i  lorsque  bc 
se  confond  avec  BC)   Enfin 

Il  est  bien  assuré  que  nous  avons  une  expression  analogue  })our 
;êr^{-''o,ro^  -o),  pai-  symétrie. 
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Remarque.  —  L'on  peut  calculer  les  trois  dérivées  secondes;  l'on 
trouve,  pour  chacune, 

0  ayant  une  limite  supérieure  facile  à  évaluer. 

6.  Conclusion.  —  Il  résulte  de  tout  ce  qui  précède  que  l'intégrale 
et  ses  dérivées  premières  prennent  les  valeurs  données  zéro  lorsque 
{^oiYoi  ^oj  vient  sur  S  si  (Z  —  z^)  tend  vers  zéro,  lorsque  A  se  rap- 
proche indéfiniment  de  S.  Ceci  a  lieu  s'il  y  a  unicité  de  section  de  S 
par  tout  cône  A  et  si  les  plans  tangents  de  S  sont  inclinés  à  moins 
de  45°  «ur  le  plan  xoy. 

CHAPITRE  III. 

ÉTUDE    DE    l'intégrale,    LES    DONNÉES   n'ÉTANT    PAS    NULLES    A    LA    FRONTIÈRE. 

Nous  devons  maintenant  prendre  A(w)  =  o  avec  des  données  non 
nulles  sur  S. 

L'on  peut  faire  d'abord  une  remarque  du  plus  haut  intérêt. 

Comme  dans  le  cas  de  l'équation  hyperbolique  à  deux  variables, 
cas  traité  par  M.  Picard  ('),  il  faut  d'abord  qu'il  y  ait  unicité  de  sec- 
tion de  S  par  tout  cône  A. 

Ceci  exclut  les  surfaces  S  présentant  certaines  ondulations  dans 
leur  forme.  Mais,  en  plus,  l'on  constate  immédiatement  ceci,  c'est  que 
les  surfaces  S  ne  doivent  avoir  aucun  plan  tangent  incliné  à  plus 
de  45"  sur  le  plan  xoy.  Sinon,  en  effet,  soit  un  point  A  infiniment 
voisin  d'un  point  (i)  de  S,  le  cône  vV  du  point  A  découperait  dans  S 
une  aire  finie  et  donc,  certainement,  la  valeur  de  u  en  A  ne  dépen- 
drait pas  seulement  de  la  valeur  w,  (-). 

Réservons   donc,    pour  l'instant,   le   cas  où   les  données   seraient 

(')  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1899.  ^oi^''  aussi  :  J.  Hadamard, 
Note  sur  l'intégrale  résiduelle  {Soc.  math,  de  France,  1901. 

(*)  Par  exemple  Von  ne  peut  prendre  pour  S  la  surface  étudiée  par  M.  Vol- 
terra  (p.  217),  savoir  :  une  portion  de  cylindre  vertical  limitée  supérieurement 
par  un  plan  horizontal. 
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portées  par  un  cône  A'  et  étudions  l'intégrale  à  la  frontière.  Cette  élude 
étant  difficile  nous  prendrons  d'abord  pour  S  un  plan  P. 

1 .  Etude  de  Vinlégrale  à  la  frontière  pour  des  données  quelcon- 
ques pointées  par  un  plan.  —  Par  rapport  à  des  axes  passant  par  A, 
soit 

z'  =  ax'  H-  by  4-  q 

l'équation  du  plan  P  portant  les  données.  L'on  sait  que  l'on  a 

a=  +  />'  <  I , 

parce  que  le  plan  P  doit  avoir  une  inclinaison  sur  le  plan  horizontal 
moindre  que  45". 

Fig.  5. 


^(«>',yo,-«o) 


Nous  étudierons  donc  w(x'o,  J^o»  -^o)  lorsque  le  point  A(j:„,  y„,  r„) 
vient  sur  P. 

L'on  voit  que  lorsque  A  s'approche  d'un  point  (i)  de  P,  q  tend  vers 
zéro.  Ceci  est  fondamental  à  remarquer. 

Reprenons  la  formule  qui  donne  l'intégrale 

le  champ  d'intégration  étant  l'aire  de  P  intérieure  à  A. 
Soit,  en  général, 

ï  =ff^{^,y)dxdy. 
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L'on  verra  (IV  Partie,  Chapitre  I,  n**  3)  que  l'on  a 

Comme  les  deux  derniers  termes  donnent  une  intégrale  étendue  au 
bo7^d  de  l'aire 

l'on  voit  que  si  «p  s'annule  sur  le  bord,  l'on  obtient  la  dérivée  de  I  en 
dérivant  la  fonction  o  sous  le  signe  ;  mais  si  la  fonction  «p  ne  s'annule 
pas  sur  le  bord,  en  particulier  si  elle  devient  infinie,  il  n'y  a  aucun 
intérêt  à  scinder  en  deux  parties  l'intégrale  AI. 
Donc 

2'::u(Xo,y„,z^)  =  L.-hh 
en  posant 

j    _   f  fdu  da 

w,  désignant  la  constante,  valeur  donnée  de  u  en  (i)  sur  P.  Mais  la 
formule  de  M.  Volterra  représente  l'intégrale  du  problème,  si  elle 
existe. 

Ceci  nous  donne  aussitôt  une  identité  impoj^tante  : 

Nous  allons  donc  prouver  que  Jj  d'une  part,  et  d'autre  part 

tendent  vers  zéro,  lorsque  A  tend  vers  (i). 


i6o  R.   d'adhémar. 


Étude  de  J.. 


2.   En  désignant  par  (o\  une  valeur  moyenne  de  la  fonction  o  dans 
un  champ,  Ton  a 


^■'-('^un 


où  Ton  a  posé,  pour  simplifier, 


Or  l'intégrale   f  f-^  est  facile   à   évaluer  (');    elle  contient   q    en 

facteur. 

Donc  Jj  s'annule  avec  q. 

Voici  un  premier  résultat  obtenu. 

Étude  de  J,. 
5.  On  a 

^=  ^[cos(aî,  ^)-i-=^^"cos(/«,r)   . 

Ici  cos(n,  z)  =  K  =  const.  et  dx  dy  =  Iv  da. 
Représentons  par  ^  la  quantité 

r/N* 
J,  est,  à  une  constante  multiplicative  près,  J, 

11  faut  voir  que  .] ,  tend  vers  zéro  lorsque  A  tend  vers  (i). 


(')  L'on  se  sert  des  hyperboloïdes  (:;  —  -:„)*—  '''=  ;*'  t^t  l'on  a  une  intégrale 
simple  en  |x. 
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D'après  la  forme  trouvée  pour  AI,  en  remarquant  que 

do  ()'£  Ô'^ 

37^   =  -P-  +  ^^' 
dx        ôx  az 

dy        ôy  dz 

nous  avons 


^-■0  "J  J    Idz,^  lz,^\âx 


a  , 

Oz 


Mry^''i)^k<È^'^)]^^r- 


Ici  cp  =  (w  —  w,)tj>  d'où 


d'à       .  \  à  /r\ 

à?       /  \  à  /r\       r  d 


r  du 

r 


et  deux  expressions  semblables  pour  -r^,  ~  • 
Ecrivons  J,,  =  J^  +  Jg 

r  r  r[   ^     au  71    Ou        ai -h  br^  dul  r  j      , 

•"«^ j  j  [sï;  5^  ■+- 17. 5^  + -lîT" siJr''*''-^- 

4.  Considérons  J^, 

r       K.1^  —  zq       ,        V. 

K 

Le  premier  terme  ^  donne  une  partie  de  Jg,  qui  tend  vers  zéro  avec  ^. 

En  effet  les  quantités 
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sont  finies  et  les  dérivées  de  u  sont  supposées  finies  sur  la  surface  P, 
et  Ton  a  vu  que 

m 

tend  vers  zéro  avec  q. 

Considérons  le  deuxième  terme  de  ^  et  ne  gardons  sous  le  signe 
d'intégration  que 


R      r 


qui  a  un  signe  constant. 
Sur  le  plan  P  on  a 


i:Iî  =  rn  +  ^-<^  +  ^- 

r  r    ^  r 


(m  =  a  cosw  -h  ^  sinw  et  |  m  |  <[  i  parce  que  a*  H-  Z/^  <  r). 
Il  reste  donc  à  considérer 

//(■  +  i)-;,..,.... 

Ceci  comprend  d'abord 
qui  tend  vers  zéro  avec  q  ;  puis 

Il  faut  montrer  que  l'intégrale  placée  devant  q  reste  finir. 
Écrivons 

V' 
en  posant 


i/i  —  m* 


OU 


/•(i  —  m')  —  mq 


du  = dr 
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Laissantd'abord  w  constant(c'cst-à-clire/?2  =  acosoj  h-  />sinoj  =  const.), 
nous  avons  une  intégration  en  a 


1        r     du 


entre  les  limites  ;^  =  i ,  ii  =  —  m.  Cette  intégrale  est  finie. 

Puis  il  faut  intégrer  en  w  et,  comme  on  a  i  —  m'-^o,  cette  inté- 
gration donne  encore  un  nombre  fini. 

Donc  Je  tend  vers  zéro  lorsque  A  tend  vers  le  point  (i). 

«5.   Considérons  J^. 

Prenons  d'abord  le  dernier  terme 


_^1  _,_  ^ 
(m  —  u^) — — — -  r-rdrdto. 


Jusqu'ici  nous  n'avons  nullement  fixé  les  variations  de  ^  et  y],  qui 

Fis.  6. 


A 

ai 

~^-<Ç>J 

yC/ 

y 

. 

sont  simplement  astreints  à  coïncider  à  la  frontière  avec  les  variations 
de  Vx  et  de  Vy  de  la  frontière. 
Nous  pouvons  poser 

^  =  p  cos  co,         Y]  =-  p  sin  (.0 

et  prendre  p  identiquement  nul  dans  Taire,  sauf  dans  une  couronne 
touchant  le  bord  de  l'aire  et  intérieure  à  l'aire,  comme  cela  a  été 
indiqué  déjà. 

p  contient,  en  tous  cas,  Az^.  en  facteur,  de  sorte  que  —  ( —-  +  ~ 

'  1       A-„  \<).T       Or 

est  fini  comme  —  et  — ^• 
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Dans  ces  conditions,  le  dernier  terme  de  J,,  donne  zéro  lorsque  r/ 
tend  vers  zéro\  et  ceci  résulte  de  Tétude  de  J^.  Prenons  ce  qui  reste 
de  J.,  soit 


==[K  +  ^^"cos(/^r)]; 


H- 


cos(//,  /•) 


COSOl) 


V'«'^  +  ^■-  4-  I 


(a  cosw  4-  />  sin  w), 


sinco  =: 


d'où 


^;   /K\         0   /K 


D'ailleurs 


f7  r  I  -  —  -c^o      /      \ 


d   /K 

i_  z  —  Zq    d 
W       r       dx 


SHl  W. 


—  K  -— 


[cos(;?,  /•)] 


>^'''>^(ît) 


4-  ^cos(,^  r)^  [^-^)  +  ^V'cos( 

^^ — ^  C0S(/Î,  /•)Tj^COStO  H-  7rC0s(/i,  /•) ,     ""    COSO) 


D'après  la  forme  de  cos(//,  /)  ses  dérivées  x  et  y  contiennent  -  on 
facteur. 
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L'on  a 


i6: 


cos(//,  /•) 


—  (acasM  -+-  b  sinco  ), 

a{x  —  Xq)  +  b{Y  —  Vo  ) 


a  cosco  4-  ^  sinco  = 


r           d         .       d 
—  p    cos  o)  -^ h  sin  w  -^ 


m  m  


Le  coefficient  de  (?/  —  w,  )  dans  J-  est  donc 

r„£_— ^  _    i_  cos(n,  /•)]  / ?_nA 


A;, 


d   /K 


Or  VR 


(cos-w  H-  sin-w) 


-h  ^^ — ^'cos(/i,  /•)  -.-(cos-oj  +  sin^w) 

;  —  Co  cos(/t,  /•)  .        .,  .    .,     ^ 
rr ^, — -  (  cos-  w  4-  sin-  co  > 


+ 


I    z  —  z.  m 


K        /■ 


—  ni~\ 

— -J 


c'est-à-dire 


ï^[lv  +  ^-^cos(/^/-)      (z-  z,)-  -~"i(^  -  --o) 


I 

I    cos(/<,  r) 
R  r 


—  "(f 


cos(/^,  /•) 


A;„      /        R 


Avy 

I    coh(n,  r)     p 


ou  bien 


K  -^  ^— 7^"cos(«,  /•)      (r  — j„  )  —  ~fn{z  -  z„)  -i-  7T-/' 


I    cos(  «,  /•) 
R         r 


--i^/")  +  K 17,  r^(~'  -  -'«)[-  ^^<''^  '■)]• 


lieprésenlons  les  trois  termes  ci-dessus  par  H,,  IL,  H3  et  reportons- 
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nous  aux  valeurs  de  J.  et  J.  dont  J,  est  la  somme.  Posons 


H 


djc        dy  r 


D'après  ce  qui  a  été  dit,  nous  avons  Fidentité 

d'où 

const.  =  f  f(U,-\-  IL  +  H.,  +  U,)ch, 

puisque,  si  Ton  fait  ii=  r ,  tous  les  termes  de  Je  disparaissent. 

Or  les  parties  de  celle  intégrale  relatives  à  H^,  H3,  H ,,  ont  an  sens, 
c'est-à-dire  que  les  portions  d'intégrales  voisines  de  Taxe  /•=o  et 
voisines  du  cône  z  —  -i^o  =  '"  donnent  zéro  à  la  limite  quand  on  fait 
évanouir  l'aire  entourant  la  ligne  singulière. 

Donc  il  en  est  de  même  pour 

//H,./.. 

B.  Ayant  constaté  ce  fait  fondamental  qu'il  ne  serait  pas  facile  de 
mettre  directement  en  évidence,  il  nous  sera  aisé  de  montrer  que 

fj'iu  -  u,  )  (H.  +  H,  +  H,  4-  H,)  ./a 

tend  vers  rc'/o  lorsque  A  vient  vers  (1)  [ouJorsque(w  —  u^)  tend  vers 
zéro,  puisque  la  fonction  est  conti/me]. 

En  effet,  si  u  admet  des  dérivées  premières  finies,  ce  qui  a  été  sup- 
posé, le  théorème  des  accroissements  finis  permet  décrire 

if-u^  =  r.'\^, 

^  étant  une  fonction  finie. 

Il  résulte  des  études  précédentes  que 

/■/';./-(ll,+  \\,  +  \i,)rdrd^ 
tend  vers  rr'/v^  avec  y. 
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Il  reste  à  étudier 

/  /(w  —  w,)H,  di. 

Décomposons  le  champ  en  trois  parties  : 
1°  D, ,  petite  aire  autour  de  Taxe  :  /•  =  o  ; 
2°  Do,  petite  aire  autour  du  cône,  z  —  z^^=  r\ 
3"  D3,  aire  restante  où  II,  reste  fnii. 

Dans  D,  écrivons  u  —  u^^=  r.'\  et  nous  trouvons  zéro  pour  l'inté- 
grale lorsque  D,  s'évanouit. 

Fig.  7. 


Dans  D2  l'élément  différentiel  a  un  signe  constant,  car  on  a 


—  I  =  c 


et 

puisque 
d'où 
d'où 

d'ailleurs  on  a 
d'où 


cos(/i,  /•)  I  <;  K  =  cos(/i,  :r  ), 

(/^,3)<4.5^ 

K  -h  -^^^ — ~  cos{/i,  /•)  >>  o  ; 

I  —  m  >  o, 
^[r-,n(z-z,)]>o, 


i68  11.   u'adiiém.vu. 

d^où 

L'élément  de  H,  est  positif.  Donc  nous  pouvons  mettre  (w  —  «,)„ 
hors  du  signe  d'intégration  et  nous  avons  encore  une  intégrale  qui 
tend  vers  zéro  lorsque  D,  s'évanouit. 

Enfin,  dans  D3,  il  y  a  une  partie  où  l'élément  est  négatif,  mais  cette 
partie  n'atteint  pas  le  bord,  d'après  ce  qui  a  été  vu. 

La  partie  négative,  ombrée  sur  la  figure,  est  tout  entière  adroite  de 
la  ligne  pp  du  plan  horizontal  et  à  angle  droit  avec  la  normale. 

Pour  chaque  région  on  peut  faire  sortir  {u  —  w,)„  du  signe  d'in- 
tégration et  à  la  limite,  puisqu'on  aura 

Iim(w  —  f/,)j,  =  o. 
On  trouvera  en  somme,  à  la  limite,  la  valeur  -zéro  pouf 

fJ'iu-u,)U,(h. 

7.  Conclusion.  —  La  convergence  est  établie  pour  des  données 
(juelconques  portées  par  un  plan  incliné  de  moins  de  4  5**. 

Il  suffit  de  niodiff,er  très  peu  tout  ce  qui  précède  pour  établir  la  con- 
\ergence  lorsque  la  surface  S  portant  les  données  est  quelconque  avec 
plan  tangent  toujours  incliné  de  moins  de  45"  et  unicité  de  section  par 
tout  cône  A. 

L'on  pourrait,  de  la  même  manière,  étudier  la  dérivée  conorniale. 

l*our  la  convergence  de  u  à  hi  frontière,  il  fallait  (pie  la  fonction 
donnée  //  admette  àddéri^èes  premières  Jinle.s ;  [)our  la  convergence 

de  -7^  il  faudra  cpie  //  admette  des  déii\'ées  secondes  Jinies. 

Tout  est  changé  si  la  surface  S  est  un  cône  A  à  4^"-  Abordons 
l'étude  de  ce  cas  relativement  auquel  nous  avons  un  théorème  inté- 
ressant. 
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CHAPITRE  IV. 

ÉTUDE    DE    l'intégrale    A    LA    FRONTIÈRE    LORSQUE    LA    FRONTIÈRE 
EST    UN    CÔNE    CARACTÉRISTIQUE. 

Ici,  on  Ta  \ii,  si  la  surface  des  données  est  le  cône  A',  de  sommet  Q, 
1o  fait  do  fJonnrr  u  sur  Ir  cône  détermine  la  valeur  de  -rrr  sur  le  cône. 


PREMIERE  SECTION. 

On  donne  u  non  nul  sur  le  cône. 

Fis.  8 


Il  faut,  comme  précédemment,  examiner  l'expression 


// 


du 


d^ 


^N  v/(^-.o)^-/-^        à. 


'-\lf{u-.u,)^d^\ 


et  voir  si  elle  tend  vers  zéro  lorsque  le  point  A(x\,  y^,,  r^)  se  rap- 
proche du  point  (i)  situé  sur  le  cône  ù,  u^  étant  la  valeur  donnée 
de  u  au  point  (i). 


4.  Écrivons  encore  \l{z  —  z^)-  —  r-  =  R  et  éludions  l'intégrale 
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étendue  à  Taire  découpée  sur  le  cône  il  par  le  cône  ayant  son  sommet 
en  A. 

Grâce  à  la  symétrie,  nous  pouvons  transformer  Fintégrale  de  surface 
en  intégrale  simple  avec  la  variable  jj.  qui  définit  l'hyperboloïde 

{z-  z,)--r-=\t,-. 

L'hyperboloïde  de  paramètre  fji  et   le  cône  (2  se  coupent  suivant 
l'ellipse 

( '«  —  ^o)'^"  +  (-0  "  rl)y'-  -  aa^oro-^y 

L'on  a  pose 


—  o. 


V 


IL-  =  2.U, 


X'  =  zl-  xl-y 


0* 


L'aire  de  l'ellipse,  à  un  facteur  constant  près,  est 


Or 


Al  o      '1 


D'où,  à  une  constante  multiplicative  près, 


a  z= 


Ainsi,  l'on  a 


CJ, 


À  A  '/il 


Or  ce  qui  marque  que  le  point  A  vient  sur  le  cône  £2,  c'est  que  X  tend 
vers  zéfo.  Puisque  X  n'intervient  pas  dans  rintéiirale  J,,  rrllc-ri  rw 
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Icnd  pas  vers  zéro  lorsque  le  point  A  se  rapproche  de  la  surface 
des  données. 

C'est  Vinverse  de  ce  qui  arrivait  avec  une  surface  cjuelconque.  Nous 
prévoyons  que  le  problème  de  la  convergence  va  se  présenter  avec 
une  surface  privilégiée,  d'une  manière  toute  nouvelle. 

L'on  a  donc  ce  résultat,  par  le  théorème  de  la  moyenne  : 

T  r  r  du  di 

tend  vers 

lorsque  A  vient  en  (i);  r^  étant  la  cote  de  A,  G,  une  constante  et 
\-i^)  iine  valeur  moyenne  de  -r^  sur  la  génératrice  du  cône  Cl  qui 
passe  par  (i). 

2.  Etudions  maintenant 

où  Ton  a  posé 

r  =  cos(/i,  z)  -h  ^ — ~  cos(n,  r). 

Suivons  pas  à  pas  l'étude  analogue  faite  avec  ane  surface  quelconque. 
L'équation  du  cône  ù  est 

(nous  conservons  la  lettre  /■  pour  la  distance  polaire  au  point  A), 
d'où 

dz        —  œ  ■ 

-V-  = —  —  cos6, 

OV  f\  ' 

dz  -y 


,    —  —  —  sinO. 


(lo      dz 


cosO  et  —  sinO  remplaceront  a  cl  h  dans  les  dérivées  ^,  -7^-   Le 

^  dx      dy 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  \.  —  Fasc.  II,  190';.  ^J 
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terme  (a^  -+-  ^y])  devient 


Or 

donc 

devient 


—  (cosG.^  -+-  sinO.y)). 
=  pcoso»;»        y]  =  psinco, 

(aH  +  ^Y)) 
—  p  cos  (  (o  —  0  )  =  p  m , . 


Nous  aurons  /;«,  à  la  place  de  m,  mais  m,  étant  un  cosinus,  l'on  a  tou- 
jours 

lm,|<i, 

inégalité  importante  à  noter. 

J3  donne  donc  d'abord  un  terme  J^  qui  contient  ^  en  facteur  daus 
l'élément  dillérentiel 


-.)..= 


0-.        Ot, 


f/o-, 


La  partie  entre  crochets  esl  Jifiie  si  la  fonction  donnée  it  et  ses  pre- 
mières dérivées  sonl  Ji/iies.  L'on  a  donc 

Or  ceci  tend  vers  zéro  lorscpie  A  vient  sur  le  cône,  car  V  devient  nu/, 
comme  on  le  voit  sur  la  figure, 

cos(/*,  z)  ^=  cos^'» 


=  1 


cos(/*,  /•)  =  cos  (  ^  "^  7  )  —  ~  ^^^  7 
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Or 

Donc 


r  =^  cos(«,  z)  -h  ^^ — 7^  cos(/?,  /•). 
et  J^  devient  nul  quand  A  vient  sur  le  cône. 

Fig.  !.. 


5.  Étudions  J-  : 


L'on  a,  sur  tout  le  cône, 

la  dérivée  est  nulle. 
Évaluons 

Les  cosinus  de  n  sont 


cos(//,  z)  =  ^, 


cos(/z,  /•). 


y 


r^s/i  )\\l'?.  i\\h.         \Ji 

cosÇn,  7')  =  -^(cosa)cos6  4-  sinco  sinO) 

_    ^    _    _|_  ^(^  —  .To)  +/(j— Jo) 

v/2     \/2  s/œ^+y-^ix  —  jcoy-^if—yoy 

Les  dérivées  en  z  ou  en  z^  sont  nulles  et  il  est  inutile  de  calculer  les 
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dérivées  en  x  ou  en  j'  parce  que  l'on  a  p  en  facteur.  Or  p  étant  nul  sur 
Taxe  vertical  de  A,  les  puissances  néj'atives  de  r  ne  peuvent  empêcher 


la  convergence. 

En  somme  nous  avons,  pour  coefficient  de  {u  —  w,  ), 

j^    cos(/?,,  ^)  +  =-^;^cos(/i, /■)     (---»)- ^/^^.(---o)  + ^z- 

■^  ÏÏ  Â^  7^1^-  -^o)[^.ccsw  -+- A.sinw  -  cos(/z,  r)]. 

Parle  même  raisonnement  qui  a  été  fait  pour  le  cas  d'une  surface 
quelconque,  l'on  voit  que  les  intégrales  contenant  pr^»  comme  celles 

contenant  y-)  ont  un  sens.  L'on  a 
11 

I /?? ,  |<  I , 
d'où 

et 

cos{n,  /•)  =  w,^' 
d'où 

cos(//,  ;) -h  ^ — 7^cos(//, /■)  >»  o 

sur  le  bord  du  cône  A°,  puisque,  sur  tout  le  cône  Q,^  l'on  a  : 

cos(//,  z)  :^  ^ 

2 

et,  sur  le  hord  du  cône  A"  de  sommet  A  : 


D'ailleurs  p  est  idenli<iuenient  nul,  sauf  au  voisinajie  de  ce  bord. 
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Donc  --  Jj  se  réduit  à  deux  termes,  celui  en 


i^[t  +  ^'^o^'"'')1 


et  celui  en 


I   COS(  «,  /■) 
R        i 


Le  premier  terme  donne  une  intégrale  J,.,  qui  se  réduit  à  zéro  lorsque  A 
vient  sur  le  cône  Ci  en  (i),  car  on  a,  à  la  limite, 


=  I 


cos(/i',  /•)  =  — 


v/i 


Fis.  10. 


^K  1^^ 


Donc  enfin  J.  se  réduit  à 


I    cos(/?,  /•) 


1      r  Tf        V  I  cos() 


ch, 


4.   CoiNCLusioN.    —   Il  faut,   pour  la   convergence,   cjue  Ton   ait, 
lorsque  A  tuent  en  (i). 


limJg  =  G 


avec 


Je  ne  saurais  dire  si  ceci  est  vérifié  cjuelle  que  soit  la  fonction  donnée 
(continue). 
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J'abandonne  cette  question  pour  l'instant,  car  Ton  voit  à  quel  point 
le  maniement  de  Jg  est  difficile  : 

Le  champ  d'intégration  devient  //w/ (étant  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre); 

L'élément  d'intégration  devient  infini,  d'une  manière  particulière- 
ment difficile  à  manier. 

L'on  peut  esquisser  une  vérification  pour  le  cas  où  la  donnée  serait 

Il  =  z, 

mais  l'on  ne  voit  pas  bien,  sur  ce  cas  particulier,  quel  est  le  mécanisme 
général. 

La  vérification  serait  immédiate  pour  le  cas  suivant  :  donnée  con- 
stante le  long  d'une  génératrice  du  cône.  Mais  alors,  la  continuité  de 
la  donnée  exigerait  que  la  région  du  sommet  du  cône  soit  remplacée 
par  une  portion  de  surface  autre  et  se  raccordant  avec  le  cône. 

DEUXIÈME  SECTION. 

//  est  nul  sur  le  cane,   F{.r,  y,  z)  n'est  pas  nul. 

Nous  devons  revenir  sur  le  cas  de  l'équation  A(//)  =  F  avec  la 
donnée  ii  nulle  pour  le  cas  de  la  surface  privilégiée. 

Ici  (Z  —  z■^^)  ne  tend  pas  vers  zéro  quand  (/:'„,  r„,  r„)  vient  sur  le 
cône  de  sommet  12. 

D'après  le  théorème  de  la  moyenne  il  suffit  d'examiner  l'intégrale 

(Toi.  A/«) 

aire  hc  | 


ou 


L'on  a  vu  que 
si  l'on  a  posé 


aire^c  =  R.3,).X, 
Isolons  la  verticale  de  A  par  un  cylindre  de  rayon  i.  Dans  la  portion 
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restante  de  l'aire  (^c),  l'on  a,  si  j  :;„  |  <^  II, 

V<log(^  +  y/^), 

J<lo8(rH-\/ï^^)-H.K- 

Conclusion.  —  L'on  voit  que  J  tend  vers  zéro,  c'est-à-dire  que 
"(^o?JKo7  ^0)  tend  vers  zéro,  valeur  donnée,  lorsque  A  sdent  sur  le 
cône  :  il  suffit  de  faire  décroître  convenablement  X  lorsque  l'on  fait 
décroître  s;  par  exemple,  l'on  peut  prendre  X  =  £. 


DEUXIEME   PARTIE 

PROBLÈME    EXTÉRIEUR. 


CHAPITRE  I. 

1.  Les  conclusions  de  la  première  Partie  montrent  clairement  que 
le  problème  intérieur  n'est  résoluble  que  pour  certaines  formes  de  la 
surface  des  données.  Imaginons,  par  exemple,  que  cette  surface  soit 
une  spbère. 

Menons  par  le  centre  un  cône  à  45".  Dans  la  région  intérieure  au 
cône,  inférieure  ou  supérieure,  l'on  se  trouve  dans  les  conditions  exi- 
gées par  le  problème  intérieur:  il  n'en  va  plus  de  môme  pour  les  points 
intérieurs  à  la  spbère  et  extérieurs  au  cône. 

Nous  devons  donc  étudier  Vinlégralion  de  A(w)  =  F(x',  y,  r), 
lorsque  la  surface  qui  porte  les  données  est  analogue,  au  point 
de  iHie  de  /'Analysis  situs,  à  un  cylindre  à  axe  vertical  et  est 
découpée  extérieurement  par  le  cône  à  45''  et  à  axe  vertical. 

D'où  cette  désignation  de  «  Problème  extérieur  ». 
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2.  Principe  de  la  mclhode  d'intégration.  —  L'idée  de  M.  Vol- 
terra  ne^ consiste  plus,  comme  pour  le  problème  intérieur,  à  trouver 
une  sorte  de  fonction  de  Green  et  à  faire  une  inversion  d'intégrale, 
mais  bien  à  revenir  à  une  sorte  de  problème  de  Dirichlet  dans  le  plan 
horizontal  T  passant  par  le  point  A(xo,  jKo?  -^o)- 

Pour  cela,  l'on  appliquera  la  formule  (G)  au  volume  limité  par  S 
et  par  le  cône  A  (extérieurement)  avec  une  fonction  auxiliaire  Y  dis- 
continue au  passage  par  le  plan  T,  c'est-à-dire  l'on  appliquera  deux 
fois  la  formule  (G)  :  i^  au  volume  W"  limité  par  le  plan  T"  de  cote 
(^0+  î);   2*^  f^u  volume  W  limité  par  le  plan  T'  de  cote  (r„  —  z). 

Fis.  II. 


Comme  nous  am^ons  à  faire  plusieurs  dérivations  d'intégrales  (dé- 
rivations que  M.  Yolterra  semble  faire  intuitivement)^  je  vais  donner, 
de  suite,  la  théorie  rigoureuse  de  ces  dérivations. 

5.  Adaptations  diverses  de  la  formule  d'Ostrogradski.  — 
I.  Nous  aurons  d'abord  à  dériver,  par  rapport  à  r^,  une  intégrale 
de  surface  étendue  à  l'aire  du  plan  T  limitée  par  S 


I  =    /   /  ':^dxdy^=  1   l  o/drdoL. 


(  aire  T,  S  ) 


(T,S) 


Soient  donc  i]  la  courbe  d'intersection  de  S  avec  le  plan  T  :  r  =  r^, 
et  (],  la  courbe  d'intersection  de  S  avec  le  [)lan  :  r  =  3„  -h  A^,,. 

Soit  (7  la  projection  de  (',,  nous  allons  prendre  un  contour  C^'  voi- 
sin de  C  et  à  une  distance  13D  infiniment  petite  par  rapport  à  DD'  cl 
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nous  aurons  à  établir  une  correspondance  sur  un  rayon  vecteur  lixe, 
entre  les  points  de  BD'  et  les  points  de  BD . 

Pour  cela,  nous  donnerons  à  7- la  variation  p(I'^  Partie,  Cliap.  1,  n"2) 

l  p^o,         en  B, 

(  p  =  DD'=  Aso.cot(N,j),         enD; 

ce  qui  donne,  pour  x  : 

^  =  p  cosa; 
pour  y  : 

Y]  =  p  sin  a  ; 


(aire  C) 


(aire  C  — C") 


Fig,  12. 


A' 


La  seconde  intégrale  se  réduit  à 

/  ^.Az^y.col(N,  z).(dycosoL  —  dxsimx.) 
=  Azo  fo.cot(N,z)dl, 

l  étant  l'élément  de  longueur  de  C. 
Finalement, 

'k>^fj  |^^"^'4'+/?cot(N,^)^//. 

aire  C 

4.  II.  Nous  avons  ensuite  à  dériver,  par  rapport  à  z^,  une  intégrale 
de  surface  étendue,  par  exemple,  à  la  surface  BC  découpée  extérieu- 
rement dans  S  par  le  cône  A. 

Journ.  de  Math.  (5*  série),  lome  X.  —  Fasc.  Il,  i^(,\.  'l\ 
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Soit  AA'  =  A^o.  L'aire  découpée  BC  devient  B'C. 

Par  une  surface  de  révolution  aj^y  située  à  une  distance  d'ordre 
supérieur  à  i  en  A^o  des  deux  nappes  coniques,  nous  isolons  une  sur- 
face [By  dont  tous  les  points  se  correspondent  à  eux-mêmes.  Puis,  il 
faut  faire  correspondre  les  points  de  B'jB  à  ceux  de  B^  et  ceux  de  C'y 
à  ceux  de  G  y. 

Soient  mil  =  dl,  mp  =  dk,  (mnpq)  =  dldk  et  dk  ^=  K.dz. 

Pour  (m' n' p' q' ) ,  dl  est  le  même  et  X  éprouve  une  variation  p  : 

p  =  o     en  p,         p  =  KA2„     enB; 

Fis.  i3. 


ce  qui  donne,  pour  la  deuxième   intégrale  et  pour  la  partie  supé- 
rieure BB,, 

Or 

d'où 


(Bit,) 


sin(N,^) 

Azo  /      ?  •   .L — ^dl. 
V,„B/sin(N,  s) 

Pour  la  courl)e  CC,,  l'on  trouve,  de  la  même  manière, 
—  A-p  /      9  ^—^ — -dl^ 
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en  tout  : 

(aiicBB,C(:,) 

et  la  partie  entre  crochets  donne  donc 

5.  III.  Pour  la  même  translation  de  CAB  en  C'A'B'  nous  aurons 
à  dériver  une  intéj2:rale  de  volume. 

Toujours  de  même  l'on  trouve 

(  surf.  AB  )  (  surf.  AC  I  (vol,  ABC  ) 

Cela  fait,  nous  pouvons  intégrer,  d'après  M.  Volterra. 

6.  Intégration.  —  Cherchons  une  solution  V"  de  l'équation 

A(V)  =  o 
qui  soit  nulle  sur  le  cône  supérieur  A"  et  de  la  forme 

/(0)-h[log,-lg-(9), 
OÙ  1  on  a  posé 

L'on  trouve 

\"=c-h  I    log(i  —  0-)  4-  logr(arc  sin6  -+•  c  ), 

il  faut  prendre 

c  =  —    I    log(i  —  9'^)   ,         :  =  —  <7,         c'=— -• 

[Nous  trouverons  (II*  Partie,  Chap.  II,  n°  5)  la  valeur  numérique  q 
qui  n'est  pas  utile  en  ce  moment.] 
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La  formule  (G)  donne  alors,  puisque  Ton  a  A(w)  =  F, 

(Ti 

De  même,  soit  Y'  nulle  sur  A', 

\'  =  +  g+  f  log(i  -  b')  -^=£=  +  [logr]('arc  sinO  -\-  ^), 
l'on  a 

(W)  (S') 

(T) 

Ajoutons  les  membres  de  ces  deux  égalités  : 

-/  -I  -f-f=  //(^'-^o.^'' 

«^(W")  ^{W:  '^IS")  «^(S'j  '^     «^ 

(T) 


C<:'//e  dernière  intégrale  est  donc  connue  en  fonction  de  r,,  et  des 
données. 

Nous  avons  donc 


//('7  +  ilogr)^^(o  =  J,. 


(T» 


Il  suffit  de  dériver  par  rapport  à  z  =  z„  pour  arriver  au  but. 
D'après  le  n"  5,  l'on  a 

^=//(,H-:iog,.)^^<o+£(,  +  -:iog,.)eot(N,.-)|<//, 
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u  et  ses  dérivées  étant  donnés  sur  S,  l'intégrale  de  surface  est  connue  : 


Or 
d'où 


à^u         d'à         .  d'il     ,    ^ 

âx-        ôy-  oz- 

f  f(q  -+-  ^logrjAtto?w  =  J2+  f  f  (q  +  ^log/-jFn?(o  =  .T^ 


(T)  (T) 


Mais  V  étant  la  normale  extérieure  à  la  courbe  plane  C,  l'on  a 
(problème  de  Dirichlet) 

(T) 

ÇÇ\o^r^u(l(à-^J]u-^{\o^r)  -  log/'-^J^'/ =  27:w(a7„,yo,  ^0). 


iTi 

Ceci  donne 


'3 


^X^''^^  "^  ^  r27r//(j;o,7o,  -0)  -^(w  ^log/-  ~  logr  ~)j  dî^  , 


d'où 


-n^u 


J,,  est  connu,  donc  u  aussi,  si  l'on  donne,  sur  S,  les  valeurs  de  u  et 
de  toutes  ses  dérivées. 

L'intégration  est  achevée,   en  principe,  mais  nous  devons  tout 

exprimer  plus  explicitement  pour  montrer  que  ^  intervient  seul. 


7.  Calculons  donc  -r-^* 
Or 


«^W"  «^W  ''S'  '^S 
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Pour  alléger  l'exposition,  supposons  m  =  o  sur  S,  ce  que  Ton  peut 
toujours  obtenir  par  une  différence  d'intégrales. 

1°  Expression  de  ^^  f   •  —  D'après  le  n°  5,  c'est 

W  IT)  W"  (Tj 

2°  Expression  de  ^rr  1   .  —  C'est  le  même  résultat,  car  il  y  a 
double  changement  de  signe  pour  l'intégrale  de  surface. 

3°  Expression  de  -^  f  f  -  V"^c?w.  —  D'après  le  n°  4  c'est 

S" 

J  J         àzo  dN  J  dn  sin(N,  z) 

S" 

4''  Expression  de  --^  /  .  —  De  même  on  obtient 

r  r     d\'  du  J        r     ^r,du        i        ., 

S' 

Finalement 

05  r 


'-0.0 


+-  2  /  \q  -^  -logvjF^a) 
alors,  posant  W  =  W  +  W"  et  S  =  S'  +  S", 

r/  TT,         \r         I  du         cos(i\,  z)  du^  J. 
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Le  crochet  se  réduit,  dans  l'intégrale  curviligne,  à  (  '  ) 

du 

dv 

enfin,  donc 

j'.=--!r-ri' 


(^)  Soit  M  ua  point  de  la  courbe  G,  Mv  la  normale  à  G,  Mn  la  normale  à  la 
surface  S.  Soit  MP  =  i,  on  a 


a  =  MQ,  P  =  QR,  Y=:RP 


(a,  jî,  Y  sont  les  cosinus  de  M//). 


Fig.  i3  bis. 


Soient  a,  b  les  cosinus  de  Mv,  on  a 


d'où 


sin  (rt,  z)        sin(N,  z) 
Or  cos(N,  g)  =—  Y,  d'où 


sin(N,  z) 


I  V du  /1VT      V  àu^  du        ,  Ou 

sin(N,  ^)  L^^N  ^         '  âz  ]  dx  dy 
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c'est-à-dire 


('--^'^^"rf(0. 


C'est  la  formule  donnée  par  M.  Volterra  (p.  ig^),  sauf  que,  si  nous 
n'avions  pas  choisi  la  donnée  u  nulle  sur  S,  nous  aurions,  en  plus,  un 
terme 

à^o  \  ff^-^^^'  •^'  ^'  ^«'  ^«'  ^»)  ^^  i' 


(S) 


que  l'on  ne  peut  mettre  sous  une  forme  simple  parce  qu'il  se  présen- 
terait des  intégrales  curvilignes  dont  l'élément  différentiel  est  infini. 

8.   Conclusion.  —  Cette  inté^rcition  exio;e  donc  la  donnée  de  u  et 

Cl  o 

-j^  et  l'unicité  de  la  section  extérieure  de  S  par  A. 

Il  est  encore  des  surfaces  privilégiées. 

Mais  l'intégrale  prend-elle  la  valeur  donnée  à  la  frontière?  Ceci 
entraîne  des  conditions  de  possibilité  et  M.  Volterra  a  montré  la 
présence  d'autres  conditions  encore. 

L'intégration  précédente  appelle  donc  quelques  remarques  fonda- 
mentales. 

Jusqu'ici  elle  n'est  q^q,  formelle  : 

Si  l'intégrale  existe,  elle  est  représentée  par  la  formule  obtenuA3, 
mais  la  formule  peut  ne  pas  représenter  une  véritable  intégrale  du 
problème  extérieur. 
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CHAPITRE  II. 

CONDITIONS    d'existence    DE    l'INTÉGRALE    DANS    LE    PROBLÈME    EXTÉRIEUR. 
ÉTUDE    d'un    cas    PARTICULIER. 

Soit  donc  A(w)  =  F(x,y,  z)  avec  des  données  extérieures. 
En  prenant  des  différences  d'intégrales,  nous  pouvons  supposer 

Il  z=  o  sur  S, 
F  =  o. 

1.  La  condition  de  M.  Volterra.  —  Pour  obtenir  l'intégrale, 
M.  Volterra  emploie  une  fonction  V  qui  se  réduit  à 

K  +  K'logr 
dans  le  plan  horizontal  T. 

Dans  l'aire  découpée  par  ce  plan  dans  le  volume  W  il  a  alors  à 
appliquer  la  foî^mule  ordinaire  de  Green. 

De  même,  soit  une  fonction  V,  nulle  sur  le  cône,  se  réduisant  à 

K  =  const. 
dans  le  plan  T. 

L'application  à  la  même  aire  de  la  formule  ordinaire  de  Green 
donnera  zéro  d'un  côté  et  une  fonction  des  données  de  l'autre,  d'où 
une  condition  imposée  aux  données. 

La  fonction  V,  intégrale  de  A(V)  =  o,  sera,  dans  W", 


dans  W 


V"  =  arc  sin  ^^ — —  - 

r 

2 

■\T ,                                   •         Z    Zn 

V  =  arc  sin h 

71 

h    - 

et  alors  la  même  marche  exactement  que  celle  suivie  pour  intégrer 
donne 

(Mémoire  de  M.  Volterra,  p.  i88). 

Journ.  de  Math.  (5«  série)  ,  tome  X.  —  Fasc.  II,  1904.  2D 


I  88  R.    d'.vdhkmar. 

Cette  condition  de  M.  Volterra,  quil  ne  commente  aucunement^ 
se  simplifie  si  nous  prenons  F  ^^  o  et  devient 


-   (S,     \//--(5-3„ 


di/    j 


Je  l'appellerai  une  condition  mohile  puisquelle  doit  être  réalisée 
pour  toute  aire  (S)  découpée  par  un  cône  A  ayant  son  sommet  en  un 
point  quelconque  du  volume  W,  en  particulier  pour  toute  aire  (So) 
relative  à  un  cône  A  ayant  son  sommet  en  un  point  ^i,  de  S. 

2.  La  condition  de  V auteur.  —  Au  moment  où  j'abordai  cette 
étude,  je  proposai  (')  une  autre  manière  de  trouver  une  condition 
mobile.  Toute  intégrale  de  A(w)  =  o,  soit  '\i{x,  y,  z,  Xo,  yo,  ~-o) 
nulle  sur  le  cône  A  et  exempte  de  singulai'ités  à  l'extérieur  de  ce  cône 
donne,  par  l'application  delà  formule  fondamentale  de  l'Introduction, 
une  condition. 

Mais  j'ai  été  amené  à  reconnaître  que  la  fonction  '^,  que  j'ai  donnée, 
avait  une  dérivée  discontinue,  en  sorte  qu'elle  n'est  pas  utilisable,  et, 
à  défaut  de  recherches  plus  profondes  sur  une  équation  de  Laplacc, 
je  me  borne  à  signaler  cette  idée  :  on  pressent  que  '>p  peut  exister  et 
qu'une  condition  peut  donc  exister  (-). 

Mais  il  y  a  encore  autre  chose,  dont  M.  Volterra  ne  s'est  point 
préoccupé. 

Il  faut  que  l'intégrale  prenne  la  valeur  donnée  à  la  frontière,  et 
ceci  me  donne,  dans  les  conditions  où  je  me  suis  placé,  et  où  il  faut 
se  placer  pour  pouvoir  faire  une  discussion,  (S,,)  étant  l'aire  relative 
à  un  point  frontière  X^ 


(')   Comptes  rendua,  ir  fé\  rier  1901. 

(^)  L'existence  eflective  de  '}  paraît  résulter  d'une  remarque  énoncée  dans  la 
Thèse  de  M.  Le  Roux. 
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c'est   encore    une    condition    mobile,    mais    relative    seulement    aux 
points  Jl,,  et  non,  comme  la  précédente,  aux  points  A  et  ,^1,. 

Avant  d'aborder  la  comparaison  des  deux  conditions,  je  vais  irign- 

Fig.  i/i. 


trer,  sur  un  exemple  simple,  qu'elles  peuvent  parfois  être  compa- 
tibles. 


5.  Sur  un  cas  particulier  du  problème  extérieur.  —  Supposons 
les  données  portées  par  un  cylindre  à  axe  vertical  et  invariables  pour 
une  même  génératrice.  Soit  a  l'angle  polaire    qui    caractérise   une 

génératrice,  l'on  donne  : 

w  =  o 
sur  le  cylindre, 


du 


■  /(cK.)  =  dérivée  noi'male  extérieure. 


Il  est  clair  alors  qu'il  suffit  d'examiner  les  conditions  C,  et  Go  dans 
une  section  droite. 

La  condition  (G,)  donne 


// 


V/'-'— (^--o)^ 


/(!X.)Rdoid(z  —  ;j„)=o; 


r  étant  le  rayon  vecteur,  par  rapport  à  A,  d'un  point  de  la  circon- 
férence de  la  section  droite,  l'on  voit  que,  pour  une  même  généra- 


trice. 


-  =  u  varie  de  —  i  à  h-  i . 


190  R.     D  ADHÉMAR. 

Donc  (C,)  devient 

1 


X7(0'^«£  ,^=0 


ou 


(j) 


d%  =  o, 


ceci  quel  que  soit  le  point  A  dans  l'aire  de  la  section  droite.  Donc  ici 
lacondilion  mobile  (C,)  se  résout  en  la  seule  condition  fonctionnelle 
qui  précède  ('). 

Fig.  i5. 


Envisageons  la  condition  (Go)  et  supposons  d'abord  ,.1,  dans  le  pro- 
longement de  bix'  {fig.  i5),  alors  on  a 

/•  =  ^  M  =  2  R  cos  - , 


et  M  doit  parcourir  successivement  les  demi-circonférences  abx,  al/x,. 
D'ailleurs 


=  log2R  H-log  cos- H- log(i  —  u'-). 


Donc  G2(oi0  donne  : 
/   /     log2i^ -h  logcos  -  4- log(i  —  M**) 


da 


\/ 1  —  //- 


l{/(a)^a  =  o. 


(')  El  qui  a  une  signilicalioii  pliysi(|ue  :  u  élaul  un  potentiel  des  vitesses,  elle 
exprimerait  que  ]e  Jluu-  total  à  travers  la  circonférence  est  nul. 
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Il  y  a  trois  termes;  le  premier  et  le  troisième  nous  donnent  Téqua- 
tion  (^). 

[L'on  a  d'ailleurs,  en  faisant 

du  j 


y/i  —  II' 

^    log(l  -  W-)— =r  =2j       l0g(C0Sp)û?P^  2^l0g-^  (EuLEr), 


v/ 

et 


=  2        =27rlog^ 

-1  "0 


mais  cette  valeur  numérique  est  sans  importance.] 

Le  second  terme,  au  contraire,  donne  du  nouveau,  savoir  : 

'    /(a)logcos-c?a -}-  /    y(2Ti  —  a)log' cos-<5^a  =  o 
ou 

[/(a)  -+-/(2'n:  —  a)|  log  cos^  doc  =  o. 

0 

Supposons  maintenant  que  le  point  X  ait  une  position  quelconque  A.', 
caractérisée  par  l'angle  h  {fig-  99),  la  condition  devient,  quel  que 
soit  h  entre  o  et  211, 

[/C^'  +  ^0  "^/(^"^  —  a'+  /Ol'^ê"  cos- dcc'  =  o. 
0  ^ 

En  un  mot,  la  condition  mobile  C2  se  réduit  à  ceci  :  l'intégrale 

l/(^  -+-y)  +/(2^  -  ^  -f-^yjiogcos  ^dx 

doit  être  nulle  quel  que  soit  y  entre  oet  iiz. 
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4.  Je  vais  montrer,  par  Fintuition  géométrique,  que  ceci  est  pos- 
sible. 

Soit,  d'une  manière  plus  générale, 


r'' 


L'on  veut  que  z  soit  nul  quel  que  soit  y. 
Soit  $(ic,  y)  une  fonction  telle  que 

_  <)* 
*        dx 

On  s'imposera  en  plus  que  la  surface 

contienne  deux    droites  parallèles   à  O^  de   même   cote,   d'ailleurs 
quelconque,  dans  les  plans 

z  sera  bien  nul,  quel  que  soit  y. 

Il  faut,  bien  entendu,  que  $  renferme  y,  c'est-à-dire  que  la  surface 
ne  soit  pas  un  cylindre.  $  renferme  un  très  grand  arbitraire,  donc  ç 
aussi,  et  il  reste  à  résoudre  l'équation  fonctionnelle 

log  cos  — 

/contient  une  part  d'arbitraire  comme  <p  et  l'on  imposera,  en  plus,  kf 
la  condition  : 


/27t 


L'on  voit,  sur  ce  cas  simple,  que  les  conditions  de  ^L  Volterra  et  de 
l'auteur  peuvent  bien  être  remplies  en  même  temps,  et  même  ici  la 
condition  (G^)  contient  la  condition  (C,). 
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i5.  SiiJ'  un  cas  particulier  (suite).  Étudf  de  la  dérivée  conor- 
male.  —  Nous  allons  étudier  la  dérivée  conormale  dans  le  cas  du 
cylindre  portant  des  données  constantes  sur  une  même  génératrice. 
Pour  simplifier,  prenons  seulement  un  point  particulier,  le  point  A. 
sur  co.xr'.  En  ce  point  Ton  a 

d_ â_ 

Fig.  t6. 


Le  point  Jl,  peut  être  reg-ardé  comme  la  limite  vers  laquelle  tend  un 
point  A. 


Etudions  la  dérivée  de  l'intégrale 


pour  un  déplacement  AA'. 

L'on  trouve,  comme  toujours,  d'abord  la  même  intégrale  avec, 
sous  le  signe,  la  fonction  dérivée,  puis  deux  intégrales  curvilignes. 
Ces  deux  dernières  \se  détruisent  lorsque  la  donnée  est  la  même  sur 
une  même  génératrice;  cela  est  facile  à  reconnaître  et  je  n'y  insisterai 
pas. 


Il  reste  donc 
L'on  a 


2  -K-  J  J    dx^ 


dcL  dz' 


dcf)    d'^   doi    Ooi   r  â'f 


àoi    Ooi    r  d'f         àf  àrl 

ôxq        dx  d^Q        dxo  [dx        dr  dxj 

Pour  évaluer  (  - —  j      et   (  y-  )      nous  prendrons  les  limites  respec- 


1(^4  ^'   d'adhémar. 

tives  de 


L'équation  de  la  circonférence  en  a  et  r  =  AM  s'obtient  ainsi 

/■costo  =  a7(,  -h  Rcosa, 
rsinco  =  Rsina, 


d'où 
d'où 


7-2  =  x;  +  R-  +  2./:(,  Rcosa, 


/'dr\               ^oRsina 

=       ^^^^"^  =-Rsin^ 

"^                   2RC0S^                                  ^ 
2 

de  même 


(?a  \  ^0+  Rcosa 


ÙXq] X  ,a7(,  Rsina 

/^\       ^  R(r  +  cosa)  _    ^  cot''. 
\t?a^oAA,  R-sina  R  9.' 


alors  on  a 


Rsin^/(a)r ^-^-- 


■Ml -./'-) 


2  \2 


■         lo.  '-~ '---«'■• 


(l'on  pose  toujours  - — ^^  =  //j. 
Ainsi 
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d'où  les  4  intégrales,  à  — ^  près, 

I.=  /   /  cot^/'(a)[logr  +  log(i- w'^)J^/a-^:^-, 
I.>=  /   /  cos-/(a) î <:/a  "    ^ ' 

1:.=  /   fco,lf{y.)—^dcc 


2RCOS-      V''-"- 

2 


Mais,  u  variant  de  —  1  à  +1,  les  intégrales  en  u^  dans  I2  et  I,,, 
vî'ont  pas  de  sens. 

La  présence  des  conditions  (j)  et  ((j')  /f^5  élimine,  fort  heureuse- 
ment. 

Les  conditions  étaient  donc  bien  nécessaires  pour  la  convergence 
de  la  dérivée  conormale.  Comme,  d'ailleurs,  T.,  est  nul  en  vertu  aussi 
des  conditions,  il  resterait  à  étudier  la  première  intégrale  et  à  montrer 
cpie  l'on  a  bien 

2TC-      '  "^     ^       ^ 

Or 

log /•  =  log  2  R  H- log  cos  -  5 

r~^        du                               r^   los(i  —  u-)du  ,        1 

/         7==;=^;  /  , ;  =-2Tcl0g-- 

On  devrait  avoir 

1  " 

ir  J^    [/'(a)-/'(27r -a)]cot^logcos^f/a, 

Journ.  de  Math.  (J' série),  tome  \.  —  lùisc.  II,  1904.  20 
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6.  Conclusion.  —  En  général,  Ton  peut  dire  que  les  deux  con- 
ditions, celle  de  M.  Vol  terra,  celle  de  Fauteur,  peuvent  ou  non  être 
compatibles. 

Peut-être,  même,  la  convergence  de  la  dérivée  conormale  à  la  fron- 
tière conduit-elle  à  une  nouvelle  condition  mobile  qui  serait  (3C)  pour 
le  point  particulier  choisi  et,  pour  embrasser  tous  les  points  frontière, 
plus  complexe  encore. 

Le  Problème  extérieur  appellerait  donc  des  recherches  excessive- 
ment difficiles. 


TROISIEME   PARTIE 

EXTENSIONS   DIVERSES. 


CHAPITRE  I. 

EXTENSION    nu     PROBLÈME     EXTÉRIEUR.     —     INTÉGliATION     DE     l'ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE 

„  ,    ^       ù"-  a       ()-  a        à-  Il       d'  u       ^  , 

■^("^  =  5:^5  +  ?F  + -5^^  -  ^  =  •'(■'■'-'-• ')• 

1.  Si  l'on  passe  de  l'équation  à  trois  variables  A  (m)  à  l'équation 
analogue  à  (pialre  variables  B(w),  la  ])elle  méthode  de  M.  Voltcrra 
pour  le  problème,  intérieur  s'étend  immédiatement,  sans  aucune  dif- 
ficulté, comme  l'a  montré  M.  Orazio  Tedone  ('). 

Mais,  pour  le  problème  extérieur,  il  se  présente  une  particularité 
très  remarquable. 

Posons 


(')  Annall  di  Malemalica,  série  111,  t.  I,  1898.  Milan. 
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Dans  le  Mémoire  que  nous  venons  de  citer,  M.  Tedone  montre  que 
la  méthode  de  M.  Yolterra  s'étend  facilemenl  aux  équations 

A-"''(w)  =  F  (problème  extérieur). 

//  Il  est  pas  question  des  équations 

A"""^'''(^/)  ==  F  (problème  extérieur). 

(3r  nous  avons  exposé,  dans  la  deuxième  Partie,  la  méthode  de  M.  Vol- 
tcrra  pour  le  problème  extérieur  relatif  à 

A(m)     ou     A'''(w). 

Ayant  essayé  de  généraliser  banalement  cette  métliode  au  cas 

B(w)     ou     \'-\u). 

nous  avons  reconnu  une  impossibilité  absolue. 

Il  est  inutile  de  transcrire  ici  les  calculs  :  l'on  ne  peut  aboutir. 

M.  Coulon  m'a  dit  l'avoir  reconnu  de  son  côté. 

Par  une  voie  très  sensiblement  différente  l'on  arrive,  au  contraire, 
à  intégrer  l'équation  (  '  ) 

B(w)  =  F(jc,y,  z,  t)  (problème  extérieur). 

Il  faudra  prendre  des  fonctions  auxiliaires  V  autres  que  celles  de 
M.  Volterra,  les  combiner  d'une  manière  différente,  enfin  effectuer 
deux  dérivations  au  lieu  à^une. 

2.   Alîn  de  faciliter  l'intuition  des  choses  nous  parlerons  le  langage 
géométrique  dans  l'espace  à  quatre  dimensions  : 

a,  [3,  Y,  0  seront  les  cosinus  d'une  normale  extérieure  ;  nous  écri- 
rons 

di  =  dx.dy.dz.dt, 

6 .  dbi  =  dx .  dy.dz  ; 


(')  J'ai  annoncé  ce  résultat  à  l'Académie  des  Sciences  le  i5  décembre  1902. 
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enfin  quand  nous  écrirons  dl,  par  analogie  avec  le  cas  de  l'espace 
ordinaire,  ce  dl  représentera  un  clcmenl  de  variété  à  deux  dimen- 
sions ('). 

Il  est  bien  évident  que  la  formule  fondamentale  (G)  dans  l'Intro- 
duction s'étend  immédiatement. 

Nous  appellerons  encore  T  le  plan  horizontal  de  A,  ^  ^  t^^  et  A  le 
cône  de  A,  7'  —  ^  —  /„, 


Nous  aflécterons  de  deux  accents  les  éléments  supérieurs  à  T,  d'un 
seul  les  éléments  inférieurs. 

Fis.    IT. 


J 

A"/ 

/ 

1   ^^" 

S" 

S" 

\ 

W"\ 

/  W 

7 

w    / 

\     w 

/ 

S' 

\           / 

S' 

/ 

\  Z'"^' 

iV\     / 

1 

l\t  =  to) 


(J'o.l/o.^„) 


L(îs  fonctions  auxiliaires,  solutions  de  B(Y)  =  o  et  nulles  sur  A" 
et  A',  seront 

M"  = 


V  = 


r^{l  —  U) 


Dans  le  plan  T  on  a 

(,)  (V">,  =  (V-),=  +  .. 


(')    Voir  le  calcul  clôi;aiil  de  d^Lj,  crime  vaiiélé  à  p  iliinensioiis  dans  un  espace 
à  n  dimensions  dans  le  Mémoire  de  M.  Poincarc  {Acta  innlhcinaLica,  t.  XXll). 
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Enfin  l'on  a  constamment 
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(^) 


dV" 
ât 


ât 


5.   Intégration.  —  Appliquons  à  W"  et  à  W  la  formule  (G)  et 
ajoutons  membre  à  membre,  il  vient 


f  \"Ydz-i-  fy'¥d^-\-  f 
=  2  /  -  u  dx  dy  d 


dV'        ,r,  du  \    j 


à-  u 


C'est  cette  équation  (i)  qui,  dérivée  deux  fois  en  ^q,  donnera  -j-^  et, 

par  suite, 

.  à- u        à^  u         â^  u 

Au  =  -T—,  -f-  .—  +  --.— T' 
Ov-        oy-         az' 

et  l'on  appliquera  alors  \à  formule  classique  de  Green. 

Les  dérivations  se  font  conformément  aux  formules  démontrées 
dans  la  deuxième  Partie.  L'on  a 


(3) 


dt. 


Oh 


r  \   du    j  /"  i   du    , 


(certains  termes  se  détruisent.  D'autres  sont  nuls  car  Y"  s'annule 
sur  A"  et  V'  s'annule  sur  A'). 

Nous  appelons  encore  C"  la  variété  à  deux  dimensions,  inter- 
section de  A" par  S,  (^  Tintersection  de  A' par  S,  eiilin  C  rinlersection 
de  SetT. 
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L'on  a  encore 
Tt 


(4) 


-        /    "  -3^  d(X>    -i-    I    U  -prr  dw 

f      —  cosfn, /•)    ,  f     cos(n,r)    , 

/  u 1       '  d(M  -h      u  — 4 — -  d(ji 

i^  r."  -u  r' 


{t  —  ^0)  cos(/^,  /•)  -\-  rcos{n,  l)         dl 


r^  sin(N,0 

(car  cela  résulte  de 


2  /    W-COs(/i,   t)     .       ' 


^V" 

I 

â\' 

(?< 

— 

/' 

~ 

dt 

•> 

dr 

= 

4- 

t  — 
r- 

11 

=  — 

dr 

dW" 

dV 

{t- 

to)c 

dN 

dN 

n  étant  la  normale  extérieure,  N  la  conormale). 

D'autre  part,  la  dérivée  par  rapport  à  /„  du  deuxième   membre 
de  (i)  est 

I  - -jjdx dydz -\- 2  I  -ucol(N,  t)  dl. 

De 

cos(/i,  ^)  =  —  cos(N, /), 

il  résulte  que  l'intégrale  relative  à  C,  que  l'on  vient  d'écrire,  est  égale 
à  la  dernière  intégrale  qui  figure  dans  (4). 

Il  reste  donc,  après  une  première  dérivation, 

/.x  I  T'   dif    ,  r      ros  (//,/•)    ,  r     cos(  «,/•)/ 

(0  '^J..rdN'^'^~Jj'         r-^      ^"""^j./'         r'        "^^ 

r       dV"      fit  r  f  àft  j    j    j 

■+-  I  fi~i^  -■ — nr r  ^=  '-i  / z-dx  dv  (tz. 

J^.,^^.      d^    sin(N,0  J,  '■   ai  -^ 


à_ 


{(^) 
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Dérivons  (I)  comme  nous  avons  dérivé  (i);  l'on  a 

Puis,  pour  les  quatre  intégrales  de  surface,  l'on  a 

_  __   r        i^  du         cil  ^  r  '  5^         r/Z 

~"  ^Jo'  +  c^'  ^  sin(N,  0  ^  ^J^:  ^  d^  sin(N,  0 
f  -u->  C II  ^^^^'^^'')         ^^        __  C  cosjn,  r)         dl 

\  Je  '■'  sin(N,0        4  +  C'  '•'  si"(^'' 

et  il  reste 

r        dM" 

et  le  second  membre  de  (I)  donne 

2  /  -  -Twdxdy  dz  -\-  i  i  -^  -j^cot(N,  l)dl. 
Or,  nous  avons  quelques  groupements  intéressants  : 


20I 


0 


_d_  r       dN"      dl 


(7) 


siii(N,  ^) 


du  .J.J    .^àu 

^^-cos(N,0^ 


du 

'dj 


en  appelant  v  la  normale  à  C  siluâ  dans  le  plan  T  (car  C  possède 

une  variélé  à  deux  dimensions  de  normales,  tout  comme  une  courbe 

gauche  dans  l'espace  ordinaire). 

De  même  nous  avons 

I 


(9) 


I  cos  {n,  /•) 


d 


siii(N,^)         /■-  <^v 

Or,  ces  combinaisons  (7),  (8),  (())  se  présentent  naturellement  et 
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nous  avons  enfin 

(    7   -F dxdydz  —  /        -  ^    .    ''^   ,. 

l   Ja'  'hy  +  c''  ^^^  sin(^J,  0 

1  r  cosjn,  r)         dl  A_\   C  dV^  __dl___~\ 

(II)   \        "4,c"         '"         sin(N,0  "^  dT;  LJe  +  c"^^  sin(lN,oJ 

(ida  ^7^ 

=  1  I  -  Au  dx  dy  dz  —  2     \  — ; u  -j-  I  dl. 

Jj  r  •/  J^.  \  r  c/y  d^>  J 

Or,  sur  G,  dl  est  l'élément  de  surface  dans  l'espace  ordinaire. 
Donc,  le  second  membre  de  (II'),  d'a])rcs  la  formule  de  Green,  est 

L'intégration  est  effectuée. 

i.  La  valeur  de  u  au  point  A(.r„,  ^qj  ^o  ^o)  <^'^^  obtenue  en  fonc- 
tion des  valeurs  de  u  cl -j^  sur   les  deux    variétés  à    deux    dimen- 

sions  C"  et  C  sections  de  la  surface  S  qui  est  donnée  pai'  le  cône  A 
relatif  au  point  A. 

Ainsi  la  valeur  de  l'Intégrale  n'est  pas  du  tout  la  même  fonction 
des  données  dans  le  problème  extérieur  pour  A(w)  et  dans  le  pro- 
blème extérieur  pour  B(w).  Il  n'est  pas  surprenant,  par  conséquent, 
que  nous  ayons  dû  prendre  une  méthode  d'intégration  différente  de 
celle  de  M.  Volterra. 

Remarque.  —  Par  la  même  voie  que  M.  Volterra,  l'on  trouve  ici  la 
même  condition  que  dans  le  cas  de  trois  variables. 

Il  existe  encore  (Tauires  conditions  de  possibilité  du  problème, 
comme  je  l'ai  montré  dans  le  cas  de  trois  variables. 

La  conclusion  est  la  même  :  il  est  extrêmement  difficile  de  recon- 
naître si  la  solution  obtenue  est  une  véritable  solution. 
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CHAPITRE  II. 

INTÉGUATION    DE 

,„,  ô- Il        ô- Il        à^-n  âti        ,  du  du        ,  . 

ox'        ôy-        az-  ùx-  Oy  Oz 

(problème    INTÉKIELU),    PAU    LA    MÉTHODE    DES    APPIIOXLWATIONS    SUCCESSIVES. 

1.  Etant  réalisées  quelques  hypothèses,  très  larges,  relativement  aux 
données,  nous  savons  que  Tintégrale  de 

existe  et  prend  les  valeurs  données  (ainsi  que  sa  dérivée  conormale)  à 
la  frontière. 

Nous  pouvons  essayer,  par  suite,  de  passer  de  l'équation  (i)  à 
l'équation  (E)  par  cette  méthode  d'approximations  successives,  qui  a 
donné  des  résultats  si  importants  à  M.  Picard  (')  pour  l'équation 
linéaire  du  deuxième  ordre  à  deux  variables. 

Le  principe  est  le  suivant  : 

Ecrivons  (E)  sous  la  forme 

(E)  A(«)  =  $(«)+/('-,r.-^) 

(a,  h,  c,  h,  y*  sont  fonctions  de  oc,  y,  z  finies). 
On  forme  d'abord  l'intégrale  u^  de 

(Ko)  K{u,)=f{x,y,z), 

u^  et  -7^  prenant  les  valeurs  données  sur  la  surface  des  données  S. 
Connaissant  u^,  on  forme  l'intégrale  w,  de 

(E,)  A(w,)  =  $(wo), 


'M  " 


u,  et  -j^  étant  nuls  sur  S. 


(')  Voi/-  Préface. 

Jour/1,  de  Malh.  (5"  série),  tome  X.  —  F:isc.  II,  kjo'i. 
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Puis  on  intègre 


(E.) 
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Af^/o)  =  $(>/,), 


«.,  et  -7^  étant  nuls  sur  S,  et  ainsi  de  suite. 


Les  équations  (E„),  (E,),  . . .  sont  toutes  du  type  (i)  et  Ton  a  pour 

u  =  Uq-\-  z/,  -f-  u.-h. . .., 


VinLégrale  cherchée 


à  condition  que 


2^^"'    Zi  ùx'    Zk  dv'    Zd  dz 


soient  convergentes. 

2.  Etudions  donc  les  séries  considérées.  Puisque  y(x,jK5 -S )  reste 
fini  dans  la  région  considérée  de  l'espace  (enveloppe  des  cônes  A  tou- 
chant le  bord  de  S),  «„(x,jv,  z)  et  ses  dérivées  premières  restent 
finis.  On  peut  donc  connaître,  en  fonction  des  données,  un  nond)re 
M  ^  o  tel  que,  dans  tout  le  champ,  on  ait 


<I>, 


a-^  4-  b^  +  c^  +  hu^, 
ax  oy  ''-  ' 


dz 


<M. 


Appelons  Z  la  cote  du  point  le  plus  élevé  de  Taire  de  S  découpée 
par  un  cône  quelconque  A  ayant  pour  sommet  un  point  (^,  y,  ^)  du 
champ  d'intégrabilité  déterminé  par  la  forme  et  Tétcnduc  de  S. 

On  a  {V"  Partie,  Chapitre  I,  n«  1) 


".(■^SJS  --)I<M 


(Z-^^ 


\u\{x,y,z)\<MÇL-.z) 

(l'accent  désigne  l'une  quelconcpie  des  trois  dérivées  partielles). 
D'où 

|cI>(,/,)|<lvM(Z-r)(^*^  +  3), 

K  étant  supérieur  au  plus  grand  des  modules  des  fonctions  «,  />,  r,  //, 
dans  le  champ. 
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Or,  dans  ce  champ  tolal,  nous  pouvons  fixer  encore  un  nombre  H 
tel  que 

ce  qui  donne 

|<I>(/^,)I<HM(Z  — ^). 

Voici  l'essciif ici  obtenu  :  le  facteur  (Z  —  z)  que  l'on  fera  passer  sous 
le  sij>nc  de  c|uadrature.  Avec  cela  nous  obtenons  le  mode  de  conver- 
gence de  F;  sans  cela,  nous  avons  le  mode  de  convergence  de  la  pro- 
gression géométrique. 

5.   Reportons-nous,  en  eflet,  aux  valeurs  de 

,  V       ôu^       â(u       di(., 

«A«^o,/o,^o;,  j^^^   ^'  ^• 

On  a  (I"^  Partie,  Chapitre  I,  n"*  4  et  5),  par  l'emploi  du  plan  majo- 
rant BC  de  cote  Z, 

I  -.T.  uAx„,  y„  --.)!<  HM  I  r  /Y(Z  "  ^y^.  d-'  \ 

'"  r  dr 


(AliCi 


<m\2-('\Z-z)(z-Z,,)dz 


en  lin 


aAx,.,y,,z,)\<\m^^^~ 


J\)ur  les  dérivées  premières  ;/,,  il  se  présente  une  intégrale 
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qui  donne 


"2(^0,70,  -o)l<HM 


2 


en  sorte  que  nous  pouvons  former  une  limite  supérieure  de 

i«>[«,(^-,/,.-)]|<HM<^^K(3+^)  <H'M<^^' 
Et  alors  le  même  mécanisme  donne 

■4  • 

"!,(^o, 7o,  -o)l<n-M — ^^f^> 

d'où 


Aiasi  les  séries  ^u„,  T^^^',  convergent  comme 
on  peut  donc  écrire 


,iii/,-.-„) . 

1 


A(w,  +  «,  +  ...)  =  a-TjX^^o  -+-  ^^t  -f-. . .)  -I-  f^j^,(jfo-+-  ift  -^.  •  •) 

et  comme 

A(./„)=/, 
on  a  ])ien 


A(u,+  u,-^  u,  +  ...)  =  a^l^i/„)  -^  f^-^J^ifn) 


'^'''Th.i^  ""  )  "^'  ^*  2  ""  -^  •^(■^■'  y^  '■  ) 


SUR  U^E  CLASSE  D  ÉQUATIONS  AUX  DKniVÉKS  PARTIELLES.    207 

4.  Conclusion.  —  Comme  Z  peut  êlre  aussi  grand  que  l'on  veut, 
on  peut  donc  intégrer  l'équation  (E)  dans  le  même  champ  où  l'on 
peut  intégrer  l'équation  (i). 

L'on  peut  intégrer  de  même,  pour  \e  problème  intérieur 


1 
ainsi  que  je  l'ai  dit  dans  la  Préface  de  ce  Mémoire,  où  j'ai  résumé  les 
résultats  obtenus  sans  dissimuler  ceux  qui  restent  à  obtenir. 
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Les  fonctions  ahéliennes  singulières  et  les  formes 


'); 


quadratiques 
Par  m.   g.   HUMBERT. 


Dans  ce  travail,  qui  forme  la  troisième  et  dernière  Partie  du  Mé- 
moire, nous  étudions,  au  point  de  vue  de  leurs  propriétés  arithmé- 
tiques, les  fonctions  ahéliennes  triplement  singulières,  c'est-à-dire 
celles  dont  les  périodes  g^  /«,  g'  vérifient  trois  relations  singulières, 
Fo  =  o,  F,  =  o,  F2  =  o. 

L'invariant  de  la  relation  x¥^^-\- y¥ ^-\- zY^  =  o  est,  en  .^,  y,  5, 
une  forme  quadratique  ternaire  positive  ;  mais  ce  n'est  pas  une  forme 
positive  quelconque;  nous  la  caractérisons  en  mettant  en  évidence 
ses  propriétés  fondamentales.  Pour  simplifier  l'écriture  nous  afTeçlons 
aux  formes  de  ce  type  la  lettre  i*. 

Si  l'on  opère  sur  le  système  F^  =  F,  =  Fo  =  o  une  transformation 
ordinaire  du  premier  degré,  ou  si  on  le  remplace  par  un  système  arith- 
métiquement  équivalent,  la  forme  S  associée  reste  équivalente  à  elle- 
même  ;  c'est-à-dire  qu'à  un  système  correspond  une  classe  de  formes  S . 

Inversement,  à  une  classe  de  formes  S  correspondent,  en  général, 
plusieurs  systèmes  non  réductiJ3les  l'un  à  l'autre  par  une  transforma- 
tion ordinaire  de  degré  un;  leur  recherche  est  i^amenée  à  l'étude  des 

(')  Ce  Journal,  T)"  série,  l.  IX,  p.  .'^3. 
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représentations  du  discriminant  de  la  classe  par  une  forme  quadra- 
tique ternaire  indéfinie,  dont  certaines  substitutions  semblables  sont 
mises  en  évidence  au  cours  du  calcul. 

Un  système  triplement  singulier  Fo  =  F,  =  Fo  =  o  donne,  pour 
^^,  A,  g\  deux  systèmes  de  valeurs  et,  par  suite,  en  général,  deux  sys- 
tèmes de  fonctions  abéliennes  :  appelons  point  modulaire  de  Tun 
d'eux  le  point  de  Tespace  cpii  a  pour  coordonnées  cartésiennes  les  trois 
invariants  absolus  de  la  forme  binaire  algébricjue  d'ordre  6,  liée  aux 
fonctions  abéliennes  considérées;  nous  faisons  ainsi  correspondre,  à 
une  classe  de  formes  S ,  plusieurs  points  modulaires  en  nombre  limité. 

Cette  représentation  géométrique  est  la  suite  naturelle  de  celle  que 
nous  avons  donnée  dans  la  deuxième  Partie  du  Mémoire  :  rappelons  en 
effet  qu'à  un  nombre  positif  A,  de  l'un  des  types  4^'  et  4\  -(-  i,  nous 
faisions  correspondre  la  surface  algébrique  byperabéiienne  d'inva- 
riant A;  à  une  classe  o  de  formes  binaires  positives,  équivalentes  à  une 
forme  du  type 

[\{ax' -^  bxy  -\-  cy-), 
ou  du  type 

nous  faisions  correspondre  une  ou  plusieurs  cou/'bes  gauches  algé- 
briques cjue  nous  avons  appelées  courbes  hyperabéliennes ;  ici  enfin, 
à  une  classe  de  formes  S ^  nous  lions  un  groupe  de  points  défini  algé- 
briquement. 

Notre  représentation  possède  des  propriétés  importantes  et  simples. 
Ainsi,  pour  qu'une  classe  de  formes  ternaires  J*,  ou  une  classe  de 
formes  binaires  ç,  représente  proprement  un  nombre  A,  il  faut  et  il 
suffit  cjue  la  surface  associée  au  nombre  contienne  les  points,  ou  les 
courbes  gauches,  liés  à  la  classe  S  ou  à  la  classe  o  considérée. 

De  même,  pour  qu'une  classe  S  représente  proprement  une  classe  o, 
il  faut  et  il  suffit  que  les  points  liés  à  la  classe  i*  soient  sur  Tenscmble 
des  courbes  liées  à  la  classe  ç. 

L'étude  de  l'intersection  de  deux  surfaces  ou  de  deux  courbes  liyper- 
abéliennes  donne  aussi  d'intéressantes  conséquences. 

Enfin  les  ordres  de  multiplicité,  sur  une  surface  hyperabélienne, 
d'une  couil)e  hypcral^élienne  ou  d'un  groupe  de  j)()inls  sont  liés  aux 
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propriétés  arithmétiques  des  formes;  par  exemple,  si  une  elasse  bi- 
naire o  représente  proprement  de  n  manières  un  nombre  A,  chacune 
des  courbes  hyperabéhennes  associées  à  la  classe  est  multiple  d'ordre  n 
sur  la  surface  associée  au  nombre. 

On  voit  par  là  combien  notre  représentation  géométrique  est  pro- 
fondément liée  aux  propriétés  des  formes  quadratiques  et  quel  intérêt 
il  y  aurait  à  en  développer  l'étude  (  '  ). 

Les  numéros  de  ce  Travail  font  suite  à  ceux  de  la  Partie  déjà  publiée  ; 
pour  indiquer  un  renvoi  à  un  numéro  de  cette  Partie,  nous  ferons  pré- 
céder le  nombre  correspondant  du  chiffre  romain  1. 


ERRA  TA 

des  deux  premières  Parties  {ce  Journal,  5"  série,  t.  IJC).. 

Pages.  Au  lieu  de  :  Lire  : 

47                      ligne  I  de  la  noie  n  -\-\  nzzz-h  f 

67                          dernière  ligne,  après  s,  mettre  un  crochet  [ 

60  quatre  dernières  équations  (3i) 


65  dernière  équation  (36) 
67  ligne  9 

87  ligne  2 

108  ligne  i4 

129  ligne  6  (en  remontant) 

i3o  ligne  6  (  »  ) 


(*)  Il  serait  fort  utile,  en  particulier,  d'obtenir  explicitement  les  équations 
des  courbes  et  groupes  de  points  qui  correspondent  aux  formes  <f  el  S  des  dis- 
criminants les  plus  simples. 


-+-  sEflo 

—  E^o 

+  E.E«, 

—  Efl-, 

-+-  sEa.2 

E«2 

-f-sEaj 

-Ea, 

—  eA.Cj 

eAjCj 

la  relation 

une  relation 

—  QPaj 

iîPa, 

-pX^- 

-4-/?X- 

F 

,1' 

elle  est  associée 

/jJ. 

est  associée 

Journ.  de  Math,  (j"  série),  loriie  \.  —  Fasc.  II,  i9<'4. 
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TROISIÈME  PARTIE. 

Fonctions  abéiiennes  triplement  singulières. 


Généralilés. 


80.   Les  périodes  d'une  fonction  abélienne  de  deux  variables  étant 

ramenées  à  la  forme  normale  (i,  o),  (o,  i),  {g^  h),  (h,  g'),  la  fonction 
sera  dite  Iriplemenl  singulière  s'il  existe,  entre  g^  h,  g\  trois  relations 
singulières,  c'est-à-dire  de  la  forme 

(i)  Ao^-  -h  BoA  -h  C,g'  H-  D„(//-  -  gg')  4-  Eo  =  o, 

(2)  A, g  -H  B, //  -+-  C,  ^'+  D,  (/i^  -  gg')  +  E,  =  o, 

(3)  K,g  +  B,A  +  a -'+  D,(/r  -  gg')  +  E,  =  o, 

les  Ao,  Bo,  . . .,  Eo  et  de  même  les  A,,  B,,  ...,  E,  et  les  Ao,  B^,,  ...,  E^ 
étant  des  entiers  premiers  entre  eux. 

On  a  aussi  le  droit  de  supposer  sans  diviseur  commun  tous  les  déter- 
minants tels  que  (A„B,C2),  (A„B,D^),  . . .,  *(C„D,  E^),  formés  avec 
neuf  coefficients  homologues  des  équations  (i),  (2),  (3):  car,  s'il  en 
était  autrement,  en  combinant  linéairement  ces  équations  d'une  ma- 
nière convenable,  on  obtiendrait  une  ou  deux  relations  analogues,  où 
les  cinq  coeflicients  auraient  un  facteur  commun;  par  suppression  de 
celui-ci,  on  formerait  évidemment  un  système  de  trois  équations, 
équivalent  au  système  initial,  et  jouissant  de  la  propriété  voulue. 

Si  les  dix  déterminants  (AuB,  Co),  . . .,  (C-oD,  E^)  sont  sans  diviseur 
commun,  nous  dirons  que  le  système  (i),  (2),  (3)  est  propre. 

Désignons  par  F^,  F,,  Foies  premiers  membres  de  (i),  (2),  (3),  par 
x,y,  z  des  entiers  quelconques;  l'invariant  de  la  relation  singulière 

.7;F„-f-jF,  4-3F,  =  o, 
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qui  est  une  conséquence  de  (i),  (2),  (3),  est  la  forme  quadratique 
ternaire  en  x^  y,  z 

(4)  <    -/i(A,x-hA,y-hA,z)(C,x-hC,y^C,z) 

I   _  4(;d„x  +  D, j  4-  D,.^)(E„  .r  4-  E,  j  +  E,z), 

que  nous  appellerons  \b.  forme  associée  au  système  initial. 

L'invariant  de  toute  relation  singulière  est  essentiellement  positif 
(ce  Journal,  S^série,  t.  V,  p.  246);  la  forme  (4)  doitdonc  être  définie 
et  positive.  Or  si  Ton  pose 


{-) 


A,  =  B^-4A,Q-4D,E„ 

Ojj  =  B,  Bj  —  2  A,  Cy  —  2  Aj  Ci  —  2  D,  Ey  —  2  Dy  E,, 


la  forme  ternaire  (4)  s'écrit 

(6)  Aç^x-  -f-  A,  y^  +  Ao^'-h  o.o^^xy  +  lo^^^xz  -h  20,0/^; 

pour  qu'elle  soit  définie  et  positive,  il  faut  et  il  suffit  que  soient  satis- 
faites les  conditions  classiques 


(7) 


j  A,>o,     A,Ay— §^>o, 

(  AoA,A.+  2§„,Oo,o,,- A„o;,- A,o;„~  AoO-;,>o. 


81.  Réciproquement,  si  la  forme  ternaire  associée  au  système  pro- 
posé est  positive,  ou  encore  si  les  conditions  (7)  sont  satisfaites,  les 
périodes  g^  h^  g' ,  que  déterminent  les  trois  équations  (i),  (2)  et  (3), 
définissent  un  système  de  fonctions  abéliennes;  c'est-à-dire  que  g^  Ji,  g' 
sont  imaginaires,  et  que  leurs  parties  purement  imaginaires,  g^,  h,,  g\ , 
vérifient  l'inégalité  fondamentale 

Observons  d'abord  que  les  équations  (i),  (2),  (3)  donnent,  pour 
g^  h,  g' ,  deux  systèmes  de  valeurs;  si  donc  on  regarde  g,  h,  g'  comme 
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des  coordonnées  courantes  cartésiennes,  les  trois  quadriques  repré- 
sentées par  les  équations  (i)  (2)  et  (3)  se  coupent  en  deux  points, 
M  et  M',  à  distance  finie.  D'ailleurs  toute  relation  singulière 

Xg  -f-  B//  +  C -'4-  D(//=^  -  gg')  +  E  =  G 

représente  une  quadrique  réelle,  passant  par  la  conique  à  l'infini  re^Z/e 
située  sur  le  cône  Ir  —  g  g'  =  o;  la  quantité  B-  —  4  AC  —  4  DE,  inva- 
riant de  cette  relation,  étant  positive,  la  quadrique  est  un  hyperboloïde 
à  une  nappe.  Donc,  les  inégalités  (7)  expriment  que  toutes  les  qua- 
driques du  réseau  ,x'F„  +  jkF,  h-  z¥^  =  o  sont  des  hyperboloïdes  à  une 
nappe. 

11  s'agit  maintenant  d'établir  :  i**  que  les  deux  points  M  et  M',  à 
distance  finie,  communs  à  toutes  ces  quadriques,  sont  imaginaires  et, 
par  suite,  conjugués;  1°  que  si  g^,  /<,,  g\  sont  les  parties  imaginaires 
des  coordonnées  de  l'un  d'eux,  on  a 

(8)  h^~g^^\<o. 

Or,  i*'  M  et  M'  sont  imaginaires;  sinon,  il  existerait  une  quadrique 
réelle  Q,  passant  par  la  conique  à  Tinfini  du  cône  h*  —  gg'  =  o,  par 
les  points  M'  et  M,  et  touchant  en  M  un  plan  réel  quelconque.  Mais 
ce  plan  peut  être  choisi  de  manière  à  n'être  parallèle  à  aucune  généra- 
trice réelle  du  cône  h^  —  or  =  ^'1  i^  couperait  donc  Q  suivant  deux 
droites  imaginaires,  et  Q,  qui  appartient  au  réseau 

ne  serait  pas  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  résultat  contraire  aux  con- 
ditions (7). 

2"  M  et  M'  étant  imaginaires,  et  dès  lors  conjugués,  le  point  milieu 
de  MM'  est  réel  ;  transporlons-y  l'origine  des  coordonnées,  sans  changer 
la  direction  des  axes  ;  nous  ne  changerons  pas  non  plus  les  parties 
imaginaires,  g,,  A,,  g\,  des  coordonnées  de  M  et  M'.  Une  des  qua- 
driques du  réseau  xFo  H- y  F, -h  ^Fo  =  o  a  pour  centre  la  nouvelle 
origine  et  a  dès  lors  une  équation  de  la  forme 

(9)  /r'-gg'=\i. 
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E  étant  ^  G,  puisque  la  surface  (9)  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 
La  droite  MM'  étant  réelle  et  passant  par  Forigine  a  des  équations  du 
type 

(10)  «=:-    =   ^, 

a  ji  Y 

et  l'on  a 

p-  -  ay  <  o, 

puisque  la  droite  (10)  coupe  la  quadrique  (9)  en  deux  points  imagi- 
naires (M  et  M').  Les  équations  (9)  et  (10)  fournissent  alors  les  coor- 
données de  M  et  de  M'  et  donnent,  pour  »•, ,  h^,  f>;\ , 


a 


/K  ,    _  n       V/E  ,  _  .,      V/Ë 


^.  =  P^^=f'       ^-^T: 


d'où  l'on  tire 

et,  puisque  E  est  négatif,  on  a  bien 

h]—  g,^\  <0.  G.    Q.    F.    D. 

82.  Invariants .  —  On  reconnaît,  comnne  dans  la  deuxième  Partie 
de  ce  travail  (I,  n°  16)  qu'une  transformation  ordinaire  du  premier 
degré  change  les  trois  relations  singulières  Fo  =  o,  F,  ^  o,  Fg  =  o  en 
F'^  =  o,  F',  =  o,  F!,  =  o,  qui  forment  également  un  système  propre. 
De  plus,  la  forme  associée  au  système  initial  demeure  inaltérée,  c'est- 
à-dire  que  les  coefficients  A/  et  §,y  de  cette  forme  sont  des  invariants, 
vis-à-vis  de  toute  transformation  ordinaire  de  degré  un. 

De  même,  remplaçons  le  système  F^  —  F,  =  V .  ==  o  par  un  système 
aj'ithniétiqiieinent  équivalent  : 

A  \\  +  jjL  F,  4-  V  F^  =  o, 

X'F„+ ^'F,  +  v'F,  =  0, 
À"F„-t-[j."F, +  v"F,=  o, 
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les  A,  [JL,  V  désignant  des  entiers,  dont  le  déterminant  (7.u,'v")  est  égal 
à  ±  T.  La  forme  ternaire  associée  à  ce  nouveau  système  est,  par  défi- 
nition, Finvariant  de  la  relation 

x'CkF^-h  [J.F,  4- vFo)  -hy'Ck'F^-h  [K'F^-hVF^) 

+  z'{l"F,  +  îjl"F,  +  v"Fo  )  =  o, 
qui  s'écrit 

(A.r'+  >//+  X"r')F„  +  ([jLa7'+  u.y'-hiJ-"z')F, 

-'-  (v  a;' -h  v'jv'H-  v"  r')Fo  =  o; 

on  l'obtient  donc  en  remplaçant,  dans  la  forme  (4),  î^,  y,  z  par 
"kx'  -\-\'  y  -{-V  z\  u.x'-\-...^  va:'  +  ....  En  d'autres  termes,  puisque 
le  déterminant  (Xjjl'v")  est  égal  à  ±  i ,  la  forme  ainsi  obtenue  en 
x  ^  y,  z\  est  équivalente  à  la  forme  (4),  associée  au  système  initial. 
De  ces  remarques  résulte  cette  proposition  : 

85.  Théorème.  •—  A  tout  système  propre  de  trois  relations  sin- 
gulières, Fq  =  o,  F,  =:  o,  Fo  =  o,  correspond  une  forme  quadra- 
tique ternaire  positive  en  x,  y,  z,  qui  est  V invariant  de  la  relation 
xFo-\-yF^  -h  jF2  =  o;  cette  forme  se  change  en  une  forme  équi- 
valente quand  on  remplace  le  système  initial  par  un  système 
aritlimétiquement  équivalent,  ou  quand  on  opère  sur  lui  une  trans- 
formation ordinaire  du  premier  degré. 

Ainsi,  à  tout  système  propre  est  associée,  en  réalité,  une  classe  de 
formes  quadratiques  ternaires  positives. 

Il  résulte  également  de  là  que  le  système  considéré  possède  un  inva- 
riant absolu,  à  savoir  le  discriminant  de  la  classe  associée,  quantité 
toujours  positive  d'après  (7). 

84.  La  forme  (4),  associée  à  un  système  propre,  n'est  pas  une  forme 
ternaire  positive  quelconque;  en  efl'el,  en  vertu  même  de  son  expres- 
sion (4),  clic  est  représentable  par  la  forme  à  cinq  variables 

X^  — 4YZ-4TU, 
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et  la  représentation  est  propre,  puisque,  le  système  étant  propre,  les 
dix  déterminants  (AoBjCa),  ...,  (CoD^Eo)  n'ont  aucun  facteur 
commun. 

Or,  il  est  clair,  a  priori,  qu'une  forme  ternaire  n'est  pas  toujours 
représentable  par  la  forme  à  cinq  variables;  il  est  nécessaire  pour  cela 
qu'elle  puisse  représenter  un  carré,  propriété  qui  n'appartient  évidem- 
ment pas  à  toutes  les  formes  ternaires  et  sur  laquelle  nous  reviendrons 
plus  loin. 

Ainsi,  les  seules  formes  ternaires  positives  qui  puissent  être  associées 
à  un  système  propre  de  trois  relations  singulières  sont  les  formes 
•représentables  proprement  par  la  forme  X-  —  4YZ  —  4TU;  cette  con- 
dition nécessaire  est  également  suffisante,  car  la  forme 


..     (  (?o-^--H?.r+?.~^)'-4(aoX--^a,j-+-a,j)(;Y,x-  +  7 

—  4(6oX-4-0,J-t-  0.r)(£oX  4-  £ 

.7  + Y 

.--) 
0 

est  associée  au  système 

ao  -  +  po/^  +  log'^  K(à-'  -  ^-O  +  £„  =  0, 

a ,  !'■  -h  3 .  A  -h =  0 . 

•o              pi             ^5 

cf..yg'  +  ^^h  4- =0, 

qui  est  propre,   puisque,  la  représentation  de  la  forme  (ii)  par  la 
forme  X-  —  4  YZ  —  4TU  étant  propre,  les  dix  déterminants 

(a,f;,YO'      •    •'      (Yo^)-2) 

sont  premiers  entre  eux. 

Etant  donnée  une  forme  ternaire  positive,  les  méthodes  générales 
classiques  permettent  de  reconnaître  si  elle  est  représentable  pro- 
prement par  X-  — 4YZ  — 4TU;  dans  tout  ce  qui  suit  nous  dési- 
gnerons une  forme  ainsi  représentable  par  la  lettre  S . 

Propriétés  des  formes  S . 

85.  Il  y  a  deux  espèces  de  formes  £ . 

Si,  dans  les  trois  équations  (i),  (2),  (3)  d'un  système  singulier 
propre,  les  coefficients  de  h,  à  savoir  Bj,,  B,,  Bo,  sont  pairs,  cette  pro- 
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priété  se  conserve,  comme  on  sait,  dans  toute  transformation  ordinaire 
de  degré  un;  en  ce  cas,  la  forme  /,  associée  au  système  et  donnée  par  (4), 
a  tous  ses  coefficients  divisibles  par  4,  de  sorte  qu'on  peut  écrire 

(12)  s{x,  j,  z)  =  4/(^,  r,  -  )• 

Si,  dans  les  équations  (i),  (2),  (3),  un  des  coefficients  B,,  le  pre- 
mier 1^0,  par  exemple,  est  impair,  on  aura  le  droit  de  supposer  les 
deux  autres  pairs  :  car  si  B,  était  impair,  il  suffirait  de  remplacer  F,  =  o 
par  l'équation  équivalente  F,  +  F^  =  o.  Dès  lors,  B,  et  B2  étant  pairs, 
la  forme  S  associée  au  système  est  du  type 

(i3)  S{x,  j,  z)  =  x'  -f-  4/(ic-,  j,  z). 

Les  formes  i^ sont  donc,  soit  du  type  (12),  soit  réductibles  au  type  (i  3) 
par  une  substitution  linéaire  de  déterminant  i . 

8(>.  Une  forme  S  ne  peut  admettre  d'autre  diviseur  que  4»  c'est- 
à-dire  que,  si  elle  est  du  type  (i3),  elle  est  proprement  primitive,  et 
que,  si  elle  est  du  type  (12),  les  coefficients  de  f  n'ont  aucun  facteur 
commun. 

Nous  pouvons  toujours  en  effet,  par  une  transformation  ordinaire  de 
degré  un,  ramener  une  des  équations  singulières  (i),  (2),  (3),  ou  une 
de  leurs  combinaisons  linéaires,  au  type  h-  —  gg'  =  D-,  dès  lors,  les 
deux  autres  équations  du  système,  si  l'on  tient  compte  de  celle-ci, 
prendront  la  forme 

a  g  -{-  h  II  -\-  c  g'  -\-  (I  =  o , 

a' g  -f-  b' h  -h  c' g'  +  ^'  =  0. 

Par  des  combinaisons  linéaires  des  deux  dernières,  on  obtiendra 
deux  relations  arilhmétiquement  équivalentes  dans  l'une  desquelles  le 
coefficient  de  ^  sera  nul,  c'est-à-dire  qu'on  a  le  droit  de  supposer  a'  =  o; 
la  forme  associée  au  système  est  pai'  suite 

Jr =4  Dx*  -h  {Ir —  4  cic)y'  -+-  b'z-  -j-  'i{bb'  —  2  ac')yz  —  4  dxy  —  4  d' zx. 
Or  :    i"  lorsque  b  et  b'  sont  pairs,  S  ne  peut  admettre  d'autre  divi- 
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seur  que  4  :  car,  si  les  coefficients  D,  -//,  jb'-  —  ac,  —h  —  ac\  d,  d' 
avaient  un  facteur  premier  commun,  p,  impair  ou  pair,  ce  facteur  divi- 
serait a  ou  d ,  S'il  divisait  a,  il  diviserait  aussi  -//,  et  dès  lors  le  sys- 
tème des  deux  relations 

a  g  4-  bit  -h  c^'-'  4-  <-/  =  o,  b'  h  -\-  c'  g'  -\-  d/  —  o, 

ne  serait  pas  pi^opre,  puisque  a,  -b^  d,  -//,  d'  admettant  le  facteur  p, 
les  déterminants  compris  dans  la  matrice 

a     b      <-      f/, 
()     b'     c'     d., 

l'admettraient  également,  contrairement  à  fliypothèse  initiale.  Si  p  divi- 
sait c',  la  relation  b' li  -h  c' g'  -^  d'  ^=  o  aurait  tous  ses  coefficients  divi- 
sibles par  p,  et,  là  encore,  le  système  considéré  ne  serait  pas  propre. 

1^  Lorsque  b  et  b'  ne  sont  pas  tous  deux  pairs,  S  ne  peut  admettre 
aucun  diviseur  :  car,  si  les  coefficients  D,  b\  b-  —  l^ac^  bb'  —  2.ac',  </, 
d'  avaient  un  facteur  premier  impair  commun,  ce  facteur  diviserait  a 
ou  c',  et  l'on  reconnaîtrait  comme  plus  haut  que  le  système  considéré 
ne  serait  pas  propre,  contrairement  à  l'hypothèse. 

87.  Reprenons  le  cas  où,  dans  les  trois  équations  initiales  (i),  (2), 
(3),  du  système,  les  trois  coefficients  Bq,  B,,  Bo  sont  pairs;  comme 
nous  venons  de  le  voir,  la  forme  associée  est  du  type  4/(-^"5  Ji  -)?  les 
coefficients  de  la  forme /"  n'ayant  aucun  facteur  commun.  Je  dis  de 
plus  que  cette  forme/" ne  peut  être  proprement  primitive,  c'est-à-dire 
que  les  coefficients  des  rectangles  xy^  xz^  yz  ne  peuvent  y  être  simul- 
tanément pairs. 

Ces  coefficients,  en  effet,  sont,  d'après  (4),  les  quantités 

2^  ^  -  A,(:,-  A,C,-  D,E,-  D,E,; 
si  elles  étaient  paires,  il  en  serait  de  même  des  trois  nombres  a„,  a,,  a.j 

Journ.  de  Math,  {ô"  série),  loinc  \.  —  l'asc.  Il,  190^.  2() 
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donnés  par 

ao  =  A,  C2  -  AX,  -^  D,  E,  -  D^E, , 

a,  =  AoCo  —  AoC^  +  D2E0  —  DqEo, 
a,=  AoC,  — A,Co+DoE,  -  D.Eo; 

dès  lors  les  déterminants  (AoCjDa),  (A„C,E2),  (AoD,Eo),  (CoD,Ea) 
seraient  pairs,  car,  le  premier,  par  exemple,  est  égal  à 

Donc,  puisque  les  B,-  sont  pairs,  les  dix  déterminants  (AoBjCa)»  -  •  ■> 
(CoD,E2)  seraient  pairs,  et  le  système  initial,  (i),  (2),  (3),  ne  serait 
pas  propre,  contrairement  à  l'hypothèse. 

88.  On  peut  résumer  ainsi  tous  ces  résultats  : 

Les  formes  S  sont  de  deux  espèces.  Les  formes  de  la  première 
espèce  sont  divisibles  par  4  et  sont  du  type  l\f{x^  y,  z),  la  forme  if 
étant  improprement  primitive . 

Les  formes  de  la  seconde  espèce  sont  proprement  primitives  et 
sont  équivalentes  à  des  formes  du  type  x-  -f-  l\f'{x^  y,  z). 

Dans  tout  ce  travail,  afin  de  simplifier  les  démonstrations  et  les  for- 
mules, nous  nous  bornerons  à  l'étude  des  formes  de  la  première  espèce, 
en  indiquant,  s'il  y  a  lieu,  les  résultats  relatifs  aux  formes  de  la  seconde. 

89.  Formes  canoniques  d'un  système  et  de  la  j orme  associée.  — 
Soit  un  système  propre  (1),  (2),  (3),  où  les  B/  sont  tous  pairs;  on 
pourra,  par  une  transformation  ordinaire  du  premier  degré  et  par  des 
combinaisons  linéaires  d'équations,  le  ramener  (n"  8(>)  au  type 

j  /*'  — i'"è''  -  1^  =  0, 

(i/j)  a,  g  -f-  2  p,  //  -^  y,  g'  4-  0,  =r  o, 

On  a  le  droit  de  supposer  a,  et  a',  premiers  entre  eux  :  car,  s'ils  ne 
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l'étaient  pas,  une  transformation  de  degré  un,  n'altérant  pas  la  rela- 
tion /*-  —  gg'  =  D,  remplacerait  a,  parla  quantité  a.^,  dont  l'expression 
a  été  donnée  (I,  n"  26),  dans  la  deuxième  Partie  du  Mémoire,  et  a,  par 
une  quantité  analogue,  aj,  :  or,  on  reconnaît  sans  difficulté,  en  s'ap- 
puyant  sur  ce  que  le  système  (\l\)  est  propre,  qu'on  peut  toujours 
choisir  les  entiers  caractéristiques  de  la  transformation  de  manière 
que  a^  et  a'^  soient  premiers  entre  eux. 

Il  en  résulte  qu'en  combinant  linéairement  les  deux  dernières 
relations  (i3),  on  obtiendra  deux  relations  de  même  forme,  dans 
l'une  desquelles  le  coefficient  de  g  sera  i,  et  qui  seront  arithmé- 
tiquement  équivalentes  aux  précédentes;  le  système  initial  sera  dès 
lors  remplacé  parle  système  propre  équivalent  : 

i  A-  OOr>    _   D   =   o, 

(i5)  j      ^H- 2|3A  -t- Y«-' -+-S  =  o, 

(  a'^ -f- 2(37/. -h  y' o-'-i- o'  =  o. 

Je  dis  qu'on  peut  supposer  p  =  o  :  car,  si  [3<o,  la  transformation 
du  premier  degré  définie  par  les  entiers 


«0=1, 

a,  =  o. 

a.,=  o, 

«3=0, 

K  =  ^, 

6,  =1, 

b.,  =  o. 

^3  =  0, 

Co   =  o, 

c,  =o. 

C2    =   I, 

c,  =  o. 

<=o, 

d,  =  o, 

^2=-p, 

d3=  i 

n'altère  pas  la  relation  A^  —  g  g'  —  D  =  o  (I,  n°  10)  ;  en  vertu  des  for- 
mules (27),  (I,  n°26),  elle  remplace  la  relation  g-h^'^h-hjg'  -ho  =  0 
par  une  relation  analogue  où  le  coefficient  de  h  a  disparu,  et  où  celui 
de  g  est  encore  -t-  i . 

En  ajoutant  à  la  troisième  relation  (i5)  la  deuxième  multipliée 
par  —  a',  on  obtient  une  équation  privée  de  terme  en  g,  qui  peut 
remplacer  cette  troisième,  de  sorte  que  le  système  initial  est  devenu 

[        h'  —  gg'-D  =  o, 
\^i^h  -f- yo-'-^o    =  o. 
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On  peut  aller  plus  loin  et  faire  disparaître  o'  de  la  dernière  relation  : 
il  suffît  d^opérer,  sur  ce  système,  la  transformation  du  premier  degré 
définie  par  les  entiers 


a„  =  i, 

«.  =o, 

«2  =  o, 

«3  =  0, 

/>„  =  o, 

A.  =  ^u', 

/a,  =  -  V, 

b,  =0, 

c„  =  o, 

r,   =-  u, 

C2  =  À, 

c,  =0, 

r/„  =  p  au' 

+  D  AA' 

-+-  (f[J^^-' 

) 

^/,  =  o, 

(i .,  =  0, 

'^^3  =  I  ; 

où  A,  U, 

,  >^ 

',  u'  sont 

.  des  entiers 

uniquement 

liés 

;  par  l'équation 

Au 

'  —  A'  u  =  I . 

En  vertu  de  cette  transformation,  les  périodes  anciennes  et  nou- 
velles satisfont  aux  relations 


/ 


H  _        /^ 

('7)  _   ,   , 

Or,  le  système  (16),  où  Ton  écrit  G,  H,  G'  à  la  place  de  i^,  //.  i'',  est 
arithmétiquement  équivalent  au  système 

XW  _GG'-D)  +  u(G  —pG'-f/)  =  o, 
V(H-  -  GG'  -  D  )  4-  ,u'(  G  -  pG'  -  y )  =  o, 

î>.  fl//  H-  Y,ir'+  0  =  0, 

puisque  Au'  —  X'tx  =  1 .  Par  les  formules  (17),  ce  système  se  change 

en 

//'  —  ir^'  —  (D  A-  -+-  <7  Au  -h  />a-)  =  o, 

if  —  (DX'--f-y  A'u'h-  />]J-"')ii'' — [:>.  D  AX'-|-y(AtJi'-|- A'u)-|-2/)uu'  ]  =  o, 

•2^/t  -f-  (yu'  -+-  ^A')i,''  -h  yu  -+-  o>^  =  o. 
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Si  donc  on  choisit  V  et  [l'  premiers  entre  eux,  de  manière 
à  annuler  yf^'-h  oX',  et  si  Ton  détermine  ensuite  \  et  u.  par  Aa'—  X'u.  =  i , 
le  terme  en  g'  disparaîtra  dans  la  troisième  équation,  et  le  système 
final,  équivalent  au  système  initial,  sera  du  type 

/   h-^ ._  gg'  -U  =  o, 
(t8)  g  —  mg'  —  ff   =  o, 

(  2p//  -£    =o; 

£  étant  nécessairement  impair,  puisque  le  système  transformé  est 
pî'op/^e. 

Remarque  I.  —  Dans  le  cas  d'un  système  singulier  où  les  coeffi- 
cienls  de  h  ne  sont  pas  tous  pairs,  on  trouverait  une  forme  canonique 
semblable;  2^  serait  seulement  remplacé  par  1^  -\-i  dans  la  troisième 
équation. 

Remarque  II.  —  La  forme  associée  au  système  (18)  est 

(19)  4(Ma?^+  my-+  p----H  nxy  -\-  ixz), 

le  coefficient  de  z-  est  un  carré  et  le  terme  en  xy  manque.  Toute 
forme  S ,  divisible  par  4,  peut  donc  être  ramenée  à  ce  type  par  une 
substitution  linéaire. 

90.  Propriétés  caractéristiques  des  formes  S.  —  D'après  cela,  et 
Ton  aurait  pu  le  reconnaître  directement  sur  la  forme  (4),  une  forme  S 
quelconque  peut  représenter  proprement  un  carré  :  ici,  le  carré  4P"- 
Or,  c'est  là  une  propriété  qui  caractérise  les  formes  S,  ainsi  que  le 
montre  le  théorème  suivant,  relatif  aux  formes  de  la  première  espèce  : 

Théorème.  —  Soit  ']/  une  forme  quadratique  ternaire  positive  et 
improprement  primitive;  désignons  par  Q,  le  plus  grand  commun 
diviseur,  nécessairement  impair,  des  coefficients  de  son  adjointe  : 
pour  que  i'\)  soit  une  forme  S ,  c'est-à-dire  soit  représentable  pro- 
prement par  la  forme  à  cinq  variables  X^  —  4YZ  —  4TU,  il  faut  et 
il  suffit  que  2'^'  représente  un  carré  premier  à  £1. 
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La  condition  est  nécessaire,  caria  forme  (19)  représente  le  carré  4t^", 
que  je  dis  être  premier  à  ù.  En  effet  ù  est,  par  définition,  le  plus  grand 
commun  diviseur  de 

/^rnM  —  n-,     4^13'— £^,     lim'^-,      2  m  £,      2.n^'-,     //£; 

s'il  avait  un  facteur  premier  commun  avec  2  [3,  ce  facteur  diviserait  £-, 
donc  £;  et  le  système  (18)  ne  serait  pas  propre,  puisque  2^  et  £  auraient 
un  diviseur  commun. 

91.  Je  dis  maintenant  que  la  condition  est  suffisante. 
Soit,  en  effet,  une  forme  ternaire  positive 

(20)      2^  =  4(B^^-  -+-  Mzx  -hNzy-h  Px-  -h  Qxy  -+-  Ry^), 

telle  que  '\/  soit  improprement  primitive,  et  qui  représente  le  carré  4B^, 
premier  à  (2;  pour  établir  que  c'est  une  forme  S,  je  distinguerai 
trois  cas. 

Premier  cas.  —  Les  quantités  2B,  M,  N  n'ont  pas  de  diviseur  com- 
mun. Alors  le  système 

2BA-N/-M  =  o 

donne  naissance  à  la  forme 

1=4  B'-'  +  47(Rr  +  N .-)  +  ix(Px  -hQy-h  Uz), 

qui  est  identique  à  la  forme  proposée,  2'j';  ce  système  est  propre,  ainsi 
qu'on  le  reconnaît  de  suite  en  s'appuyant  sur  ce  que  2^,  M,  N  sont  sans 
facteur  commun.  La  forme  2'«];  considérée  est  donc  une  forme  S . 

Deuxième  cas.  —  Les  quantités  2B,  M,  N  ont  un  diviseur  commun 
impair.  Soient  p  ce  plus  grand  commun  diviseur,  ety>,,  p.,^  . . . ,  p„  ses 
facteurs  premiers  distincts.  Aucun  d'eux  ne  divise  /^Vli  —  Q^,  sinon, 
contrairement  à  Thypotlièse  initiale,  2B  et  D  admettraient  ce  même 


LES    FONCTIONS    ABÉLIENNES    SINGULIÈRES.  225 

facteur,  ainsi  qu'on  le  reconnaît  de  suite  en  écrivant  les  coefficients  de 
la  forme  adjointe  à  (];.  11  en  résulte  que  la  forme  binaire 

Px^H- Qxy  H- RjK^ 

peut  représenter  proprement  une  infinité  de  nombres,  dont  chacun  est 
résidu  quadratique  de^,,  p^^  . . . ,  p^,  et  est  premier  à  ces  facteurs. 
On  a  le  droit  de  supposer  que  R  est  un  de  ces  nombres;  car  il  suffit 
pour  cela  d'effectuer,  sur  x  eiy  dans  la  forme  ternaire  (20),  une  sub- 
stitution linéaire  convenable,  de  déterminant  i,  en  laissant  z  inaltéré  : 
cette  opération  ne  change  ni  B,  ni  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  2B,  M,  N,  ni  ù  qui  est  un  invariant  de  la  forme  ternaire. 

Cela  posé,  divisons  N  par  un  nombre  a,  tel  que  2B,  M  et  -N  n'aient 

pas  de  diviseur  commun  :  on  peut  évidemment  supposer  que  a  ne  con- 
tient pas  d'autres  facteurs  premiers  que  ^,,  p.,,  . . . ,  p,i.  Considérons 
maintenant  le  système  singulier 

(21)  1  ^'-é^'  +  sp/^-i-Y-'  -Q  =0, 

iB/i 


N 


la  forme  associée  est 

(22)  4  [B-^-  +  Mzx  +  Nzy  -h  Px--hQxy  +  (fJ-  -  aY)^-]; 

elle  coïncide  avec  la  forme  proposée  (20)  si  l'on  peut  choisir  (3  et  y  de 
manière  que  R  =  [3-  —  ay  :  il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  R  soit  résidu 
quadratique  de  a,  c'est-à-dire  des  facteurs  premiers,  jo,,  p^,  •••,  /?«? 
de  a,  condition  qui  est  réalisée  en  vertu  d'une  hypothèse  légitime  faite 
tout  à  l'heure.  Donc  la  forme  (20)  est  associée  au  système  (21). 

Tout  revient  ainsi  à  établir  que  ce  système  (21)  est  propre,  c'est- 
à-dire  que  les  nombres 

(23)  2Ba,    N,    Ma,    2('By-4-^NpV    2(Mp-BQ),    My+^NQ 
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n'ont  aucun  diviseur  premier  commun.  Or  2B,  -N  et  M  étant  pre- 
miers entre  eux,  ce  diviseur  diviserait  a,  et  serait  dès  lors  un  des  fac- 
teurs jD,,  JO25   Pn-  Mais  pi^  premier  à  R  par  hypothèse,  ne  peut 

diviser    ^,    puisque    R  =  [i-  — ay;    comme   il   divise  B,  il    ne   peut 

diviser  2(  By  -h  7N[îJ  j,  car  —■>  en  vertu  même  de  la  définition  de  a, 

n'admet  aucun  des  facteurs  p^.  Il  résulte  de  là  que  le  système  (21)  est 
propre;  et  la  forme  a'j»,  définie  par  (20),  est  bien  encore  une  forme  S . 

Troisième  cas.  —  Les  quantités  2B,  M,  N  ont  un  diviseur  commun 
pair,  dont  les  facteurs  premiers  sont  1,  p,^  p.^,  . . . ,  p„. 

En  ce  cas,  M  et  N  sont  pairs  et  Q  est  impair,  puisque,  par  liypo- 
thèse,  la  forme  '>p  est  improprement  primitive. 

Soit  encore  a  un  nombre  formé  avec  les  facteurs  2,  p^,  . . . ,  p^,  et  tel 

N      .  ■       . 

que  2  B,  M  et  —  soient  premiers  entre  eux.  Le  système  (21)  donne  nais- 
sance à  la  forme  (  22),  qui  est  identique  à  (19)  si  R  est  résidu  quadra- 
tique de  a  :  il  en  sera  évidemment  ainsi  si  R  est  résidu  quadratique 
de  8,  de  p^ ,  de  p.,,  . . . ,  de  /?„;  c'est-à-dire  si  la  forme 

(24)  p^.2+Q.x;y+Rj^^ 

peut  représenter  proprement  un  nombre  de  la  forme  8/i  h-  i,  qui  soit 
résidu  quadratique  de  chacun  des  /?,,  et  premier  à  ces  facteurs. 

Or,  la  quantité  41^R  —  Q**  étant  première  à  yo,,  . . . ,  /?„,  comme  on 
l'a  vu  plus  haut  (deuxième  cas),  la  forme  (24)  représente  proprement 
des  nombres  résidus  quadratiques  des  p^^  soit  x^,  y^  une  solution  : 
si  cj  est  le  produit  pip,-  -  •/>«,  une  autre  solution  sera  x  =  Sx^-h  Xgï, 
y  =  Sj^Q-f-  [uxs,  X  et  [A  étant  des  entiers  quelconques.  Cherchons  à  les 
déterminer  de  manière  que,  pour  ces  val  eurs  de  x  et  de  y,  la  forme  (  24  ) 
représente  un  nombre  Sh  -\-  i,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

CT^(PX^-^QX{x-hR[x^)  =  I         (modS), 
ou,  puisque  ci',  carré  d'un  nombre  impair,  est  ^^  i  (modS), 

(25)  Pa--^  (rAu.4-Ra»  =  i         (mod8). 
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Or,  Q  étant  impair,  on  peut  supposer  P  et  R  simultanément  pairs 
ou  impairs,  car  si,  par  exemple,  P  est  pair  et  R  impair,  le  changement 
de  variable  X  =  V  -h  \x  rendra  R  pair. 

Il  résulte  maintenant  d'un  beau  travail  de  M.  Jordan  (ce  Journal^ 
2"  série,  t.  XVII,  p.  376  et  suivantes)  que  la  congruence  (23)  est 
alors  réductible  à  l'une  ou  l'autre  de  celles-ci  : 

A'a'^i  (modS), 

X'^-h  X'[jt.'-h  [x'-î^i         (modS), 

qui  ont  manifestement  des  solutions  et  donnent,  dès  lors,  des  solutions 
correspondantes  de  (25). 

Donc,  ^  et  y  étant  déterminés  d'après  ces  indications,  la  forme  pro- 
posée (20)  sera  associée  au  système  (21),  et  il  ne  reste  plus  qu'à 
montrer  que  ce  système  est  propre.  On  reconnaît,  comme-  dans  le 
deuxième  cas,  que  les  six  quantités  (28)  ne  sauraient  avoir,  comme 
facteur  premier  commun,  que  l'un  des  nombres  2,/?,,^2,  ...,yO„,  et 
que  pi  ne  peut  les  diviser  toutes,  (^uant  au  facteur  2,  il  ne  les  divise 

pas  non  plus,  car  la  dernière,  My  h — NQ,  est  impaire,  puisque  M  est 

pair,  Q  et  -  impairs. 

Par  suite  encore,  la  forme  2'|',  donnée  par  (20),  est  une  forme  i^,  et 
le  théorème  énoncé  au  n^  1)0  est  complètement  établi. 

92.   On  peut  lui  donner  une  autre  forme  : 

Théorème.  —  Soit  ^  une  forme  quadratique  ternaire  positive, 
improprement  primitive  ;  soit  O  le  plus  grand  commun  diviseur, 
nécessairement  impair,  des  coefficients  de  V adjointe  :  pour  que  i'\i 
soit  une  forme  S,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  puisse  représenter  un 
carré  et  que  ses  caractères  quadratiques  par  rapport  aux  facteurs 
premiers  co,,  Wo,  ...,  de  Ci,  soient  tous  égaux  à  -\-i,  c  est-à-dire 
qu'on  ait 


Pour  ramener  cette  proposition  au  théorème  précédent,  observons 

Journ,  de  Math.  (5'  série),  tome  X.  —  Fasc.  II,  1904.  '^^ 


228  G.    HUMBERT. 

que,  d'après  ce  théorème,  toute  forme  S  du  type  '^,  pouvant  représenter 
un  carré  premier  à  12,  les  caractères  quadratiques  (  —  )  sont  nécessai- 
rement égaux  à  H-  I.  Il  reste  donc  seulement  à  montrer  que,  si  2'j/ 
représente  un  carré  non  premier  à  O,  et  si  tous  les  caractères  (  —  \ 

sont  égaux  à  -+-  i ,  2'j;  est  encore  une  forme  S . 

Soit  alors  4B'^  le  carré  dont  il  s'agit,  2^  peut  s'écrire 

(20)       2^  =  4(B-^2  +  Uzx  +  Nsj  H-  Vx-  4-  Çlxy  +  Rj^*); 

par  hypothèse,  2  B  et  (2  ne  sont  pas  premiers  entre  eux,  c'est-à-dire  que 
les  nombres 

2B,    4B^P-M%     4B^R-N%     2B-Q-MN,     4PR  — Q% 
2MR-NQ,     2NP-MQ, 

ont  un  diviseur  commun  :  il  en  résulte  que  2B,  M,  N  ont  aussi  un 
diviseur  commun  p,  et  que  certains  des  facteurs  premiers  de  p  entrent 
dans  4PR  —  Q'-  Soient  w',  co",  ...,  ces  facteurs;  ils  figurent  néces- 
sairement parmi  ceux  o),,  ojj,  • . .,  de  12. 

Gela  posé,  si  p  est  impair,  le  raisonnement  du  n**  91  sera  encore 
applicable,  pourvu  que  la  forme  binaire  Vx^  4-  Q^xy  -i-  R/^  puisse 
représenter  un  résidu  quadratique  de  tous  les  facteurs  premiers  de  p. 
11  n'y  a  de  difficulté  que  pour  ceux  de  ces  facteurs  w',  w",  ...,  qui 
entrent  dans  4PR  —  Q';  la  représentation  considérée  n'est  possible 
que  si  le  caractère  quadrique  de  la  forme  binaire  par  rapporta  chacun 
des  nombres  co',  w",  . . .,  est  égal  à  -h  i .  Mais  cette  condition  se  trouve 
satisfaite;  car,  par  hypothèse,  le  caractère  quadratique  de  2'-]/  par  rap- 
port à  co,,  0)^,  ...  est  4-  1  :  d'ailleurs,  w',  w"  . . .  sont  des  diviseurs  de 
2B,  M,  r\  et  figurent  parmi  les  co,,  co^,  . . .;  donc,  en  vertu  de  Texpres- 
sion(2o)de  2^J/,  les  caracLères  quadratiques  de  Px" -h  Qu;y -h  R^- 
par  rapport  à  w',  co",  . . .  sont  égaux  à  ceux  de  2'>)/,  c'est-à-dire  à  4-  i. 

La  démonstration  seiait  la  même  si  p  était  pair. 

Remarque  1.  —  Le  théorème  précédent  permet  de  reconnaître, 
sans  ambiguïté  possible,  si  une  forme  2^J;,  telle  que  tj/ soit  positive  et 
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improprement  primitive,  est  une  forme  S  :  Arn.  Meycr  (  '  )  et  M.  Min- 
kowski(-)  ont  en  effet  donné  des  règles  pour  reconnaître  si  une  forme 
ternaire  peut  représenter  un  carré,  ou,  ce  qui  est  plus  général,  si  une 
forme  quaternaire  peut  représenter  ^ero. 

Remarque  11.  —  On  verrait  de  même  que,  pour  qu'une  forme  ter- 
naire positive,  primitive,  équivalente  à  une  forme  du  type 

soit  une  forme  S ,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  puisse  représenter  un  carré 
et  que  ses  caractères  quadratiques,  par  rapport  aux  diviseurs  premiers 
de  li,  soient  tous  égaux  à  +  i . 


Transformations  d'un  système  singulier  en  lui-même. 

95.  Soit  S  un  système  de  trois  relations  singulières,  que  nous  dési- 
gnerons par^o  =  o,  y,  =  o,  f.2  =  o:,  soit  2^];  la  forme  ternaire  associée 
à  S.  Existe-t-il  des  transformations  ordinaires  de  degré  i  qui  n'altèrent 
pas  le  système  S? 

Une  telle  transformation  T  changera  respectivement  y,,,  ^j/o, 
après  l'expulsion  des  dénominateurs,  en  des  fonctions  linéaires  de 
foi  fil  fi  <^  coefficients  entiers,  soit 

(/o  +  V<  +  ^"A.      fff'o  +  fn'f,  -h  m"/.,,     nf,  4-  n'f,  +  n"f.,  ; 
par  suite  (n"  82),  les  invariants  des  deux  expressions  singulières 


et 
0) 


(Ix  -\-  my  -f-  nz)fo  -h  (l' x  -h  m' y  -+-  ii'  z)f^ 
+  {l"x-^my  -\-n"z)f.^ 


(')  Zïiricher  naturf.  Gesell.,  i884,  p-  218. 

(^)  Crelle,  t.  106.  —  Voir  aussi  Bachmann,  Zahlenlheorie ,  IV®  Partie,  p.  55i, 
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seront  les  mêmes,  c'est-à-dire  qu'on  aura  identiquement,  quels  que 
soient  x^  y,  r. 


(^) 


^'K^^r^-) 


=  '2'\>(lx  -h  m  y  -^  /iz,  l'x  -h  m'y  -h  n'  z,  l"x  -+-  m"y-{-  il"z). 

Donc,  la  substitution  S  (à  coefficients  entiers) 

(3)  L  =  \x,y^z\  Ix  -\-  iny  ^nz,  l'x-^m'y^n'z,  l"x^m"y^n"z\ 

est  une  substitution  semblable  de  la  forme  associée  2'|,  c'est-à-dire 
une  de  celles  qui  changent  la  forme  'j'  en  elle-même. 

On  peut  indiquer  avec  plus  de  précision  la  nature  de  la  substitution  S. 
En  effet,  la  transformation  T  change  l'une  dans  l'autre,  après  expulsion 
du  dénominateur,  les  expressions  (i),  non  seulement  lorsque  x,y^  z 
sont  des  entiers,  mais  lorsque  ce  sont  des  constantes  quelconques; 
cherchons  à  déterminer  ces  constantes  de  manière  que  la  seconde 
expression  soit  égale  à  la  première  multipliée  par  un  facteur  constant  s. 
On  trouve,  par  un  calcul  classique,  que  s  doit  être  une  racine  de 
l'équation 

/  —  s         m  IL 


m  —  s 
m" 


II 
II"  —  s 


—  o, 


qui  est  M  équation  caractéristique  de  la  substitution  il.  Soit  5,  une 
de  ces  racines;  il  existe  dès  lors  des  quantités  x,,  j',,  r,,  telles  que 
^■«/o+7./.  +  ~J'i  soitchangéparTen5,(x-,/o+7,/,  -^  :;,/,).  Or 
si  l'on  nomme  invariant  d'une  expression  du  type 

(4)  ^ë  ■+-  li/^  +  Ci^'+  D(/r  -  i'-^O  -h  E, 

même  lorsque  A,  13,  . . .,  E  ne  sont  pas  entiers,  la  quantité 

B=^-4AC-4DE, 

on  reconnaît  qu  une  transformation  ordinaire  du  premier  ordre  quel- 
conque change  (après  suppression  du  dénominateur  tel  qu'il  se  présente 
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dans  les  formules  de  la  transformation)  l'expression  (4)  en  une  expres- 
sion analogue  de  même  invariant.  Donc,  en  appliquant  ce  résultat  aux 
deux  expressions 

^^f^+y^f^  +  -'^f■l       «t      -V,  (.r,/„ +/, /,  -4-  ", /,  ), 

on  trouve 

ce  qui  exige,  puisque  la  forme  ^  est  positive,  qu'on  ait  s\  =  i  ou 
5,  =  ±i. 

Donc,  si  une  transformation  ordinaire  de  degré  i,  T,  n'altère  pas  le 
système  S,  il  est  nécessaire  que  la  substitution  semblable  de  <|  corres- 
pondante n'admette,  comme  racines  de  son  équation  caractéristique, 
que  les  quantités  ±  \ . 

Dès  lors  deux  cas  sont  à  distinguer. 

94.  Premier  cas.  —  L'équation  caractéristique  de  la  substitution  1 
admet  la  racine  triple  s  =  e,  z  désignant  ±  i . 

En  ce  cas,  on  sait  que  S  peut  se  ramener,  par  un  changement 
Unéaire  de  variables,  de  déterminant  i ,  à  la  forme  Z,  : 

2,  =  I X-,  _;>-,; ;    £X',  zy  -+-  Xx,  £ r  H-  u-i'  H-  vy  ]. 

Je  dis  que  les  entiers  X,  [x,  v  sont  nuls.  Il  existe  en  effet  une  forme  'j', , 
équivalente  à  ^,  qui  demeure  inaltérée  par  H,  ;  soit 

•|,  =  2Ax'--h  2A'j^+  2  A"::- -h  'iByz  -+-  iIj'zx^  2B"xy. 
On  aura  dès  lors    . 

2Ax--  -+-  2A'(iy  4-  Ix)'-^  -+-  2A"(iz  H-  [kx  -+-  vy)'^  -+-... 

=  2Ax''-h2A'y^-h2A"z''-h...', 

d'où,  en  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  de  yz,  A"iv  =  o. 
Comme  A"  ne  peut  être  nul,  puisque  la  forme  ^,  est  positive,  on  a 
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V  =  o.  Égalons  maintenantles  coefficients  de  xz  et  de  xy^  il  vient 

(2A"U.+      B    A)£=0, 

(    B  fA+2A'X)£  =  o; 
d'où  Ton  conclut 

X  =  [Jt.  =  o, 

car  le  déterminant  4A'A"—  B-  doit  être  positif  pour  que  '\^  soit  posi- 
tive. 

Donc,  enfin,  2,  n'est  autre  chose  que  la  substitution  (h-  i) 

I  -^  1  J^?  ^  i      -^1  Yi  -^l") 

ou  la  substitution  (—  i) 

\x,y,z;    -X,  —y,  -  -], 

selon  que  £  =  -i-iou£  =  — r. 

Il  en  résulte  que  la  substitution  S,  dont  2,  se  déduisait  par  un  chan- 
g^ement  de  variables  linéaire,  doit  être  également  l'une  des  substitu- 
tions -{-  \  ou  —  i. 

La  question  est  donc  de  reconnaître  s'il  existe  une  transformation 
ordinaire  de  degré  i,  T,  changeant  respectivement  /«,  /, ,  /^  en  £/„, 
zf^,  £y*2,  c'est-à-dire  changeant,  quels  que  soient  x^y^  z,  l'expression 

^/o +r/.  + -A  en  £( j;/o  +  j/,  +  Vi)- 

Les  formules  établies  dans  la  première  Partie  de  ce  Mémoire  (I,  n"  7) 

permettent  de  traiter  aisément  cette  question,  en  partant  de  la  forme 

canonique  (n^  89)  du  système  proposé  ;  on  arrive  aux  résultats  suivants 

que  nous  nous  bornerons  à  énoncer  : 

1°  Efi  dehors  de  la  transformation  unité,  il  n'existe  pas  de  trans- 
formation ordinaire  d'ordre  -+-  i  cJian géant  f^^  y,,  f^  respective- 
ment en  £/o,  £/',,  tf^i  IcL  quantité  t  étant  ±  i  ; 

2°  //  peut  exister,  si  certaines  conditions  sont  vérifiées  par  les 
coefficients  du  système,  une  transformation  ordinaire  d'ordre  —  i 
changeant  f^^  f^ ,  f.^  en  if„,  ify ,  tf.,^  la  quantité  i  étant  -\-  i . 

9t>.  Deuxième  cas.  —  L'équation  caractéristique  de  la  substitution  L 
admet  comme  racine  double  £,  et,  comme  racine  simple,  —  e. 
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On  reconnaît  alors  sans  difficulté  que  la  forme  'j' initiale  est  équiva- 
lente à  une  forme  de  l'un  des  deux  types 

']^.,  =  i[Ax-  -+-  A'72  +  A"(z^—Eyz)  -+-  B"xy]  ; 

^2  admet  la  substitution  semblable  \x,y,z;  zx,  ty,  —  £^|,  et  ^^  la 
substitution  \x,  y,  z'^  zx,  ly,  —  ez  -\-y\,  qui  correspond  à  2.  Dans  la 
première  hypothèse,  on  pourra  remplacer  le  système  initial  par  un 
autre,  arithmétiquement  équivalent,  y^  =.  o,  /^  =  o,  /.,  =  o,  de  telle 
sorte  que  l'invariant  de  xf^,  -^-yf^  4-  zf.^  soit  identiquement  égal  à  la 
forme  2^.,  :  le  problème  est  alors  de  rechercher  si  ce  système  admet 
en  lui-même  une  transformation  de  degré  i,  correspondant  à  la  sub- 
stitution semblable  de  2^2 

c'est-à-dire  (n**  95)  changeant  /„,  /,,  f.^^  après  suppression  du  déno- 
minateur, en  £/o,  £/,,  —  s/o-  Dans  la  seconde  hypothèse,  le  problème 
se  pose  d'une  manière  analogue. 

Les  formules  de  la  première  Partie  donnent  le  moyen  de  le  résoudre  ; 
on  aura  soin  de  ramener  d'abord,  pour  simplifier,  la  relation  /o  =  o 
au  type  K^  —  gg'  —  A  =  o.  Les  résultats  obtenus  se  résument  ainsi  : 

1°  Pour  qu'il  y  ait  des  transformations  ordinaires  (')  d'ordre  -\- 1 
TiL  altérant  pas  le  système  proposé,  il  faut  et  il  suffit  que  la  forme  S 
associée  puisse  représenter  le  nombre  4;  H  y  aura  autant  de  ces 
transformations  qu'il  y  a  de  représentations  propres  de  4  par  la 
forme,  les  représentations  x^  y,  z  et  — x,  —y,  — z  n'étant  pas 
regardées  comme  distinctes  ; 

2**  Il  peut  exister  des  transformations  ordinaires  d'ordre  —  i 
'  n'altérant  pas  le  système;  il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  les  coeffi- 
cients du  système  vérifient  certaines  conditions. 

Ces  conditions  sont,  dans  tous  les  cas,  qu'une  certaine  forme  qua- 
dratique binaire,  dont  les  coefficients  sont  fonctions  de  ceux  du  sys- 
tème, puisse  représenter  -+-  i  ;  elles  ne  dépendent  pas  uniquement  de 

(*)  Autres  que  la  Iransformalion  unilé. 
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la  classe  à  laquelle  appartient  la  forme  J',  c'est-à-dire  que,  vérifiées 
pour  un  système,  elles  ne  le  sont  pas  nécessairement  pour  un  autre 
donnant  naissance  à  une  forme  équivalente  à  celle  qui  est  associée  au 
premier. 

96.  Points  modulaires  d'un  système.  —  Comme  dans  la  deuxième 
Partie  (I,  n°  56),  faisons  correspondre  à  un  système  de  périodes  abé- 
liennes  le  point  de  l'espace  qui  a  pour  coordonnées  les  trois  invariants 
de  la  forme  binaire  du  sixième  ordre  dont  dérivent  les  fonctions  abé- 
liennes  possédant  ces  périodes.  Appelons-le  point  modulaire.  Un  sys- 
tème de  trois  relations  singulières,  définissant  deux  systèmes  de 
périodes  ^'•j  A,  g'  et  G,  H,  G',  donnera  dès  lors  <^<?w.r  points  modulaires. 

Ces  deux  points  seront  généralement  distincts  :  pour  qu'ils  soient 
confondus,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  passer  de  ^,  A,  g'  à  G,  H,  G' 
par  une  transformation  ordinaire  de  degré  i.  Or  G,  H,  G'  sont  respec- 
tivement imaginaires  conjugués  de  g.,  A,  g' \  d'autre  part,  une  trans- 
formation d'ordre  n  change  les  périodes  g.,  A,  g'  en  d'autres,  d",  5e,  (^', 
telles  que  les  parties  imaginaires  de  c\  et  ç/'  aient  le  même  signe  que 
celles  de  g  et  g'  multipliées  par  n  ;  il  en  résulte  qu'une  transformation 
de  degré  i  faisant  passer  de  g.,  h,  g'  à  G,  H,  G'  sera  nécessairement 
d'ordre  —  i . 

Ainsi,  pour  que  les  deux  points  modulaires  d'un  système  de  trois 
relations  singulières  soient  confondus,  il  faut  et  il  suffit  que  ce  système 
admette  en  lui-même  une  transformation  ordinaire  d'ordre  —  i. 

Remarque  1.  —  Si  le  système  admet  en  lui-même  une  transforma- 
tion ordinaire  d'ordre  +  i,  celle-ci  n'altère  pas  «•,  A,  g'  et  G,  H,  G'; 
c'est  donc  une  multiplication  complexe  du  premier  degré. 

Or  nous  avons  établi  (  '  )  qu'un  système  de  périodes  ne  peut  admettre 
une  telle  multiplication  que  si  la  surface  de  Kummer  correspondante 
est  un  tétraédroïde,  en  excluant  le  cas  des  périodes  dérivées  du  radical 
\jx^  -h  I.  Le  cas  exclu  ne  correspondant  pas  à  un  système  de  trois  rela- 
tions singulières,  on  voit  qu'un  tel  système, /„=/",  =  /'2  =  o,  n'aura 
de  transformations  d'ordre   +  i    en   lui-même   que   si  la   surface  de 

(')  Ce  Journal,  'S"  série,  t.  VI,  p.  370. 
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Kummer  correspondant  aux  périodes  g.,  /*,  g'  (ou  G,  H,  G')  est  un 
tétraédroïde  :  il  faut  et  il  suffit  pour  cela  qu'il  existe  entre  g,  h,  g' 
(ou  G,  H,  G)  une  relation  singulière  d'invariant  4,  c'est-à-dire  qu'une 
relation  xf^  +  yf\  +  ^f-i  =  o  ait  l'invariant  4,  o"  encore  que  la  forme 
associée  au  système  puisse  représenter  +  4«  Ce  résultat  concorde  avec 
ce  qui  a  été  dit  plus  haut  (n^  95). 

Reîïiaïque  II.  —  Soient  toujours  »•,  h,  g'  et  G,  H,  G'  les  deux 
systèmes  de  périodes,  imaginaires  conjugués,  que  donne  un  système  S 
de  trois  relations  singulières;  supposons  que  g  ait  sa  partie  imaginaire 
positive,  celle  de  G  sera  négative.  Désignons  par  ni  et  M  les  points 
modulaires  qui  correspondent  respectivement  à  g^  A,  g'  et  G,  H,  G'  : 
ils  sont  imaginaires  conjugués. 

Si  deux  systèmes  ont  un  point  modulaire  commun,  leurs  seconds 
points  modulaires  coïncident  également;  les  deux  systèmes  sont  dès 
lors  réductibles  l'un  à  l'autre  par  une  transformation  ordinaire  du 
premier  degré. 

Si  le  point  m  d'un  des  systèmes  coïncide  avec  le  point  m  de  l'autre, 
la  transformation  est  d'ordre  -h  i;  car,  d'après  Hermite,  une  transfor- 
mation d'ordre  k  change  ou  ne  change  pas  le  signe  de  la  partie  imagi- 
naire de  g  selon  que  /c  est  >>  o  ou  <^o.  Si,  au  contraire,  un  point  m 
coïncide  avec  un  point  M,  la  transformation  est  d'ordre  —  i. 

Réciproquement,  lorsque  deux  systèmes  S,  et  So  sont  réductibles 
l'un  à  l'autre  par  une  transformation  d'ordre  +  r,  les  points  m,  et  ma, 
M,  et  Mo  coïncident;  si  la  transformation  est  d'ordre  —  i,  m^  et  Mj, 
m,  et  M,  coïncident. 


Équivalence  de  deux  systèmes  de  trois  relations  singulières. 

97.  On  dira  que  deux  systèmes  de  trois  relations  singulières  sont 
équivalents  s'ils  peuvent  être  ramenés  l'un  à  l'autre  par  une  transfor- 
mation ordinaire  du  premier  degré. 

D'après  le  n''  82,  les  formes  ternaires  associées  à  deux  systèmes 
équivalents  sont  équivalentes;  mais  cette  condition  nécessaire  est  loin 
d'être  suffisante,  comme  elle  l'était  généralement  dans  le  cas  des  sys- 
tèmes de  deux  relations  singulières  et  des  formes  binaires  associées. 

Joum.  de  Math.  (5*  série),  tome  X.  —  Fasc.  II,  1904.  ^^ 
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Pour  étudier  la  question  de  l'équivalence  des  systèmes,  considérons 
deux  systèmes  S,,  et  Sj,,  donnant  respectivement  naissance  à  deux 
formes  2(]>o  ^t  2'^^,  équivalentes  entre  elles.  Soit  O  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  coefficients  de  la  forme  adjointe  à  'j^^  ;  c'est  aussi 
celui  des  coefficients  de  la  forme  adjointe  à  'h\^  :  désignons  ces  adjointes 
par  Çl^^  et  D^'\>\  ;  Finvariant  ù  est  impair,  et  •]^^,  '\f\  sont  proprement 
primitives,  puisque  '^/^  et  ^^o  le  sont  improprement.  Enfin,  le  discri- 
minant commun  de  ^^  et  ']^'^  est  un  nombre  pair,  divisible,  comme  on 
sait,  par  (2%  et  que  nous  représenterons  par  12-A. 

Cela  posé,  observons  que  'j^,  et  .p', ,  formes  proprement  primitives 
équivalentes,  peuvent  représenter  une  infinité  de  nombres  premiers  : 
soit  P  Fun  d'eux,  que  nous  avons  le  droit  de  supposer  impair  et  premier 
à  12A.  En  vertu  de  la  théorie  classique  de  Gauss,  les  formes  'i/^  et  'Y^ 
représenteront  proprement  une  même  forme  quadratique  binaire  (p, 
improprement  primitive,  de  discriminant  QP;  on  pourra  toujours 
choisir  P  de  manière  que  cp  n'appartienne  pas  à  une  classe  ambiguë. 
Si  donc  on  pose 

(i)  cp  =  2(D.9?-+  qxy+py-), 

on  aura 

et  q  sera  un  nombre  impair. 

Désignons  maintenant  par  Y ^  =  o,  F,  —  o,  F,  =  o,  les  trois  relations 
singulières  du  système  Sp  ;  par  définition  2'.);o(x,  y, -)  est  Finvariant 
de  la  relation  xY^-^yY ,  -h  zV^_  =  o.  Or,  on  obtient  la  forme  binaire 
cp(X,  Y),  représentable  proprement  par  (]/„,  en  remplaçant,  dans 
'i'o(^5  y,  II)  les  variables  a;,  jK,  j:  par  A  X -h  a  Y,  VX-Hia'Y,  X"Xh-u.''Y; 
c'est-à-dire  que  2cp(X,  Y)  est  l'invariant  de  la  relation  singulière 

(2)      X(XF„  +  X'F,  -h  A"F,)  +  Y(piF„  ^  a'F,  4-  ij."F,)  =  o. 

On  peut  remplacer  le  système  Fo  =  F,  =  F.  =  o  par  le  système  arith- 
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métiquement  équivalent 

I   AFo-hA'F, +  X"F,  =  o, 

(3)  [j.Fo+^a'F, -f-p."F2=:o, 
f  vF^  -f- v'F,  +  v"F.  =  o; 

V,  v',  v"  étant  des  entiers  choisis  de  telle  sorte  cjue  le  déterminant 
(Xul'v")  soit  -h  I  :  ce  choix  est  possible  :  car,  la  représentation  de  <p 
par  '\i  étant  propre,  les  mineurs  Çk[^'  ■ —  [^^')'  •  •  •  '  ^^"^  premiers  entre 
eux. 

Considérons  maintenant  le  système  formé  par  les  deux  premières 
équations  (3);  d'après  ce  qui  précède,  il  est  propre  et  sa  forme 
associée  est  20  :  la  forme  <p  étant  improprement  primitive,  il  résulte 
de  la  seconde  Partie  de  ce  Mémoire  (I,  n"  50)  qu'on  pourra,  par  une 
transformation  ordinaire  de  degré  un,  ramener  le  système  des  deux 
premières  relations  (i)  au  type 

(4)  h'-gg'—D  =  o,  g-pg'-q  =  o, 

D,  p,  q  étant  les  coefficients  de  la  forme  <p,  donnée  par  (i).  Cette 
transformation  changera  la  troisième  équation  (3)  en  une  relation 
singulière  :  en  ajoutant  à  celle-ci  les  deux  relations  (4),  mutipliées 
par  des  facteurs  convenables,  on  fera  disparaître  les  termes  en  A'-  —  gg' 
et  en  g\  le  système  initial,  S^,  sera  ainsi  ramené,  par  des  opérations 
qui  n'altèrent  pas  la  classe  de  formes  ternaires  associée,  au  type 
propre  : 

;       /r  -  gg'  -  D  ==  o, 

(5)  \      g-pg'  -q  =^>' 

\   i^h  —  yg'  —  0=0. 
De  même,  le  système  S'^,  pourra  être  ramené  au  type  propre  : 

I       A^-  -o'-D  =  o, 
(6)  <  g-  pg'-q   =0, 

ni^'h-Yg'—o'  =0; 
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OÙ    les   deux   premières   équations   sont   les  mêmes  que    dans   (5), 
puisque  ^'^  représente  aussi  ç^. 

Les  formes  associées  aux  systèmes  (5)  et  (6),  respectivement  équi- 
valentes à  2'vpo  et  l'Y^,  sont  équivalentes  entre  elles;  ce  sont  les 
formes  2.];  et  -2 'Y  définies  par 


(7) 


'-|v  =  2Dx--  -h  2qxy  4-  ^py-  -+-  2''^'-z'^  -+-  lozx  -f-  av-^y, 
'Y  =  'iY)x-  -(-  iqxy  -+-  ipy'  H-  i^'-z'^  -h  lo' zx  -t-  i^( zy. 


12  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  de  l'adjointe  de  '\ 
(ou  de  -y),  et  l'on  a,  pour  le  discriminant,  Q-A,  de  '\  (ou  de  'j/'), 

(8)  0U=  Kpio-  iVif-  2/>o^+2^-(4yyD  -r). 

La  question  est  maintenant  de  chercher  les  conditions  d'équivalence 
des  systèmes  (5)  et  (6);  nous  aurons  besoin  pour  cela  de  connaître  les 
substitutions  qui  transforment  l'une  dans  l'autre  les  formes  équi- 
valentes '^  et  Y  :  nous  admettrons  (/'abord  que  les  formes  de  la 
classe  à  laquelle  appartiennent  les  formes  initiales  'Y,  'Yo^  et  par 
suite  '.p  et  '-j^',  n'ont  pas  d'autres  substitutions  semblables  que  les 
substitutions  (-f- 1)  e/  (—  i). 

98.  Les  discriminants  de  '^j;  et  de  Y  étant  les  mêmes,  on  a,  d'après  (8), 
en  observant  que  l\p\}  —  q-  est  égal  à  i2P, 

Dy'"  —  ^yo -j-ywo-EEEEDy'- —  qy'o'-^po'-  (modP), 

d'où  l'on  lire,  en  multipliant  les  deux  membres  par  /{D, 

{2Dy  -  qèy={iï)Y -  qo'Y  (modP), 

et,  puisque  P  est  premier, 


£(2Dy  —  ^o)^2Dy'— <^o'         (modP) 

(c=±l). 


(9) 

Multiplions  les  deux  membres  par  </;  il  vient,  puisque  q^^  !ipD  modP, 
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et  que  P  est  impair, 

(lo)  D£(^y-2/?^)  =  D(^Y'-  -ipè')         (modP). 

Or,  on  a  le  droit  de  supposer  D  premier  à  P  :  dans  le  cas  contraire, 
il  suffirait  d'effectuer  une  substitution  convenable  dans  la  forme  o, 
c'est-à-dire  2(Dx'^  -h  qxy  -h  py^),  qui  est  primitive,  et  l'on  ramè- 
nerait ainsi  le  coefficient  de  x"^  à  n'être  plus  divisible  par  P.  On  a  dès 
lors,  par  (^)  et  (lo), 

(  i(iY)y  —  ^o)  ^2Dv' —  (70' 
(   E{2.po   —  qj)^2po    —  q'i 

D'ailleurs  20^  —  ^ô  et  ip^  —  q-^^  sont  deux  des  coefficients  de  la 
forme  adjointe  à  (];;  les  premiers  membres,  et  de  même  les  seconds, 
dans  (il),  sont  donc  divisibles  par  12;  et,  puisque  Çï  est  premier  à  P 
(n°  97),  on  peut  écrire  les  équations  (i  i)  : 

2D(y'-  £y)  -  q{o'    -  sS)  =  crOP  =  (t(4/?D  -  ^^), 

-  q{i  -  ^ï)  +  2/?(o'  -  £o)  =  t(4/>d  -  q'), 

(j  et  1  étant  des  entiers.  On  en  tire 

l  Y'=£Y  +  2/?a-t-^T, 

(12)  U,  ^  r. 

I  0  =£0-f-^a-    -{-lU'Z. 

Si  maintenant  dans  4^',  à  savoir 

2(DX^  +  ^XY  +  yo  Y^  -t-  p'=*Z^  -4-  o'ZX  +  Y'ZY), 
on  fait  la  substitution  linéaire  de  déterminant  i  : 
(i3)  X  =  £x-  — T-,         Y  =  £y  —  (7^,         Z  =  ^, 

'Y  devient,  après  substitution  aux  coefficients  y'  et  0'  de  leurs  valeurs  (  1 2), 
(i4)  i(Dx-  -h  qxy  +  py-  +  0::^  +  ozx  -f-  y^v). 
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Or,  c'est  là  précisément  la  forme  ^|/,  au  coefficient  près  de  z^  :  mais  ce 
coefficient,  6,  doit  être  égal  au  coefficient  correspondant,  p,  dans  ^, 
puisque  les  discriminants  de  ']>  et  de  la  forme  (i4)?  équivalente  à  'Y, 
sont  égaux. 

Ainsi  ']^'(X,  Y,Z)  se  transforme  en  ^[/(x,^,  ^)  par  la  substitution  (i  3); 
comme  ^,  par  hypothèse,  n'a  pas  de  transformations  linéaires  en  elle- 
même  autres  que  zx,  ly,  iz,  la  substitution  (i3),  jointe  à  la  substi- 
tution analogue  où  l'on  aurait  changé  les  signes  des  trois  seconds 
membres,  est  la  seule  qui  change  '-|^'(-^5  ^'  ^)  ^^  4^(^j  JK? -^)- 

Remarque.  —  Il  résulte  également  de  cette  analyse  que  deux  formes 
improprement  primitives,  '^  et  ']/',  de  même  discriminant  et  de  même 
invariant  ù,  sont  équivalentes  lorsqu'elles  représentent  proprement 
une  même  forme  binaire,  cp,  improprement  primitive,  et  de  discri- 
minant QP,  P  étant  un  nombre  premier  impair  et  premier  à  (2. 

99.  Revenons  maintenant  à  notre  problème,  c'est-à-dire  à  la 
recherche  des  conditions  d'équivalence  des  systèmes  propres  (5) 
et  (6). 

Pour  qu'ils  soient  équivalents,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  une 
transformation  ordinaire  de  degré  un,  changeant  le  système  (5)  en 
un  système  arithmétiquement  équivalent  au  système  (6);  d'une 
manière  plus  précise,  si  l'on  désigne  par  /o,  /,,  f.,  et  /„,  /, ,  /[,  les 
premiers  membres  des  relations  (5)  et  (G),  une  transformation  du 
premier  degré  devra  changer  respectivement  /"„,  /,,/:•  (après  suppres- 
sion des  dénominateurs)  en 

les  X,  (JL,  V  étant  des  entiers  de  déterminant  ±:  i.  S'il  en  est  ainsi,  la 
relation  xf^,  -+-  yf^  -h  zf.,  =  o  est  changée  en 

xCkf,  -^  iif,  -h  v/l)  -hy(l'fo  +  •••)  +  -(>^7o  4-  ...)=:  o, 

et  dès  lors  les  invariants  de  ces  deux  relations  sont  égaux,  quels  que 
soient  x,  y,  z  :  sous  une  autre  forme,  si,  dans  la  forme  2'|''(X,  Y,  Z), 
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associée  au  système  (6),  on  pose 
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(i5) 


Y  =  \kx  H-  [L'y  -+-  \l" z^ 

Z  =  va:  +  v'y  H-  v":?, 


cette  forme  devient  la  forme  i']^{x^y^  z)^  associée  au  système  (5). 

Mais  nous  avons  déterminé  plus  haut  (n°  98)  les  substitutions 
linéaires,  de  déterminant  ±1,  qui  transforment  ^'  en  'j;  :  elles  se 
réduisent  à  la  substitution  (i3),  et  à  celle  qu'on  obtient  en  y  chan- 
geant tous  les  signes;  la  substitution  (i5)  est  donc  Tune  de  ces  deux, 
et  l'on  déduit  de  là,  pour  X,  X',  [x,  [jl',  v,  v',  v",  les  valeurs 


X 


V- 


\'= 


H- 


V  —  V  =  o. 


£  et  £' représentant  it  I. 

Donc,  si  les  systèmes  (5)  et  (6)  sont  équivalents,  la  transformation 
de  degré  un  correspondante  change  respectivement yo,/,,y2  en  zf^, 
£/, ,  X"/o  +  (x"/,  4- £'/!, .  Or,  nous  avons  déterminé  (ï,  n°'  45-47) 
toutes  les  transformations  ordinaires  de  degré  un  qui  reproduisent 
respectivement  (aux  signes  près)  deux  relations  singulières  telles 
que  y^  =  o,  /*,  =  0;  leurs  entiers  caractéristiques  sont  définis  par 
le  Tableau 


(.6) 


«0 

a, 

a.. 

«3 

bo=—  zpa^  -+- 

zqa.;,, 

b^   =~   £«0- 

b.,=-  ipa,, 
1  Co  =—  zDa.^, 

bs  =—  £«2 

c,  =      zDa 

C.   =—  £«0, 

C3   =         £«, 

â?o=      iBb^, 

d,  = — £^3 

d.,=      zb^, 

â?3  =  —  zb^ 

qa. 


(e=±.); 
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les  Gi  devant  uniquement  satisfaire  à  la  relation 

/r/'\     \  ^'^ — Dal  — pa]-^- pT)al-\- q^a^a^-^- a^a^)=^n     (') 

^     '  \  («=±,). 

A  la  relation /*2  =  o,  c'est-à-dire  2J3A  —  y  »•'  —0  =  0,  cette  transfor- 
mation fait  correspondre,  en  vertu  des  valeurs  classiques  de  o',  A,  g'  en 
fonction  des  périodes  transformées  G,  H,  G',  (I,  n"  o),  la  relation 
singulière 

/   G  [2[3(D«2<2:,  —  aç^a^  —  qa^  a^)  —  -'(iÇDà\  —  a'^) 

-1-  0£(<2q«oH-  qa.^a^  —  ^«,«3)] 
(17)     (        -^-Çf'\i^(^qa^a^  — pa^a^-\-p\^a^a^) 

H-  y£(a^  —  D^j)  ■+  ^^(p<^o(^3  H-  ^<^2  ~  /'^i  ^2)] 
H-(H^—  GG')  [2  3(rtoao  H- /?«,«;,)  —  Y£(cfoanH-«,«2) 

+  0£(a^— /^«J)] 
-\-  2^D(aoa.,-\-  pa^a^)  —  '^Dz(aQa.^-\-  a^a2) 


Pour  que  les  systèmes  (5)  et  (6)  soient  équivalents,  il  faut  et  il 
suffit,  d'après  ce  qui  précède,  que  le  premier  membre  de  cette  rela- 
tion (17)  soit  de  la  forme 

A"(H=^  -  GG'-  D)  +  p."(G  -/>G' -q)^-  v"(2|3'H  -  y' G'  -  0'), 

v"  étant  £'  c'est-à-dire  ±  i  ;  ou  encore,  qu'en  remplaçant  dans  ce  pre- 
mier membre  H'*— GG'  par  D  et  G  par  pG' -\- q ^  le  résultat  soit 
identiquement  égal  à   ±:  (2[3'Il  —  y'G'—  0).  On  obtient  ainsi,  pour 


(•)  En  vertu  de  la  première  Partie  (I,  n°  8),  la  transformation  ainsi  définie 
change  respectivement /„  et/,  en  — £«/o  ^^  — ^'^/i-  ^--^  quantité  /*  est  Yordre 
de  la  transformation  («  =:±  i). 
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les  valeurs  de  [3',  y',  o'  en  fonction  de  [3,  y,  o,  les  formules 
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£'y'  =      2[3(2^ao«,  —  2j3Da2'^3  -+-  pç<^t<^3  —  ^<^o'^2) 

H-  Bi(2pafa.y  —  ipa^a^  —  ^«^  ~  PÇ^l\ 
l'o'  =  —  2.^{qa^a^  -h  q- a ^  a.^  —  qD a.^a .^  —  iD a^ a.,  —  2 pT> a f  a.^) 
4-  y£ ( 2 D <2(, «3  -h  2Da,a2+  ^t)<^ii  —  5'<^i) 
—  S£((2q  —  pajH-  -iqa^a.^  +  0^2  +  ^'«3  —  pDaJ), 

qu'on  peut  écrire,  en  remplaçant  n  par  sa  valeur  (16  his^^ 

2£'(3'=  2[3(a"^  -h  D«^  ■+■  P<^'i  -i- pï^cil  H-  qd^u-A  —  qa^a.^^ 

—  Y£(2aoa,  H-  2Da2a3) 

—  0£(—  la^a.^  —  iqa.^a^  H-  ^pQfa.^), 
l'Y  =  2[i(2^ao<2,  —  ipDa^a^  -\- pqa^Us  —  qQç^a^) 

—  ùt{ipa^a.^-\- qà\-h pqa\—  OLpaiŒ.^), 
£'0'  =  2^(qaQa^-hq''a^a■,i  —  q^a^a^—  'iDa^a.,—  ^pDafa^) 

—  yE.(qa'^  —  2Da(,a3  —  2Da,a2  —  ^D^j) 

—  0£(«y  —  /?aj  +  Da^,  H-  2gao^3  "+"  5'^^3  ~  /^I^^D- 
Ainsi,  pour  que  les  deux  systèmes  (5)  et  (6)  soient  équivalents,  il 

faut  et  il  suffit  que  2.^',  y',  0'  aient  les  expressions  précédentes  (18)  en 
2^,  y,  à  :  dans  ces  formules,  £  et  £'  désignent  =t  i,  et  «„,  «,,  a^,  ci^  sont 
des  entiers,  assujettis  uniquement  à  satisfaire  à  la  relation  (16  bis)^ 
à  savoir 

(19)     ài  —  \)a\  —  pa\-^-pY)ài-^q{a^a^-^a^a.i)  =  n       (n  =±  \). 

Si  Ton  pose  2^  =  Z,  y  =  X,  0  =  Y,  on  reconnaît,  dans  ces  formules, 
celles  qui  donnent  des  transformations  en  elle-même  de  la  forme  ter- 

Journ.  de  Mai  h.  (fi'  série),  tome  X.  —  Fasc.  II,  1904.  ^^ 
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naire  indéfinie  (')<!»: 

(20)    <Ï>(X,  Y,  Z)  =  (JipD  -  q-^)Z-^ -  4DX^  +  .^q\Y  -  ipY\ 

qui,  si  Ton  y  remplace  X,  Y,  Z  par  y,  0,  2  [3,  devient  le  double  du  dis- 
criminant (8),  £2-A,  de  la  forme  ternaire  '|.  La  forme  $  est  l'adjointe 
de  la  forme  $,  : 

4»,  =  2(Z^  -  DX^  -  qXY  -  />Y-), 

qui,  divisée  par  2,  a  joué  un  rôle  fondamental  dans  la  seconde  Partie 
de  ce  Mémoire. 

D'ailleurs  les  formules  (18)  et  (19)  ne  donnent  pas  toutes  les  trans- 
formations linéaires  en  elle-même  de  la  forme  (20)  (-). 

Remarque.  —  Nous  dirons  que  deux  systèmes  de  trois  relations 
singulières  sont  pj^oprement  ou  improprement  équivalents  selon 
qu'on  passe  de  l'un  à  l'autre  par  une  transformation  d'ordre  H-  1 
ou  d'ordre  —  i . 

D'après  cela,  les  systèmes  (5)  et  (6)  sont  proprement  équivalents 
si  2[3',  y',  0'  ont,  en  fonction  de  2  [3,  y,  0,  les  expressions  (18),  les  ai 
étant  des  entiers  liés  uniquement  par  l'équation  (19),  où  l'on  fait  n=^i\ 
l'équivalence  est  impropre  si  l'équation  (19)  est  satisfaite  pour  //  =  —  i . 

100.  Résume.  —  Reprenons  l'équation  (8),  qui  donne  le  discri- 
minant, n-A,  de  '^j  en  l'écrivant 

(21)  (4/>D-.yO^'-4Dy^+4'7YO-4/^o=^  =  2(i*"'A, 


(')<!>  est  indéfinie  :  car  D,  p  el  4/>E)  —  (]-  sont  positifs,  puisque  la  forme  o, 
iï^x--\-  iqxy  +  'i.py-  est  positive. 

(-)  H  est  intéressant  de  comparer  ces  formules  à  celles  obtenues  (I,  n"  GG,  p.  121) 
pour  les   transformations  en  elle-même  de  la  forme   ;;- — Dj;- — iq' xy  —  l>y^i 

qui,  si  l'on  pose^=;2<7',  est  —  ••>!  :  les  transformations  actuelles  sont  les  trans- 
posées des  anciennes.  Cela  n'a  rien  d'inattendu,  car  on  sait  (|ue,  si  une  substi- 
tution linéaire  n'altère  pas  une  forme  ternaire,  sa  transposée  n'altère  pas  la 
forme  adjointe. 
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et  regardons-y  2^,  y,  o  comme  des  inconnues.  Nous  dirons  que  deux 
solutions  entières,  2^,  y,  0  et  2.^',  y',  0'  sont  proprement  équivalentes 
si  Fune  se  déduit  de  Fautre  par  les  relations  (iH)  et  (19),  où  /î  =  i  ; 
elles  seront  improprement  équivalentes  si  Tune  se  déduit  de  Fautre 
par  (18)  et  (19),  où  /z  ==  —  i. 

Considérons  maintenant  les  deux  systèmes  (5)  et  (6),  à  savoir 


(5) 

h^-  _  gg- 

-D  =  o, 

g-pg' 

~q  =  o, 

2  p  A  —  y  g'  - 

-  S  =  0, 

W 

1C-  -  gg' 

-D  =  o, 

g-pg' 

—  q  =  o, 

1^'h  —  ^'g'- 

-0=0, 

qu'on  suppose  donner  naissance  à  deux  formes  ternaires  équivalentes, 
1^  et  2!];'.  Soit  D^ A  le  discriminant  de  ^  et  de  '\>' '^  pour  que  les  deux 
systèmes  soient  proprement  (ou  improprement)  équivalents,  il  faut  et 
il  suffit  que  2  (5,  y,  0  et  2(3',  y',  o',  qui  sont  des  solutions  de  l'équation  (21), 
en  vertu  même  de  l'expression  du  discriminant  de  'j»  et  de  -j/',  soient 
deux  solutions  proprement  (ou  improprement)  équivalentes. 

Ce  résultat  suppose  que  les  formes  ']^  et  'Y  n'ont  pas  d'autres  trans- 
formations en  elles-mêmes  que  les  substitutions  -f- 1  et  —  i  :  on 
reviendra  plus  loin  (n*'  10^5)  sur  le  cas  laissé  ici  de  côté. 

Systèmes  non  équivalents  qui  donnent  naissance 
à  une  même  classe  de  formes. 

101.  Soit  'J/q  une  forme  ternaire,  improprement  primitive,  positive, 
et  telle  que  i']^^  soit  une  forme  Jf  ;  désignons  par  O  et  A  ses  deux  inva- 
riants dont  le  premier  est  impair  :  son  discriminant  sera  i}-A.  Pro- 
posons-nous de  déterminer  tous  les  systèmes  propres  de  trois  relations 
singulières  non  équivalents,  c'est-à-dire  non  réductibles  l'un  à  Fautre 
par  une  transformation  ordinaire  de  degré  un,  qui  donnent  naissance 
à  des  formes  ternaires  équivalentes  à  2'^(,. 

Choisissons  pour  cela,  comme  au  n°  97,  une  forme  9,  impro- 
prement primitive,  n'appartenant  pas  à  une  classe  ambiguë,  repré- 
sentable proprement  par  'j^^,  et  dont  le  discriminant,  nécessairement 
divisible  par  £2,  soit  de  la  forme  OP,  P  étant  premier  (impair),  et 
premier  à  OA;  soit 

«p  =  2D^-  -h  iqxy  -f-  '2py-; 
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on  a 

et  q  est  impair,  puisque  ù  l'est;  de  plus,  on  a  le  droit  de  supposer  D 
et  q  premiers  à  OP. 

En  vertu  de  la  théorie  générale  du  n''  97,  tout  système  propre 
donnant  naissance  à  une  forme  équivalente  à  2'|„  sera  réductible, 
par  une  transformation  de  degré  un,  au  type 

(22)  g-pg'  -9  =0, 

[     2fJ,/<  -  Y,  o-'-O,  =  0; 

et  le  problème  est  maintenant  de  former  tous  les  systèmes  (22)  non 
équivalents  qui  donnent  naissance  à  une  forme  équivalente  à  -i'^q. 

Or,  la  forme  associée  au  système  (22)  représente  évidemment, 
d'une  manière  propre,  la  forme  2(^,  puisque  sa  moitié  est 

(23)  2D;r^+  iqxy  -+-  ipy^  -^  2  pj  ::--+-  10^zx  -h  27,^/; 

dès  lors,  en  vertu  de  la  remarque  du  n''  98,  pour  qu'elle  soit  équi- 
valente à  '];„,  il  faut  et  il  suffit  que  la  forme  (23)  ait  les  mêmes  inva- 
riants, O  et  A,  que  la  forme  '^„- 

Exprimons  d'abord  que  le  discriminant  est  le  même,  £2^ A;  il  vient 

c'est-à-dire  que  2^,,  y,,  0,  doivent  être  des  solutions  (en  nombres 
entiers)  de  l'équation  (21).  Parmi  ces  solutions  en  nombre  infini, 
nous  ne  garderons  que  celles  qui  ne  sont  pas  équivalentes  entre  elles, 
dans  le  sens  du  n°  100,  car  les  systèmes  (22)  qui  répondent  à  deux 
solutions  équivalentes  sont  équivalents,  et  réciproquement . 

Il  faut  ensuite  que  la  forme  (23)  admette  l'invariant  12,  c'est-à-dire 
que  12  soit  le  plus  grand  commun  diviseur  des  quantités  [coefficients 
de  la  forme  adjointe  à  (23)], 


(2'5) 


/ipD— 7-,      2Dy, -/70,,      lyl.—q^ 

f\pf.-fr    i\W.-K.     -^nf.--^ 


\  1 

\ 
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La  première  de  ces  quantités  étant  OP,  et  P  ne  pouvant  les  diviser 
toutes,  puisqu'il  est  premier  à  QA,  il  suffit  que  12  divise  les  quantités  (2.5). 
Or,  on  déduit  de  (24), 

4Dy;— 4yT.5<  +  4i^o;  =  o         (modU), 

d'où 

(2Dy,  —  ^o,)-^^o         (mod(2), 

(puisque  lipD  —  q^  =  l^iP). 

Ainsi,  pour  toute  solution  de  (24),  le  carré  de  la  quantité 

2Dy,  -  ^0, 

est  divisible  par  (2  :  cette  quantité  elle-même  ne  l'est  pas  néces- 
sairement. On  devra  donc  choisir,  parmi  les  solutions  de  (24),  celles 
qui  rendent  2Dy,  —  qo,  multiple  de  O  :  je  dis  qu'alors  toutes  les 
autres  quantités  (25)  sont  aussi  multiples  de  O. 

Car,  2D  étant  premier  à  I2P,  on  a,  puisque  2Dyi^^^S,  (modO), 

2D(2po,  —  ^Yi)==4/>D^«  —  q'^\  =  o^ùV  EEEo 
(modO); 
d'où 

2^0,  — ^Yi==t^         (modli). 

De  même,  l'équation  (24)  s'écrivanl 

2QP  |3;  -  2D y;  +  2^Y.  ^.  -  2/^0-;  =  il' A, 
on  en  tire 

4DOP|3;-  (2DY,  -  ^0,)--  12Po;  =  2Di}^A; 
d'où 

(4DP;-o;)P  =  o         (mod£2), 
et  dès  lors 

4DP;-o;=o         (modO). 

On  voit  de  même  que  4/^Pî  —  TÎ^^o  (modQ);  enfin  on  a 

2D(25'p;- y,o,)  =  ^^;-2Dy,o,  =  o,($'o,  -2Dy,)  =  o 

(modl2), 
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ce  qui  montre  que  la  dernière  des  quantités  (25)  est  aussi  un  mul- 
tiple de  ù. 

102.   Voici  donc  le  résultat. 

Soit  2'j>o  une  forme  S ^  sans  autres  substitutions  semblables  que 
les  substitutions  (-f-  i)  et  (—  i);  désignons  par  ù  et  A  les  invariants 
de  ^{^o,  et  choisissons  d'une  manière  quelconque,  parmi  les  fornaes 
binaires  improprement  primitives  représentables  proprement  par  -J/q  , 
une  forme  o,  n  appartenant  pas  à  une  classe  ambiguë,  et  de  déter- 
minant OP,  P  étant  premier,  et  premier  à  2QA;  soit 

(26)  o  :=  2D.r^  H-  iqxy  4-  2/?y^       (^  impair). 

Tous  les  systèmes  de  trois  relations  singulières  non  équivalents 
qui  donnent  naissance  à  des  formes  ternaires  équivalentes  à  i-\i^ 
sont  fournis  par  les  formules 

l       h'-  gg'-\)  =  o, 

(27)  g  -pg' -q  ='^, 

\  i^h-^g'  -0  =0, 

oîi  Von  prend  successivement  pour  2^,  y,  0  toutes  les  solutions  (*) 
entières  non  équivalentes  (n"  100)  de  l'équation 

(28)  (4/?D--y^)^'-4DY^-+-4'7TS-/ij30^=2£î=A, 

avec  la  condition  supplémentaire  que  la  quantité  2DY  —  q'^-,  dont 
le  carré  est  nécessairement  divisible  par  li,  soit  elle-même  un  mul- 
tiple de  ù. 

Il  est  clair  que  la  condition  supplémentaire  est  satisfaite  d'elle  niêtne 
lorsque  les  facteurs  premiers  qui  figurent  dans  Q  ny  entrent  qu'à  la 
première  puissance. 


(')  Cest-à-dire   un  ensemble  quelconque  de  solutions  doiil  on  peut  déduire 
toutes  les  autres  par  les  formules  (18)  et  (19). 
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105.  Nombre  des  systèmes.  —  Si  donc  N^  est  le  nombre  des  solu- 
tions non  équivalentes,  en  2^,  y,  o  de  l'équation  (28),  avec  la  con- 
dition que  2Dy  —  ^0^0  (mod£})  (et  nous  verrons  plus  loin  que  ce 
nombre  est  fini)  nous  pouvons  dire  qu'à  une  classe  de  formes  i*,  du 
type  i'\i^  sans  autres  substitutions  semblables  que  (+1)  et  (—  i),  cor- 
respondent No  systèmes  de  trois  relations  singulières,  irréductibles 
l'un  à  l'autre  par  des  transformations  ordinaires  du  premier  degré. 

104.  Nombre  des  points  modulaires.  —  A  ces  N^  systèmes  corres- 
pondent, en  généi-ai,  2N0  points  modulaires  :  nous  disons  en  général, 
parce  que  les  deux  points  modulaires  liés  à  un  ou  plusieurs  des  Nq  sys- 
tèmes peuvent  coïncider  (n*^  9(>). 

Voici  comment  on  peut  déterminer  exactement  le  nombre  des  points 
modulaires  liés  à  une  classe  de  formes  S,  c'est-à-dire  le  nombre  total 
des  points  modulaires  fournis  par  les  systèmes  de  trois  relations  sin- 
gulières qui  donnent  naissance  à  une  forme  de  la  classe. 

Considérons,  parmi  les  solutions  en  2^,  y,  0  de  l'équation  (28),  un 
ensemble  quelconque  de  solutions  qui  ne  soient  pas  équivalentes  pj^o- 
prement  deux  à  deux,  et  dont  toutes  les  autres  puissent  se  déduire  par 
les  formules  (18)  et  (19),  le  nombre  n  étant  supposé  égal  à  -1-  i  dans 
cette  dernière  (19).  Parmi  ces  solutions,  ne  gardons  que  celles  qui 
vérifient  la  condition  supplémentaire  indiquée  plus  haut  :/soit  N  leur 
nombre. 

Nous  obtenons  ainsi,  par  les  formules  (27),  N  systèmes.  S,,  So,  ..•,§,,, 
de  trois  relations  singulières,  non  proprement  équivalents  deux  à  deux, 
et  tels  que  tout  système  du  type  (27),  donnant  naissance  à  une  forme 
de  la  classe  considérée,  soit  proprement  équivalent  à  l'un  d'eux. 

11  résulte  de  là  que  les  points  modulaires  liés  à  cette  classe  figurent 
tous  parmi  les  points  modulaires  que  donnent  les  systèmes  S,-,  et  réci- 
proquement :  le  problème  est  donc  de  rechercher  combien  de  points 
modulaires  distincts  donnent  les  S^. 

Or  chaque  S,-  fournit  deux  groupes  de  périodes  g^  li,  g'  et  G,  H,  G', 
imaginaires  conjugués;  supposons  la  partie  imaginaire  de  g  positive, 
celle  de  G  est  négative  :  à  ces  deux  groupes  correspondent  respecti- 
vement deux  points  modulaires,  m,  et  M,-.  Nous  allons  démontrer  : 
1°  que  les  nii  (et  les  M^)  sont  distincts;  2**  que  les  M^-  coïncident  avec 


6o 
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les  mj'^  il  en  résultera  que  le  nombre  cherché  des  points  modulaires 
estN. 

1°  Les  points  nii  (et  M,)  sont  distincts  :  car,  si  m,  et  nij  coïncidaient, 
les  systèmes  S,-  et  S,-  seraient  équivalents  (n°  96),  et  Féquivalence 
serait  propre  {ibid.),  résultat  contraire  à  ce  qui  a  été  dit  plus  haut. 

2°  Opérons  sur  les  systèmes  S,  une  même  transformation  d'ordre  —  i , 
n'altérant  pas  (au  même  signe  près)  les  deux  premières  relations  (2'^), 
communes  à  tous  ces  systèmes  (  '  )  :  nous  obtenons  ainsi  des  systèmes  S^- , 
dont  chacun,  par  ce  qui  précède,  est  proprement  équivalent  à  un  sys- 
tème Sy  (y  pouvant  être  égal  à  i),  puisque  la  forme  associée  appartient 
toujours  à  la  même  classe.  Donc,  le  point  M,,  que  donne  un  système  S,- 
quelconque,  coïncide  avec  un  point  nij  (qui  peut  d'ailleurs  être  m,-, 
si  S^-  admet  en  lui-même  une  transformation  d'ordre  —  i). 

c.  Q.  F.  D. 

Donc  enfin,  le  nombre  des  points  modulaires  liés  à  une  même  classe 
de  formes  S ^  du  type  2'sp,  est  égal  au  nombre  ÎN  défini  tout  à  l'heure  : 
on  suppose  toujours  que  ces  formes  n'ont  pas  d'autres  substitutions 
semblables  que  (-1-  i)  et  (—  i). 

Cas  où  les  formes  S  admettent  des  substitutions  semblables. 

10^.  En  ce  cas,  les  N  systèmes  S/  peuvent  être  deux  à  deux  pro- 
prement équivalents  ;  le  problème  est  donc  de  rechercher  s'ils  le  sont 
effectivement.  Chacun  de  ces  systèmes  est  du  type 

(S)     h''-  gg'-D  =  o,        g-  po'-q  =  o,        '2^h~yg'-o  =  o, 


(')  11   existe   de   telles  transformations,  c'esl-à-dire    que    l'équation  (19),  où 
n  =  —  I ,  a  des  solutions. 

Si  l'on  y  pose  en  eflel  a,  =  2rt', ,  «3=:  2^3,  elle  s'écrit 

(ao-+-<7«'3)=4-F(«',,rt,.  «3)=^  —  !, 

en  désignant  par  F  l'adjointe  de  la  forme  z- — Da-—2(/jry  —  4pv^-  Or  celle 
forme  a  pour  discriminant  ^pf)  —  f/^,  quantité  impaire;  son  invariant  il  est 
évidemment  l'unité;  dès  lors,  en  vertu  d'un  résultat  de  M.  Bachmann  {Za/ilen- 
t/ieorie,  4*  Partie,  p.  256),  l'équation  p^-\-F{(/,  q' ,  q")^—i  est  résoluble  en 
nombres  entiers.  Voir  aussi  Meykr,  Crelle,  l.  110,  p.  822. 
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les  deux  premières  relations  étant  les  mêmes  pour  tons;  d'après  le 
mode  même  de  formation  des  S,-,  aucun  d'eux  no  peul  être  irduit 
à  un  autre  par  une  transformation  ordinaire  d'ordre  -+-  i,  n'alté- 
rant pas,  au  même  signe  près,  les  deux  premières  équations  (S)  : 
mais,  lorsque  la  classe  de  formes  lice  à  ces  systèmes  admet  d'autres 
substitutions  semblables  que  (h-i)  et  (—  i),  il  peut  exister  à'autres 
transformations  du  premier  ordre  réduisant  un  des  systèmes  à  un 
autre. 

Soient  alors  f^  =  o,  y,  =:  o,  /"o  =  o  l^s  trois  écjuations  (S)  du  sys- 
tème S/;  2'sj;  la  forme  associée.  Pour  qu'une  transformation  T, 
d'ordre  H- i ,  cbange  S^  en  un  système  S^ ,  dont  les  deux  premières 
équations  soient  les  mêmes  que  celles  de  S,,  il  faut  et  il  suffit,  les 
X,  Ut,  V  désignant  des  constantes,  que  T  change 

Vo  +F/<  +\/2      en     /;,, 
^7o +- [^7.  +  ^'.A     en    /,. 

S'il  en  est  ainsi,  le  système  S) ,  transformé  de  S/  par  T,  sera  l'un  des 
systèmes  S,,  S^,  ..  .,  S^,  ou  pourra  être  réduit  à  l'un  d'eux  par  une 
transformation  d'ordre  H- i  :  cela  l'ésulte  des  propriétés  mêmes  des 
systèmes  S,-  (n«  104). 

Or,  pour  qu'il  existe  une  transformation  ï,  d'ordre  +  i,  changeant 
respectivement  \f^  -t-  [i./,  +  v/^  et  A'/„  -h  [j.'/,  -h  Vf.,  en  /„  et  /, ,  il 
faut  et  il  suffit,  d'après  les  résultats  de  la  deuxième  Partie  de  ce  Mémoire, 
que  les  invariants  des  deux  relations  singulières 

^(  Vo  +  M-/.  +  ^.A)  +rC'^7o  +  !</,  +  v'/,)  :=  o 

et 

soient  les  mêmes  quels  que  soient  x  et  y  ('),  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

(29)       '\iÇkx  -\-  \'y,  ]xx  -f-  [^'y,  vx  -h  Vy)  =  2Dx-^  -h  iqxy  -\-  ipy'-. 

(')  En  d'autres  termes,  les  formes  binaires  associées  aux  deux  systèmes  de 
deux  relations  doivent  coïncider  :  les  deux  systèmes  sont  alors  réductibles  l'un 
à  l'autre  par  une  transformation  de  degré  un,  comme  on  l'a  vu  dans  la  deuxième 

Journ.  de  Math.  (5°  série),  tome  X.  —  Fasc.  II,  1904.  ^^ 
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Donc,  les  quantités  X,  >;',  a,  a',  v,  v'  sont  les  coefficients  crune  repré- 
sentation propre  quelconque  de  la  forme  o  (ou  2D.X-  h-  2.qxy-r  'ipy'-)^ 
par  la  forme  '\i. 

Soit  alors /!,  =  o  la  troisième  équation  du  système  S'^  ;  l'Y  la  forme 
associée  à  celui-ci;  la  transformation  T  change  en  f'^  =  o  une  rela- 
tion X"/,^  +  fx"/, -h  v"/2  =  f>  du  système  S/,  les  À",  ij.\  v"  étant  des 
entiers  :  on  a  dès  lors  identiquement 


(■60) 


•]^(\x  -h  A' y  n-  l"z,  [J.X  -h  u.'y  H-  u."z,  vx  -+-  Vy  ■+-  V'z) 
=  'Y{x,y,z), 


et  les  termes  indépendants  de  z,  dans  '|',  sont  2Da;-  -h  iqxy  -h  2.py^, 
puisque  les  deux  premières  équations  de  S^  sont  /"^  =  o,  /",  =  o. 

Mais,  d'après  le  n°  98,  'J>  se  change  en  ^'  par  une  substitution  du 
type  \x,  r,  ^;  ex-+-tz,  iy-+-az,  z  j,  £  désignant  ±  i  eta,  t  des  entiers: 
on  a  donc 

(3i)  'y{x,y,z)  =  'i^(ix-h'Tz,  zy-haz,  z), 

d'où,  en  compararant  (3o)  et  (3i), 

^(Ix  -h  k'y  -+-  ^''z,  U.X  -+-  [l'y  +  ix"z,  vx  -h  Vy  4-  v";:) 

=  '\j{tX  -h^z,Ey-h<7Z,z). 

Si  donc  on  désigne  par 

\x,  y,  z'^    Ix  -h  my  -h  nz,  l'x  -+-  m'y  -+-  n'z,  l" x  +  m" y  -h  ii" z  \ 

une  substitution  semblable  de  .];,  on  déduit  de  là,  pour  les  valeurs 
des  )^,  V,  . . . ,  v'  les  expressions 


(32) 


\  =  U,  [J.   =  /'£,  V    =  /"£, 

X'=m£,  (j.' =/;?'£,         v'=m"s.. 


Partie,  car  la  forme  binaire  associée  à/o=:o,  /,  :=  o.  e>t4Dx--f-  ^(/ .v)  -i-  ^py*, 
et  deviei)l,  aj)rès  division  par  2,  impropremenl  piiinitive  (1,  n"  30).  La  Iraus- 
formalioii  peut  èlre  supposée  d'ordre  -|-i,  car,  si  elle  esl  d  ordre  — i,  il  suffit  de 
la  faire  suivre  d'une  transforinalion  d'ordre  — 1,  n'altérant  pas  (au  même  signe 
j)rès)/o  et/,  {voir  la  Xote  précédente). 
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Réciproquement,  si  X,  u.,  ...,  v'  ont  des  valeurs  de  cette  forme, 
Téquation  (29)  est  satisfaite,  car  l'équation 

'\f(lx  H-  my  +  nz,  l' x  +  m'y  H-  Jt' z,  l" x  -\-  m" y  -h  n" z)=^  'H"-^''  J"»  ■^) 

donne 

^(/a?  H-  my,  /':r  •+•  m'y^  l"x  4-  m" y)  =  '-['(a;,  y,  o), 

ou,  par (32), 

'\)Çkx  -h  X'y,  [Xic  4-  [x'jK,  vx  +  v'jk)  =  2(Da;-  H-  ^xy  -h  PY')- 

De  cette  analyse  résulte  la  proposition  suivante  : 

A  toute  substitution  semblable  des  formes  S  de  la  classe  consi- 
dérée correspond,  pour  chaque  système  S^,  une  transformation  T 
d'ordre  +  i ,  changeant  S,  en  un  autre  des  N  systèmes;  inverse- 
ment, toute  transformation  T  jouissant  de  cette  propriété  est  associée 
à  une  substitution  semblable  de  la  classe. 

106.  Remarques.  —  i*^  A  une  substitution  semblable  de  la  forme  ^, 
associée  à  un  système  Sj,  ne  correspond  ainsi  qviunc  transfor- 
mation T.  Car  s'il  en  existe  une  seconde  T,,  chang-eant,  comme  T, 
//o  H-  /'/,  H-  l"f.,  et  mf^  H-  7n'f^  +  m"f.^  en  f^  et  /, ,  on  peut  écrire 
T,  =  T0,  %  étant  une  transformation  d'ordre  -h  i ,  qui  n'altère  pas 
(au  même  signe  près)  f^  et/",  :  les  deux  systèmes  S^  et  S]-  en  lesquels  S/ 
est  transformé  par  T  et  T,  se  déduisent  donc  l'un  de  l'autre  par  0, 
c'est-à-dire,  en  vertu  des  propriétés  des  systèmes  S/  (n**  104),  qu'ils 
sont  identiques. 

2"  Les  substitutions  semblables  de  «l'  sont  deux  à  deux  opposées, 
c'est-à-dire  que  l'une  se  déduit  de  l'autre  par  le  changement  de  signe 
de  tous  les  coefficients;  à  deux  substitutions  opposées  correspond,  pour 
chaque  système  S/,  une  même  transformation  T. 

S*'  A  deux  substitutions  semblables  de  '\i^  distinctes  et  non  opposées, 
on  peut  admettre  qu'il  correspond  deux  transformations  T  distinctes; 
sous  une  autre  forme,  il  n'existe  pas  deux  substitutions  semblables 
de  '-1^  du  type 

\x,y,  z\    Ix  -\-  my  -\-  nz,  l  x  -+-  ni  y  -^  n!  z^  l"  x  -h  m" y  -h  /t"  z  j, 
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pour  lesquelles  /,  //?,  /',  m',  /"  m"  soient  les  mêmes.  On  peut  toujours 
en  effet  choisir  la  forme  ç,  à  savoir 

'i\)x-  H-  '2-q-Joy  H-  '^py' - 
pour  que  '\>,  c'est-à-dire 

2DiC-4-  iqxy  4-  2/?jK^  +  27:?/-+-  2.0ZX  -t-  ajî-r-, 

n'admette  pas  deux  transformations  semblables  de  cette  espèce. 

107.  Nombre  des  points  modulaires.  —  Admettons  d'abord  que 
la  classe  de  formes  S  considérée  ne  puisse  représenter  [\  ;  d'après  le 
n**  95,  aucun  système  donnant  naissance  à  une  forme  de  cette  classe 
n'admet  de  transformation  d'ordre  H-  i  en  lui-même,  autre  que  la 
transformation  unité. 

Soit  d  le  nombre  des  substitutions  semblables  des  formes  considérées, 
deux  substitutions  opposées  étant  comptées  pour  une  seule.  A  ces  d 
substitutions  correspondent,  pour  un  système  S/  quelconque,  d  trans- 
formations d'ordre  +1,  changeant  S/  en  des  systèmes  Sy,  Sa,  ..., 
différents  entre  eux  et  ditTérents  de  S,,  en  vertu  de  tout  ce  qui  précède; 

i\ 
il  en  résulte  que  les  N  systèmes  S/  sont  réductibles  à  -j  d'entre  eux;  et, 

par  suite,  le  nombre  des  points  modulaires  liés  à  la  classe  considérée 

est  -7;  d'après  le  raisonnement  du  n°  104. 

Si  les  formes  de  la  classe  peuvent  représenter  proprement  4?  de 
k  manières,  il  y  aura  (n'*  îlo)  k  transformations  d'ordre  -f- i  changeant 
en  lui-même  un  quelconque  des  systèmes  qui  donnent  naissance  à  l'une 
d'elles,  non  compris  la  transformation  unité;  donc,  les  d  transforma- 
tions ci-dessus  qui  correspondent  à  un  système  S,  se  groupent  {k  -h  i) 
à  (A  H-  f),  de  manière  (pie  les  transformations  d'un  groupe  changent  S, 
en  un  mêiiie  système  Sy^.  ;  le  nombre  des  points  modulaires  chercliéssera 

donc  -7 (A  +  i). 

Représeii talions  géomclri(]ucs. 

108.  Reprenons  la  représentation  géométrique  indiquée  dans  la 
d(Hi.\ième  Partie  (I,  n"  5(>).  A  un  système  de  périodes  (^'•,  //,  i^-' )  ou 
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aux  fonctions  abéliennes  possédant  ces  périodes,  faisons  correspondre 
le  point  modulaire,  qui  a  pour  coordonnées  cartésiennes  les  trois 
invariants  absolus  de  la  forme  binaire  du  sixième  ordre  liée  aux  fonc- 
tions considérées  :  à  un  nombre  entier  A  de  Tun  des  types  /îN  ou 
4iV  +  I  est  associée  ainsi  une  surface,  lieu  du  point  modulaire,  lorsque 
les  périodes  vérifient  une  relation  singulière  d'invariant  A;  à  une  classe 
de  formes  binaires  positives,  équivalentes  à  une  forme  de  Tun  des  types 

l\(^ax'-  -\-  bxy  -h  cy-  )     ou     4  ( ^^'  +  ^^■^'cy  +  c/"  )  ~^  Y' ■> 

est  associée  de  même  une  courbe  al'^ébrique  ou  un  système  de  courbes 
algébriques,  qui  sont  le  lieu  du  point  modulaire  lorsque  les  périodes 
vérifient  un  des  systèmes  propres  de  deux  relations  singulières  qui 
donnent  naissance  à  une  forme  de  la  classe. 

De  même,  si  les  périodes  vérifient  un  système  de  trois  relations 
singulières,  nous  avons  vu  (n"  9(>)  qu'il  correspond  à  ces  périodes 
deux  points  modulaires,  distincts  ou  confondus;  si  nous  considérons 
■  tous  les  systèmes  propres  qui  donnent  naissance  à  une  forme  ternaire 
d'une  classe  donnée,  les  points  modulaires  correspondants  forment  un 
groupe  de  points  dont  nous  avons  discuté  le  nombre  et  que  nous 
regarderons  comme  associés  à  la  classe  ternaire  considérée. 

Ainsi,  à  une  classe  de  formes  S,  c'est-à-dire  de  formes  ternaires 
positives  pouvant  représenter  un  carré  et  équivalentes  à  une  forme 
de  l'un  des  types 

4/(^-,J, -)     ou     [sf'{x,y,z)-hx-     ('), 

correspond  dans  l'espace  un  (groupe  de  points. 

Rappelons  que  nous  avons  appelé  surfaces  ou  courbes  liyperabé- 
liennes  les  surfaces  et  courbes  algébriques  liées  aux  nombres  ou  aux 
formes  binaires  indiquées  plus  haut. 

109.  La  représentation  géométrique  ainsi  définie  possède  d'impor- 
tantes propriétés. 

1°  Si  une  classe  de  formes  ternaires  S  représente  proprement  un 

('  )   On  n'oubliera  pas  in"  88)  que  2/(.r,  y,  z)  est  iniproprement  piiinilive,  et 
que  4/'+  •£'  l'«îsl  proprement. 
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nombre  A,  le  groupe  de  points  qui  correspond  à  la  classe  est  situé 
sur  la  surface  qui  correspond  au  nombre,  et  réciproquement. 

Soit,  par  exemple,  A  un  nombre  du  type  4N,  représentable  propre- 
ment par  une  forme  J*,  du  type  ^fi^x^y^z).  Considérons  un  quel- 
conque S  des  systèmes  propres  de  trois  relations  singulières,  /'„  =  o, 
f^  =:  Oj^o  =  o?  qui  donnent  naissance  à  une  forme  équivalente  à  [\f\ 
soit  4F  cette  forme,  soient  w  et  M  les  deux  points  modulaires  liés  au 
système  S.  La  forme  4  F  (a;,  JK,  ^)  est,  par  définition,  l'invariant  de  la 
relation  singulière 

à  laquelle  satisfont  les  deux  systèmes  de  périodes  donnés  par  /"„  =  o, 
y,  =  o,  y^  =  o;  dire  que  A  est  représentable  proprement  par  4F, 
c'est  dire  qu'une  relation 

où  X,  y,  z  sonl  premiers  entre  eux,  a  pour  invariant  A.  Or,  le  lieu  des 
points  modulaires  donnés  par  des  périodes  qui  vérifient  une  relation 
singulière  quelconque  d'invariant  A  étant  la  surface  hyperabélienne 
qui  répond  à  A,  les  points  m  et  M  sont  nécessairement  sur  cette  sur- 
face. 

Réciproquement,  si  m  et  M  sont  sur  la  surface  hyperabélienne  d'in- 
variant A,  c'est  que  les  deux  systèmes  de  périodes,  g,  h,  g'  et  G,  H,  G', 
donnés  par  /"o  "=  o,  f^  =  o,  f.^=  o,  vérifient  une  relation  singulière 
d'invariant  A.  Or  il  est  clair  que  toute  relation  singulière  vérifiée 
par  g,  h,  g'  ou  G,  H,  G'  est  du  type 

■'^fo-^yfi-^  -A  =  o, 

X,  y,  z  désignant  des  entiers  premiers  entre  eux;  l'invariant  de  cette 
relation  étant,  par  définition,  f\F(x,  y,  z),  il  en  résulte  bien  que  A  est 
représenlable  proj)rcment  par  4F. 

La  même  démonstration  s'appliq liant  à  tous  les  systèmes  de  trois 
relations  singulières  qui  donnent  naissance  à  une  forme  de  la  classe 
considérée,  la  proposition  est  établie. 
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2^*  Si  une  classe  de  formes  ternaires  S  représente  proprement 
une  forme  binaire  positive  d'une  classe  donnée,  i^éductihle  {^)  à 
Vun  des  types  /io(x,  y)  ou  l\(^(x,  y)  4- J%  le  groupe  de  points  qui 
correspond  à  la  classe  ternaire  est  situé  sur  la  courbe  algébrique 
{ou  sur  le  système  de  courbes  algébriques)  qui  correspond  à  la 
classe  binaire,  et  réciproquement. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  forme  l\¥{x,  y,z)  considérée  plus 
haut  représente  proprement  la  forme  binaire  l\o{x^y)^  c'est-à-dire 
que  l'on  ait  identiquement 

l^YÇkx  +  [xj,  \'x  +  [k'y,  \"x  -h  \tJ'y)  =  l[o(x,  y), 

les  X  et  u.  désignant  des  entiers,   tels  que  les  mineurs  d'ordre  2  du 
Tableau 

1     1'     1" 


IX       [0. 


fj- 


soient  premiers  entre  eux.  Sous  une  autre  forme,  on  peut  dire  que 
^©(ic,  y)  est  l'invariant  de  la  relation  singulière 

Çkx  +  \xy)f,  +  yh:x  +  fx' j)/,  4-  {K' x  +  [x'»/,  -  o, 
ou  encore  que  le  système  de  deux  relations  singulières 

(  I  )         x/„  +  xy,  +  X'7,  =  0      [j./,  +  [x7, 4-  fj."/,  =  o 

donne  naissance  à  la  forme  [\'^{x^y)  :  ce  système  est  d'ailleurs  propre, 
en  vertu  de  l'hypothèse  faite  sur  A,  [x,  . . .,  yf.  Il  résulte  de  là  que  les 
deux  points  modulaires,  m  et  M,  liés  au  système /"p  =;  o,/",  =  o,  f-2  =  o, 
sont  situés  sur  la  courbe  hyperabélienne  qui  répond  au  système  (i), 
c'est-à-dire  sur  l'une  des  courbes  hyperabéliennes  associées  à  la  classe 
binaire  49- 

La  réciproque  s'établit  de  même  sans  difficulté. 


(')  Par  une  substitution  linéaire  de  déterminant  ±  i, 
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110.  Corollaire.  —  Les  systèmes  de  trois  relations  singulières 
qui  donnent  naissance  à  des  formes  S  d'une  classe  déterminée  sont 
toujours  réductibles  à  un  nombre  fini  d'entre  eux  par  des  trans- 
formations ordinaires  de  degré  i  ;  ou,  si  l'on  veut,  le  nombre  des 
points  modulaires  liés  à  une  classe  donnée  de  formes  S  est  fini. 

Ces  points,  étant  en  effet  communs  à  toutes  les  courbes  hyperabé- 
liennes  associées  aux  formes  binaires  représentables  proprement  par 
la  classe  ternaire  considérée,  sont  nécessairement  en  nombre  fini, 
puisque  les  courl)es  liyperabéliennes  qui  lépondent  à  deux  classes 
binaires  différentes  n'ont  évidemment  pas  de  partie  commune. 

111.  Intersection  de  trois  surfaces  hyperahéliennes .  —  Si  m  est 
un  point  commun  à  trois  surfaces  hyperabéliennes,  d'invariants 
A,  A,,  A^,  les  périodes  des  fonctions  abéliennes  dont  m  est  le  poiut 
modulaire  vérifient  trois  relations  singulières,  d'invariants  respective- 
ment égaux  à  A,  A,,  A^.  Deux  cas  sont  à  distinguer  selon  que  ces  trois 
relations  sont  distinctes,  ou  se  réduisent  à  deux  ('). 

Si  les  trois  relations  sont  distinctes,  le  système  propre  qu'on  obtient 
en  les  combinant  linéairement  d'une  manière  convenable  donne  nais- 
sance à  une  forme  S  représentant  proprement  A,  A,  et  A^  :  le  point  m 
est  donc  un  des  points  du  groupe  lié  à  la  classe  de  cette  forme.  Réci- 
proquement, quand  une  classe  de  formes  S  représente  proprement 
A,  A, ,  A2,  tous  les  points  du  groupe  correspondant  sont  sur  les  surfaces 
hyperabéliennes  d'invariants  A,  A,,  A2. 

Si  les  trois  relations  se  réduisent  aux  deux  relations  singulières 
f^  =  o,  y,  =  o,  formant  un  système  propre,  ce  système  donne  nais- 
sance à  une  forme  binaire  représentant  proprement  A,  A,,  Ao  :  le 
point  m  est  donc  sur  la  courbe  byperabélienne  (ou  sur  Tune  des 
courbes)  associée  à  la  classe  de  cette  forme  binaire.  Héciproquement, 
si  une  classe  de  formes  binaires  positives  représente  pioprement 
A,  A,,  Ao,  les  courbes  hyperabéliennes  associées  sont  toutes  sur  les 
surfaces  d'invariants  A,  A,,  Ao. 


(')    lîlles   ne  peuvciil  é\  idoinineiil  se  réduire  à   une  seule,    piiistjuo    A,  A,.  Aj 
sont  distincts. 
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Donc  : 

En  dehors  d'une  intersection  fixe  ('),  les  trois  surfaces  hyper- 
abéliennes  d'invariants  A,  A,,  Ao  se  coupent  : 

1°  Suivant  toutes  les  courbes  hyperabêliennes  associées  aux 
classes  de  formes  binaires  positives,  réductibles  à  Vun  des  types 

[\{ax-+  bxy  -\-  cj"),     L\{ax"-  -^  bxy  -f-  cy-')  -h y-, 

gui  peuvent  représenter  proprement    chacun    des    trois    nombres 
A,  A,,  Ao; 

1°  En  tous  les  points  des  groupes  liés  aux  classes  de  formes  ter- 
naires S  qui  représentent  proprement  chacun  des  trois  mêmes 
nombres. 

Bien  entendu,  si  A,  A,,  Aa  sont  pris  au  hasard,  les  trois  surfaces 
n'ont  pas  de  courbe  hyperabélienné  commune. 

112.  Intersection  de  deux  courbes  hyperabêliennes.  —  Démon- 
trons d'abord  la  proposition  suivante  : 

Si  deux  formes  bi/iaires  positives  représentent  proprement  un 
même  nombre,  les  courbes  (pu  systèmes  de  courbes)  hyperabêliennes 
qui  leur  sont  respectivement  associées  se  coupent  dans  l'espace,  et 
réciproquement . 

Supposons  que  les  formes  binaires  cp  et  '^'  représentent  proprement  A; 
soienty*y  =  o,  /",  =  o  et/^  =:  o,yj  =  o  deux  quelconques  des  systèmes 
de  deux  relations  singulières  qui  donnent  respectivement  naissance  à 
des  formes  équivalentes  à  '^  et  cp'.  En  vertu  de  l'hypothèse,  une  rela- 
tion xf^-\r  y  fy  =:^  o  et  une  relation  x' f^  ~^ y' f\  =  ^  ont  même  inva- 
riant A,  en  désignant  par  x,y  (et  par  x',  y')  des  nombres  premiers 
entre  eux  :  ces  deux  relations  sont  donc  réductibles  l'une  à  l'autre  par 
une  transformation  ordinaire  du  premier  ordre.  En  d'autres  termes, 
on  peut  remplacer  les  deux  systèmes  considérés  par  deux  systèmes 

(')   Deuxième  Partie  (I,  n°  il). 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  X.  —  Fasc.  II,  1904.  -^4 
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équivalents  qui  ont  une  relation  commune,  et  sont,  par  suite,  du 
type 

(2)  F„  =  o,         F,=:o         et         F,  =  o,         F;  =0. 

Les  deux  points  modulaires  donnés  par  le  système  de  trois  relations 
singulières  F^,  =  0,  F,  =  o,  F'^  =  o  sont  dès  lors  situés  sur  les  courbes 
hyperabéliennes  associées  respectivement  aux  deux  systèmes  (2), 
c'est-à-dire  que  celles-ci  se  coupent  dans  l'espace,  comme  il  s'agissait 
de  l'établir. 

La  réciproque  se  démontre  d'une  manière  toute  semblable. 

Observons  que,  d'après  la  démonstration  précédente,  si  9  et  o' 
représentent  proprement  un  même  nombre,  chacune  des  courbes 
byperabéliennes  associées  à  la  classe  9  coupe  cJiacune  des  courbes 
associées  à  la  classe  9'. 

Enfin,  si  nous  remarquons  que  la  forme  S  liée  au  système  F^  =  o, 
F,  =  o,  F',  =  o  représente  proprement  la  forme  9,  puisque  celle-ci  est 
équivalente  à  l'invariant  de  l'expression  xY^-^ y¥ ^,  et  qu'elle  repré- 
sente de  même  9',  nous  en  déduisons  aisément  que  : 

Deux  systèmes  de  courbes  hyperabéliennes,  associées  respecti- 
çcment  à  deux  classes  de  formes  binaires,  ont  en  commun  tous  les 
groupes  de  points  qui  sont  liés  aux  classes  de  formes  ternaires  S 
susceptibles  de  représenter  proprement  chacune  des  deux  classes 
binaires;  réciproquement,  tout  point  commun  aux  systèmes  de 
courbes  considérées  appartient  à  l'un  de  ces  groupes. 

115.  Ces  tbéorèmes,  si  l'on  suppose  formées  les  équations  algé- 
briques qui  donnent  les  surfaces,  courbes,  groupes  de  points  associés 
respectivement  à  un  nombre,  à  une  forme  binaire  9  ('),  à  une  forme 
ternaire  i^,  donnent  la  solution  immédialc,  et  sans  aucun  tàlonnement, 
des  problèmes  suivants  : 


(')  C'esl-à-dire  une   forme  binaire  positive,  é(|iiivalenle  à  une  forme  de  Wm 
des  lypes 

[\  (  a  JL-"-  +  b  Jcy  -\-  cy  -  ) ,     !\{a  .v-  -r  t>  .vy  H-  c  >  -  )  -t-  j'. 
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Reconnaître  si  une  forme  ternaire  S^  ou  une  forme  binaire  o, 
représentent,  ou  non,  un  nombre  donné. 

11  suffira  d'examiner  si  la  surface  qui.  répond  au  nombre  contient, 
ou  non,  les  points  ou  courbes  associés  respectivement  aux  classes  S 
et  cp  données. 

Reconnaître  si  une  forme  S  représente,  ou  non,  une  forme  9. 

Il  suffira  d'examiner  si  les  points  associés  à  la  classe  S  sont,  ou  non, 
sur  le  système  des  courbes  associées  à  la  classe  ç. 

Reconnaître  s'il  existe  un  /lo/nbre  représentable  par  deux 
formes  cp. 

Il  suffira  d'examiner  si  les  systèmes  de  courbes  respectivement 
associées  aux  deux  classes  9  sont  ou  non  sécants;  le  même  examen 
donnera  la  solution  de  ce  problème  : 

Reconnaître  s'il  existe  une  forme  S  susceptible  de  représenter 
deux  formes  ©. 

Toutes  les  représentations  dont  il  vient  d'être  parlé  sont  supposées 
propres. 

Ordres  de  mulliplicité. 

114.  Ordre  de  multiplicité  d'une  courbe  liyperabélienne  sur 
une  surface  hyperabélienne.  —  Considérons  la  surface  hyperabé- 
lienne,  S,  qui  répond  au  nombre  A,  et  soit  f^^=zo  une  relation  singu- 
lière, d'invariant  A,  entre  «•,  //,  ^',  choisie  une  fois  pour  toutes  et 
d'ailleurs  arbitrairement.  On  peut  dire  cpi'à  un  point  de  S  corres- 
pondent tous  les  systèmes  de  périodes  »•,  A,  g\  équivalents  entre  eux, 
qui  vérifient  la  relation  y^  ^=  o,  c'est-à-dire  tous  les  systèmes  de  périodes 
réductibles  l'un  à  l'autre  par  une  des  transformations  ordinaires  de 
degré  un  qui  n'altèrent  pas  cette  relation. 

Soit  maintenant  donnée  une  courbe  hyperabélienne  G,  tracée  sur  S; 
par  cela  même,  G  est  associée  à  un  système  propre  de  deux  relations 
singulières  donnant  naissance  à  une  forme  binaire  susceptible  de  repré- 


262  G.    HUMBERT. 

senter  proprement  le  nombre  A;  ce  système  est  dès  lors  réductible  à 
un  système  propre  analogue  déterminé,  dont  la  première  équation 
sera/o  =  o.  Soit/,  =  o  la  seconde.  On  peut  dire  qu'à  un  point  de  la 
courbe  C  correspondent  tous  les  systèmes  de  périodes  g^  h,  g',  équi- 
valents entre  eux,  qui  vérifient  simultanément  les  deux  relations /„  =  o, 
y,  =  o.  Nous  désignerons  par  o(x,  y)  la  forme  binaire  associée  au 
système /o  =  o,  /,  =  o,  c'est-à-dire  l'invariant  de  la  relation 

et  l'on  aura 

Considérons  maintenant  un  point  quelconque,  m,  de  la  courbe  C, 
et  soit  »■,  h,  g'  un  des  systèmes  de  périodes  correspondants;  on  aura 

/,(g,  /f,  g')  =  o,  /,  (g,  /i,g')  =  o.  • 

Le  point  ///  sera  multiple  d'ordre  n  -h  i  su/-  la  sur/ace  H  si,  à  ce 
point  considéré  comme  appartenant  à  2,  correspondent  n  -t-  i  sys- 
tèmes de  périodes 

«■     />      <r'  <r       Ji         <>■  <>•       Il         <r 

vérifiant  tous  la  relation /(,  =  o,  et  dont  aucun  ne  soit  réductible  à  un 
aulre  par  une  des  transformations  ordinaires  de  degré  un  qui 
n'altèrent  pas  cette  relation  ;  naturellement,  chacun  des  n  derniers 
systèmes  sera  réductible  au  premier  par  une  transformation  oi^di- 
naire  de  degré  un  cons'enahle,  puisque  les  n  -h  i  svstèmes  donnent 
le  même  point  modulaire. 

Soit  alors  T,  la  transformation  de  degré  un  qui  fait  passer  de  g,, 
/il,  g\  à  g^  /i,  g' \  comme  on  a 

f„(giJi,,g])  =  0, 

T,  change  cette  relation  en  une  autre  relation  singulière 

J)(g,h,g')  =  o, 
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(le  même  invariant  A,  qui  est  différente  de  f^^(<^■,  //,  ^')  =  o,  car  les 
systèmes  »,>  ^^i^  g'i  et  if?  à,  g'  ne  sont  pas,  par  hypothèse,  réductibles 
l'un  à  Tautre  par  une  transformation  de  degré  un  n'altérant  pas /„  (au 
signe  près).  Donc,  puisque  g,  //,  g'  sont  liés  uniquement  par  les  rela- 
tions y,,  =o,  y,  =  o,  qui  forment  un  système  propre,  l'expression 
fi{g,  l^g')  est  de  la  forme 

en  désignant  par  \i  et  a,  des  entiers  premiers  entre  eux,  dont  le 
second  n'est  pas  nul. 

L'invariant  de  /,  étant  A,  comme  on  l'a  observé  plus  haut,  et  celui 
de  X,yo  H-  {t-ifi  étant  cp(X,,  [j.^),  en  vertu  de  la  définition  donnée  pour  (p, 
on  aura  dès  lors 

A  =  9(X,-,  a,). 

De  même,  en  considérant  la  transformation  de  degré  un,  Ty,  qui 
fait  passer  de  gj,  Ifj^  g ^  à  g^  h,  g\  on  aurait 

A  =  9(A„a,). 
Je  dis  qu'on  ne  peut  avoir 

Ij  =r.  ili,  IJ.J  =   llli  (l  =  ±    \). 

Car  si  ces  relations  avaient  lieu,  T,  et  Ty  transformeraient  respecti- 
vement les  relations 

/o(é'/,  ^'h  g'i)  =  o         et         £/o(^„  /'y,  gj)  =  o 

en  une  même  relation 

'^^iA  (g^  h,  g')  +  [j.,/,  (g,  h,g')  =  o- 

par  suite,  la  transformation  T,Ty,',  qui  fait  passer  de  »/,  ///,  g]  à 
^y/^y  g'j^  changerait /«(o-.,  A-,  g'.)  =  o  en  if,(gj,  hj,  g))  =  o,  con- 
trairement à  l'hypothèse  initiale. 
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Ainsi,  pour  que  le  point  m,  et  par  suite  la  courlie  C,  soit  multiple 
d'ordre  n  -+- 1  sur  la  surface  1,  il  est  nécessaire  que  la  forme  binaire  ç^, 
associée  au  système  de  deux  relations  singulières  qui  correspond  à  C, 
puisse  représenter  proprement,  de  /i -h  i  manières  différentes  ('), 
l'invariant  A  de  2  :  les  représentations  A  =  9(A,  [j.)  et  A  =  o(— a,  —  u.) 
ne  sont  pas  regardées  comme  distinctes. 

115.  Réciproquement,  si  cette  condition  nécessaire  est  satisfaite,  la 
courbe  C  sera  multiple  d'ordre  n  -h  i  sur  H. 

Reprenons,  en  effet,  le  point  m  de  C,  auquel  correspond  un  sys- 
tème de  périodes,  g,  h,  g' ,  vérifiant  le  système  f^^  =  o,  /',  =  o.  Dire 
qu'on  a  une  représentation  propre  A  =  9(A/,  a,),  c'est  dire  que  la 
relation  X//„  (g,  A,  g')  -+-  iiiff  (g,  h,  g')  =  o  a  pour  invariant  A  :  donc, 
par  une  transformation  convenable  du  premier  ordre,  0,,  conduisant 
des  périodes  g,  h,  g'  à  des  périodes  gi,  hi^  g- ,  on  cbangcra  celte  rela- 
tion en  /^(g,-,  /fi,  g'-)  =  o.  En  d'autres  termes,  au  point  m  corres- 
pondent ainsi,  sur  L,  n  -h  i  systèmes  de  périodes, 

"'      /y       "■'  "'        I)         <f  "'       /?        f 

vérifiant  lonsy^  ==  o  ;  et,  pour  prouver  que  m  est  multi[)le  d'ordre  n  -h  i 
sur  2,  il  suffira  d'établir  qu'aucun  de  ces  n-\-  i  systèmes  n'est  réduc- 
tible à  un  autre  par  une  des  transformations  ordinaires  de  degré  un 
qui  n'altèrent  pas  la  relation /(,  =  o. 

Or,  si  une  transformation  de  degré  un,  t,  conduisait  de  gj,  h  j,  g'j 
à  gi,  hi,  g'.,  en  cbangcant/o(  «"y,  A,,  g'j)  =  o  en  ±fo{gn  l'h  g])  =  «, 
les  transformations  0/  et  ©yT  conduiraient,  toutes  deux,  des  périodes 
g.,  h,  g'  aux  périodes  g^,  hi,  g) ,  en  changeant  respectivement 

'^iMë'^  fh  g')  +  \^■if^  {gi  Ih  g')  =  o         eu         /„( -„  //„  g.)  ^  o, 

et 

hfi^g^  ^h  g')  +  V'jfi  {g,  /',  g')  =  o         on  ±Mgn  l'h  g'i)  =  o. 


C)   ^  ("oiiipris  la  représcnlulioii  diniiice  par  A=:ti(i,()). 
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Par  conséquent,  la  transformation  ordinaire  de  degré  un,  0,(0yT)~' 
conduira  des  périodes  g^  h,  g'  aux  mêmes  périodes,  «•,  A,  g\  cl 
changera 

A//o  +  \>ùj\  =  o         en  ±  (  À, /„  +  u.,/,  )  =  o. 

Or,  toute  transformation  ordinaire  de  degré  ^//^  conduisant  de  g,  h,  g' 
à  g,  h,  g'  est  une  multiplication  complexe  ordinaire  de  degré  un,  et 
nous  savons  qu'il  ne  peut  exister  de  telles  multiplications,  pour  des 
fonctions  abéliennes  doublement  singulières,  que  si  la  surface  de 
Kummer  correspondante  est  un  tétraédroïde  (').  Sous  une  autre 
forme,  il  faut  cjue  g,  A,  g'  vérifient  une  relation  singulière  d'in- 
variant 4,  c'est-à-dire  que  la  forme  binaire  Ç'(x-,y),  associée  au  sys- 
tème /"(,  =  o,  f^  =  o,  puisse  représenter  proprement  le  nombre  /[. 

116.   Dès  lors  il  convient  de  distinguer  deux  cas. 

Premier  cas.  —  La  foimc  ç  ne  peut  représeiiter  proprement  l\.  — 
Toute  multiplication  complexe  de  degré  un  des  fonctions  abéliennes 
attachées  aux  périodes  g^  A,  g'  se  réduit  à  une  multiplication  ordinaire 
par  ±1  (-);  par  suite,  elle  ne  peut  changer  X/j^g  H- [jl,/",  =  o 
en  ±  ÇkjJ\^-\- [XjJ\)  =^  o  que  si  l'on  a  \j=^€ki^  (j.y=£a,,  £  dési- 
gant  ±  I.  Or,  cette  conséquence  est  inadmissible,  puisqu'on  a  sup- 
posé distinctes  les  deux  représentations  propres  de  A  données  par 

â  =  9(X„fj.,)         et        A  =  9(Xy,[A,). 

Donc  enfin,  si  la  forme  !p  ne  peut  représenter  proprement  le  nombre  4, 
le  point  m,  et  par  suite  la  courbe  C,  sera  multiple  d'ordre  n  -\- i  sur  2. 

Deuxième  cas.  —  La  forme  (^  peut  représenter  proprement  l\.  — 
En  ce  cas,  une  des  relations  Xy^  +  u,f^  =  o  a  pour  invariant  4,  et  peut, 


(')  Ce  Journal,  ô"  série,  t.  VI,  p.  870. 

('-)  C'est-à-dire  que  la  transformation  ordinaire,  de  degré  un,  correspondante 
a  tous  ses  entiers  caractéristiques  nuls,  sauf  «„.  />,,  Cj,  d^  qui  sont  égaux  entre 
eux  et  égaux  à  ±  i . 
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par  une  transformation  ordinaire  d'ordre  un,  être  réduite  au  type 


//"  —  <^'' f^'  —  I  =  o. 


Le  système  /„  =  o,  /,  =  o  est  dès  lors  équivalent  à  un  système  du 
type 


(•) 


//2    _    ^.gf    _      j      _     (^^  y     o-     -f.     ^/^      -I-     Y    o'     _       (jj     —     O, 


dont  nous  désignerons  les  deux  équations  respectivement  par  F^  =  o, 
F,  rrr  O.  La  forme  binaire  associée,  c'est-à-dire  l'invariant  de 


est 

(2) 


XFo-+-YF,  =  o 


$(X,  Y)  =  4X^  4-  4coXY  +  {'f-  -  \y^;)\'  ; 


elle  admet  la  substitution  semblable  |  X,  Y;  X  +  (o\  ,  —  ^  j. 

Cela  posé,  soit  ^^  //,  «'  un  système  de  périodes  vérifiant  les  deux 
relations  (i);  cherclions  les  multiplications  complexes  ordinaires  de 
degré  un  correspondantes. 

En  vertu  des  formules  établies  par  nous  ('),  les  entiers  caractéris- 
tiques des  transformations  cberchées  sont  définis  par  les  formules 


(3) 


a,  =  0, 
a,  =  ap, 

«3  -=  acr, 

c„  =  -  wp  - 

6",  =  ao", 

Co  ==  0  +  ojo-  -h  [^p, 

^3  =  ap, 


■) 


^o  =  -  V?' 

^  =  0  -+-  ?p, 

b,  =  T, 

Cl^  =  top  _  ;^C7  +  T, 
r/,  ^  —  "^'2 

f^3  =  0  -h  coo-, 


(' )  Ce  Journal,  5*'  série,  t.  \  I,  p.  33i)  34  i 
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OÙ  0,  p,  T,  T  sont  des  enliers.  Ces  entiers,  pour  que  la  transformation 
soil  ordinaire,  doivent  vérifier  Tun  des  deux  systèmes  de  relations  ('^  : 

1      1°        0  =  '2T   —   3o-  =  O, 

(2"      fj=:i()-h^p  =  o; 

et,  pour  (jue  la  transformation  soit  de  de^ré  a/t,  il  faut  et  il  suffit  eu 
outre  qu'on  ait 

(5)     0-  +  0 (fJp  +  wa)  -f  ayp-  -f-  ( fi^  —  -)  (cos  +  t)  -  ay^-  =  ±  r . 

Dans  la  prcnilèrc  hypothèse  (4),  p  =  27  —  [Ît  =  o,  récjuation  (5) 
devient 

Ô-  H-  coOg-  +  T-  —  ayc;-  —  dz  i , 

ou,  puisque  2t  =  ^t, 

(G)  (2O  +  C0rr)2  +  C7-(g-  —  47.7  —  tO-)  =  ±  4. 

Comme  le  diseriminant  de  la  forme  positive  (2),  à  savoir  la 
quantité  4(^' —  l^-Y — ^^"j?  ^st  essentiellement  positif,  Téquation  (()) 
ne  peut  être  vérifiée  que  si  le  second  membre  est  +45  ses  seules 
solutions  possibles  sont 

l     „     (         0=±r,  1  =  0, 

1  \  quels  cjue  soient     a,  ^,  y     et     co, 


(7) 


'    2^ 


a  =  d=  1 ,  2  0  -f-  tocr  =  ±:  i , 

à  condition  que     ^-  —  4^7  —  oj-  =  3. 

i  G-  =  ±  F  ,  2  0  H-  C0C7  =  o , 

[  à  condition  que     (^-  —  4^7  —  co-  =  4- 


La  deuxième  hypothèse  exige  évidemment  que  ^  soit  pair  et  co  impair; 


(')  Ibid.,  p.  341. 

Jouiii.  de  Math.  (5*  sciie),  lonic  X.  —  Fasc.  II,  \^ii'\.  ^^ 
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en  ce  cas  la  forme  $(X,  \  )  s'écrit,  si  Ton  pose  ^  =  2  Jîl', 

$(X,  Y)  =  2[2X^  -h  2coXY  4-  2C^''  -  aY)Y^]  ; 

cl  la  forme  iniproprcjnent  prim/ticr,  2X- -h  2C0XY -4- 2([3'- — ay), 
ayant  pour  discriminant  4^''—  4^-7  ~  ^'■''5  c'est-à-dire  -h  3,  est  équi- 
valente à  la  forme  2x'-  -+-  ixy  -{-  2y- . 

La  troisicmo  hypothèse  exige  que  [3  et  co  soient  pairs;  si  3  =  28', 
co  =  2  Cl)',  on  a 

^>(X,  Y)  =  /,[X^+  2co'XY  4-  (?-  -  aY)Y^], 

et  la  forme  proprement  primitive  X-  -h  2  to'XY  -h  (  |3'-  —  aY)\  -,  ayant 
pour  discriminant  +  i ,  est  équivalente  à  la  forme  x'-  -\- y''  (  '  )• 

Laissons  de  côté  ces  cas  particuliers,  qu'il  serait  aisé  de  traiter 
complètement;  nous  voyons  que  les  seules  solutions  possibles  de  (6) 
sont  0  =  d:.  I ,  c7  =  o;  d'où,  en  vertu  des  premières  équations  (4), 
p  =  o,  'ï  =  o.  La  transformation  (.'■})  a  alors  tous  ses  entiers  caracté- 
T'istiques  nuls,  sauf  a^,  ^,,  c^,  f/j,  égaux  entre  eux  et  à  ±:  i  :  elle  ne 
donne  que  la  multiplication  évidente  que  possèdent  toutes  les  fonctions 
abéliennes,  à  savoir  la  multiplication  ordinaire  par  ±  i. 

Dans  la  seconde  hypothèse  (4),  '7=20-1-  ,3p  =  o,  Téquation  (5) 
devient 

p-(p-  -  47.7)  +  4wpT  +  4t-  =  =F  4, 


et  il  est  clair  qu'on  doit  prendre  -f-  \  dans  le  second  membre, 
l'xrivons-la 

(2T  4-  wp)^+  pM^^-  4^7  -  co^)  =  4; 

si  nous  laissons  encore  de  côté  les  cas  où  (5l"  —  ■^rj.^i  —  co-  serait  égal 
à  1,3  ou  4?  les  seules  solutions  possibles  sont  t  =  d=  i,  p  =  o,  d'où 
par  les  dernières  équations  (4),  o- =  o,  0  =  o.  Les  entiers  caractéris- 
liqucsde  la  transformation  correspondante  (3)  sont  alors  tous  nuls. 


(')  On  pouiTiùl  satisfaire  aiilreinenl  à  (6)  si  p- — 4^T  —  "J"  tlail  égal  à  -H  1  ; 
en  ce  cas,  la  forme  (2  )  sérail  équivalente  à  .^  X*-|-  ^  *  et  pourrait  re))résenter  -\-  1 , 
ce  qui  correspond  à  une  dégénérescence  {voir  à  ce  sujet  le  n"  120). 
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sauf 
a.,=  -z,  />.,  =  +  £,  c„=-£,  d,  =  ^t  (£  =  ±.); 

les  relations  entre  les  périodes  g,  h,  g'  et  les  périodes  transformées 
G,  H,  G'  sont 


W  {    r'=— 77ÏT— 7T7VT'  /'' 


1 

-G 

~    - 

-(11^ 

-GG')' 

) 

^>' 

-G' 

~    - 

(11^ 

-GG')' 

\ 

/^ 

-H 

— 

-(IP 

-GG') 

Les 

relations 

/r 

•  — 

—  I 

=  o 

(U^-GG') 


et         y. g  -h  [i/i  -h  Y^'-'  —  w  =  () 

deviennent,  par  ces  formules,  après  qu'on  a  chassé  le  dénominateur 

-(H=-GG'), 

112  _  QQ>  _j^o       et        _aG-pH-  7G'  4-  co(H^  -  GG)  --=  o. 

Si  Ton  tient  compte  de  la  première  de  ces  nouvelles  équations,  les 
relations  (8)  donnent  bien  ^'  =  (1,   A  =  H,   g' =  G' ,  ce  qui  devait 
être,   puisque   la    transformation   considérée  est   une    multiplication- 
complexe. 

Ainsi,  cette  transformation  change  respectivement  F„  et  F,,  c'est  à- 
dire  /r  —  gg' —  i  et  a^'-  -h  ^/i  -+-  y^'"'  —  w,  en  F„  et  —  F,  -h  wF^  ;  en 
d'autres  termes,  elle  opère  sur  F^  et  F,  la  substitution  transposée  de 

la  substitution 

|X,  Y;     X  +  coY,   -Y|, 

que  nous  avons  signalée  plus  haut  comme  une  substitution  semblable 
de  la  forme  binaire  0(X,  Y). 

Gela  posé,  reprenons  les  raisonnements  et  les  notations  du  n**  llo; 
nous  avons  à  rechercher  si  nous  pouvons  passer  des  périodes  «y,  Iij,  g'- 
aux  périodes  gi^  /*/,  g-  par  une  transformation  ordinaire  de  degré  un,  t, 
changeant  /o(^y,  hj,  g))  ^  o  en  ±f,{gi,  Ih,  g.)  =  o.   Gomme  nous 
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l'avons  vu,  il  faut  el  il  suffit  pour  cela  qu'il  existe  une  Iransfonualiou 
ordinaire  de  degré  un  (mulliplicalion  complexe)  conduisant  d»^s 
périodes^',  //,  ^''  aux  iiiémes  périodes  »•,  //,  ir',  et  changeant 

~^^/ /(.  +  \^ù /.  =  <^  en  ±  (  Ay  /,  +  ay  /,)=<>• 

(Jr,  on  a,  en  vertu  de  ce  (jui  précède, 

/,  =  a\\-\-  //F,, 

«,  h,  a',  //désignant  des  entiers,  dont  le  délerniinant  «// —  ha'  o>[  ±  1 , 
puisque  le  système  y„  ^  o,  y,  =  o  est  propre. 

La  multiplication  complexe  déterminée  plus  haut  change  J''„  et  1'', 
respectivement  en  F,j  et  —  l",-f-coF„:  on  en  conclut  sans  difficullé 
(pi'elle  change  (  A,/,,  H- u./ /.  )  en  (Ay/^  H- ay /',  ),  les  Xy  et  u.y  étani 
définis  en  fonction  des  A^  et  [7.,  delà  manière  suivante.  La  forme  z>{.c,y), 
qui  est  équivalente  à4>(X,  Y),  admet  une  substitution  semblable  qui 
correspond  à  la  substitution  |  X,  \;  \  -)-  toY,  —  Y  |  de  <P(X,  ^  ):  soit 
|./;,  y;  ex  -+-  dy,  c  x -\-  d'y\  cette  substitution;  on  a 

"kj  =  Ckj  -+-  diJ-i,  [J-j  =  c'  kj  -h  ''/  |J./, 

et  il  est  clair,  d'après  cela,  que  9(  Ay,  uLy)  :=  ^(X/,  ^i)- 

Donc,  au  point  de  vue  de  Tordre  de  multiplicité  de  la  courbe  (\  sur 
la  suiface  H,  on  ne  devra  pas  regarder  comme  distinctes  les  deux  r('|)i'é- 
S(Mi  la  lions  de  A 

A  =  9(A,,  M-/)  cl  A=:9(>.„aj 

(pii  se  déduisiMit  l'une  de  l'autre  par  la  substitution  semblable  de  la 
forme  o(./;,  y)  déi'ivée  de  la  substitution  semblable 

1\,  Y;     X  +  coV,  -  Yl 
dea>(\.  Y). 

117,    De  toute  (•elt(,' analvse  résulte  le  llieoième  suixant  : 

t^oil  )L   une  .surface    /n/x'/a/x'/icufic  <(' iu\-aiianl   A:    th-si linhus 
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par  C  une  coiu-hc  JivpcrubcMcune  (')  associée  à  une  classe  de 
formes  biiiaiies  positives  sitseeplible  de  représenter  proprement  A, 
et  par  o(x,  y)  une  de  ces  formes;  nous  savons  (I,  n"  59)  que  la 
courbe  C  est  sur  la  surfiu-e  2. 

De  plus  :  si  la  forme  z>  ne  peut  représenter  proprement  Zj,  l'ordre 
de  multiplicité  de  la  courbe  (]  sur  la  surface  H  est  égal  au  nondtre 
des  représentations  propies  de  \  par  2-;  on  ne  regarde  pas  comme 
disfi//rtes  les  dcu.i:  représentations 

A  =  o(./;,  r)  et  A  =  9(  -  X,  -y). 

Si  la  forn^e  o  peut  repiésenter  proprement  4,  et  si  elle  n'est  pas 
éf/uivcdente  (proprement  ou  i/npropj'enie/it)  à  l'une  des  deux  formes 
4 x'-  H-  4  v'^ ,  -\  x^  -f-  4 xy  H-  4  )'•  (  -  ),  elle  admet  en  elle-même  une  trans- 
l'ormalion  linéaire  | ./;,  y\  cx-\-dy,  c'x-\-d'y\  différente  do  la 
tiansformation  \x^y\  ix,  s.y\,  où  s.  désigne  ±  i.  Uoidre  de  multi- 
plicité de  (  ]  sur  S  est  encore  égal  au  nombre  des  représentations 
propres  de  \  par  o;  seulement,  indépendamment  des  représenta- 
tions X,  y  et  —  .i",  —  r,  on  ne  regarde  pas  comme  distiz/ctes  1rs 
rcprésenliilions  .r,  y  et  ci:  -\-  dv^  c! x  -H  d' y. 

t  IS.  Ordre  de  multiplicité  d' un  groupe  de  points  sur  une  sur- 
face ]ivpercd)éHenne  —  On  démontrerait  crime  manière  aljsolument 
[)areille  le  théorème  suivant  : 

Soit  1  une  suif  ace  livperabélienne  d'invariant  A;  désignons 
par  (i  le  groupe  des  points  modulaires  liés  à  une  classe  de  formes 
ternaires  S  susceptible  de  représenter  proprement  \^  et  par  S  (x^y^  z) 
une  de  ces  formes  :  nous  savons  (n"  109)  que  les  points  du  groupe  G 
sont  sur  la  surface  S. 

De  plus  :  si  la  forme  i'(./",  y,  -)  ne  peut  représenter  proprement  'i, 


(')  Cesl-à-dire  l'une  quelconque  des  courbes  hyperabéliennes  associées  à  la 
classe,  lorsque  ces  couihes  sonl  en  nombre  supérieur  à  l'unité;  ou,  dans  le  cas 
contraire,  la  couibe  associée  à  la  classe. 

(^)  La  forme  cp  ne  peut  alors  représenter  4  que  d'une  manière,  les  représoii- 
lalions  x,  y  et  —  -»?,  -   /  n'étant  pas  regardées  comme  distinctes. 
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l'ordre  de  nndtiplicUè  de  chacun  des  points  du  groupe  G  sur  la 
surface  2  est  égal  au  nombre  de  représentations  propres  de  \  par  S  ; 
on  ne  regarde  pas  comme  distinctes  les  représentations  ./;,  y,  r  et 

_.x-,  -7,  --. 

Si  la  forme  S{x, y,  z)  peut  reprcsenter  proprement  4  (cFune  ou  de 
plusieurs  manières  dillérentes),  la  proposition  doit  être  complétée  de 
la  même  façon  qu^ui  numéro  précédent. 

119.  Ordre  de  multiplicité  d'un  groupe  de  points  sur  une  courbe 
hyperabélienne.  —  Enfin,  on  établit  de  même  cette  proposition  : 

Soit  C  une  courbe  hyperabélienne  associée  à  une  classe  de  foi-mes 
binair-es  positives  non  ambiguës,  o,  et  supposée  unique  (');  dési- 
gnons par  G  le  groupe  des  points  modulaires  liés  à  une  classe  de 
formes  ternaires  S  susceptible  de  représenter  proprement  la  classe  9; 
nous  savons  (^\\°  109)  que  les  points  du  groupe  G  sont  sur  la  courbe  C. 

De  plus  :  si  les  formes  S  ne  peuvent  représenter  proprement  4» 
l'ordre  de  multiplicité  de  chacun  des  points  du  groupe  G  sur 
ta  courbe  (]  est  égal  au  nombre  de  représentations  propres  d" une 
forme  '^^  par  une  forme  S\  on  ne  regarde  pas  comme  distinctes 
deux  représentations  \.c  -h  A'r,  u..r  H-  u.'^',  vx  -h  v' v  et  —A./;  —  A'j»', 
—  \j,x  —  [J-'y,  —  v./'  —  v'y. 

Si  la  courbe  C  associée  à  la  classe  o  n'est  pas  uni([ue,  le  théorème 
subsiste  et  donne  Tordre  de  mulri[)licité  de  chacun  des  points  du 
groupe  G  sur  l'ensemble  des  courbes  C  associées  à  la  classe  ç». 

120.  Remarque  générale.  —  l/invariaul  A  d'une  relation  singu- 
lière ne  peut  être  égal  à  4-  1  que  dans  des  cas  de  dégénérescence  des 
fonctions  abélienncs  correspondantes  (ce  Journal,  5^  série,  t.  V,  p.  '.i\%^. 
On  reconnaît  aisément  que  la  forme  binaire  du  sixième  ordre  liée  à 
ces  fondions  a  alors  une  racine  lrij)le.  Par  suil(\  la  surface  hyperabé- 


(')  C'esl-à-dire  que  les  syslèmes  propres  de  deux  relalions  singulières  (jui 
donnenl  naissance  à  \\v\^  forme  de  la  classe  ci  sont  supposés  réductibles  à  un  seul 
d'entre  eux  par  des  transformations  ordinaires  de  degré  ////. 
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liemic  d'invariant  i  se  réduit  à  la  courbe  Jixc,  commune  à  toutes  les 
surfaces  hyperabéliennes  (I,  n°  II).  De  même,  cette  courbe  est  la 
courbe  bypcrabclicnne  associée  à  toute  classe  de  formes  o  (n"  115) 
susceptible  de  représenter  -h  i,  et  elle  contient  les  points  associés  à 
toute  classe  S  pouvant  représenter  -\-  i.  Les  tbéorèmes  des  n*"*  108- 
119  ne  s'aj)pliquent  pas  nécessairement  à  de  telles  classes  o  et  S . 
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Su7^  les  Jonctions  inonodronies  et  les  nombres  transcendants  ; 
Par  m.  Edmond  3IAILLET. 


Introduction. 

Dans  trois  Communications  à  l'Académie  des  Sciences,  en  igoS,  et 
un  Mémoire  corrélatif  ('),  nous  avons  indiqué  une  classification  des 
fonctions  entières  d'ordre  infini,  non  Iranslini,  et  de  celles  d'ordre 
zéro.  Nous  commençons  ici  (§  I)  par  compléter  cette  classification 
pour  les  fonctions  entières  d'ordre  zéro  :  si  une  fonction  entière 

0 

renferme  une  infinité  de  coefficients  tels  que  \ci„^\=■  ej^{jn^  ^^  ■' 
(p  entier,  lims  =  o  pour  m  =  oo),  les  autres  ayant  un  module  plus 
petit  que  ne  l'indique  cette  égalité,  on  a,  en  désignant  par  M^.  le 
maximum  du  module  def(x)  pour  \x\  =  r,  et  posant 

E(.r,  A-,p)=2— ^' 
0    ek{m)P 

M^<E(r,  k,  p  ■+■  £'),  et,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  r, 

M^^E(r,  k,  p  —  £')         (t'  analogue  à  i). 

Nous  n'avions  antérieurement  établi  ce  résultat  que  pour  kSi. 

(')  Comptes  rendus,  igoS,  i^""  semestre,  p.  348,  2^  semestre,  p.  407  et  478.  — 
Journal  de  V École  Polytechnique,  1904  et  1905. 

Jourii.  de  Math.  (5"  série),  tome  X.  —  Fasc.  III,  1904.  "^^ 
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Dès  lors  cette  classification,  un  théorème  de  M.  Hadamard  (auquel 
il  n'est  indispensable  de  se  reporter  que  pour  les  fonctions  d'ordre 
transfîni  ou  d'indice  infini)  et  une  proposition  de  Liouville  sur  les 
fractions  rationnelles  approchées  d'un  nombre  irrationnel  ou  trans- 
cendant, nous  ont  permis  de  préciser  des  résultats  obtenus  par  nous 
au  sujet  de  ces  derniers  nombres  et  d'en  obtenir  de  nouveaux; 
nous  exposons  ces  recherches  dans  le  présent  Mémoire  (§  Il  et  sui- 
vants). • 

Étant  donnée  une  fonction  entière  f(x)=^u„i  =  ^a,„x'"que\- 

0  0 

conque,  en  s'aidant  d'un  théorème  de  M.  Hadamard,  on  peut  toujours 
déterminer  une  fonction  ç,„  de  /n  croissant  constamment  avec  m, 
et  telle  que  /(x)  renferme  une  infinité  de  coefficients  a,„  satisfaisant  à 


'^i/n  +  Z 

Pour  les  fonctions  entières  d'ordre  non  transfîni  ou  d'indice  fini, 

notre  classification  permet  d'arriver  directement   à   cette   inégalité 

1 

£, 

en  prenant  cp,„=  (log/^'^^)''  (^i  fini  aussi  petit  qu'on  veut  pour /;? 
assez  grand),  quand  /{^jc)  renferme  une  infinité  de  coefficients  tels  que 

|a,„|-' =z  (log^m)  '^  ,  les  autres  ayant  leurs  modules  plus  petits 
que  ne  l'indique  cette  égalité. 

De  là,  et  de  quelques  lemmes  relatifs  aux  fonctions  c^Çrfi),  nous 
concluons  divers  résultats  sur  l'irrationnalité  ou  la  transcendance  des 

nombres /(-j  ou/f  — j  (p,  q  entiers,  a„  rationnel),  principalement 
quand  «„  est  positif  ou  que  — —  croît  constamment  et  indéfiniment 
avec  n  (a„  réel).  Ainsi  soit  a„  —  —  ?  et  p,„  q,i,  -'^^  entiers:  quand  l'in- 
dice  /f>3  et  yi„<(?/t(//)™  ('^<  — )'  /(~)  ^'^st  pas  algébrique;  pour 

les  deux  formes  de  a^  ci-dessus,  /(-  )  est  tj-anscendant  (-  >>  o).  Il  y 

a  (les  extensions  aux  fonctions  entières  d'ordre  quelconque  présentant 
des  lacunes. 

Nous  étudions  ensuite  les  iioml)rcs  dérivés  des  fonctions  entières  ou 
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quasi-entières  de  la  forme 

(a,,  ...,  «0  rationnels),  où  F(x),  F^(x),  ...,  Fe^., (.^)  sont  de  la 
forme 

0 

[/f>3,  ^^^^^entier,  q,^z=  e,^(^ny^     "'   ,  o</?,i'<eA-('0^""  h  et  aussi  les 

nombres  dérivés  de  la  somme,  du  produit,  du  quotient  (fonctions 
quasi-méromorphes),  plus  généralement  d'une  fraction  rationnelle  à 
coefficients  rationnels  de  fonctions  ç(*').  Ainsi,  quand  les  a,,  ...,  «g 
sont  tous  négatifs,  tout  polynôme  à  coefficients  rationnels  positifs  de 
fonctions  ^(a')?  s'il  ne  se  réduit  pas  à  une  fraction  rationnelle  en  rr, 
prend  pour  x  rationnel  positif  une  valeur  transcendante.  Toute  fonc- 
tion rationnelle  à  coefficients  rationnels  des  fonctions  F(x"),  où  x  ra- 
tionnel c[uelconque,  est  un  nombre,  exceptionnellement  rationnel,  en 
g-énéral  transcendant,  et  qui  n'est  jamais  algébrique.  Enfin  F[F,(it;)] 
pour  X  rationnel  ^  o  est  transcendant  si  k^k^^  3  (A",  indice  de  F^  ). 

On  obtient  des  théorèmes  analogues,  mais  souvent  bien  moins 
généraux,  quand  F(x)  est  d'indice  2  ou  i.  Ainsi,  soient  0,  0,,  Oo,  O3 
les  quatre  fonctions  Ô  de  Jacobi  (notations  du  Cours  d'Analyse  litho- 
graphie de  l'École  Polytechnicjue,  de  M.  Jordan);  q4-4'  '"*  êVl'  êH"^* 

-  ,  ,>  •  •  •  sont  des  irrationnelles  (r  entier  >>  i). 

63(1)  ^  ^        • 

Il  y  a  aussi  des  extensions  aux  fonctions  non  entières,  avec  lacunes, 
et  dont  le  rayon  de  convergence  est  fini. 

En  terminant,  nous  définissons  les  nombres  quasi-rationnels  et  les 
fractions  ordinaires  ou  continues  quasi-périodiques  qui  ont  des  carac- 
tères voisins  de  ceux  des  nombres  rationnels  et  des  fractions  ordi- 
naires ou  continues  périodiques  :  une  fraction  ordinaire  ou  continue 
quasi-périodique  est  un  nombre  transcendant. 

La  lecture  de  notre  Mémoire  exige  seulement  la  connaissance  du 
Coujs  d'Analyse  de  l'Ecole  Polytechnique,  d'un  passage  d'un  Mé- 
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moire  de  M.  Hadamard  indiqué  plus  loin,  de  notre  Mémoire  précité 
du  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique  et  de  ce  qui  est  nécessaire  pour 
rintelligence  de  ce  dernier  et  s'y  trouve  mentionné. 

§  I.   —  Sur  les  fonctions  entières  d'ordre  zéro. 

Considérons  la  fonction 

(0  f{x)=^u„=^a„,x^\ 

0  0 

dont  les  coefficients  peuvent  s'écrire 

Supposons  de  plus  que,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  /??,  dès  que 
m  ;>  [j.,  on  puisse  écrire 

X'J.)  6,>T>0         (0,,0  donnés  fixes), 

quel  que  soit  w,,  la  valeur  de  t  pour  les  autres  étant  ]>  0,. 

Soit  T,  la  valeur  de  t  correspondant  à  un  de  ces  coefficients  satis- 
faisant à  (2),  d'indice  m.  Considérons,  quand  m  croît,  la  suite  des 
valeurs  t,  ;  portons  dans  un  plan  où  nous  prenons  deux  axes  rectan- 
gulaires Oui,  Ot,,  m  en  abscisse,  i,  en  ordonnée.  Nous  obtiendrons 
une  suite  de  points  compris  entre  les  droites  t,  =  0,  t,  =  0,.  Parmi 
ces  points,  quand  ni  croît,  nous  en  prendrons  un  pour  lequel  t,  a  une 
valeur  t',  ^  celle  de  tous  les  précédents  (pour  ni  =  /?/');  puis  nous 
prendrons /??/>  7?2',.  et,  quand/??  croît,  le  premier  de  tous  ces  points 
pour  lequel  t,  =  t"^<t'^,  si  la  chose  est  possible,  et  ainsi  de  suite.  Si 
ceci  peut  se  poursuivre  indéfiniment,  t, ,  t'^,  ...  vont  en  décroissant 
indéfiniment  (ou  ne  croissant  pas),  tout  en  restant  ^0.  Cette  suite  s^ 
de  quantités  possède  une  limite  Y],,  c'est-à-dire  que,  dès  que  m  est 
assez  grand,  ":'|=  "/],-+-£  (lim£  =  o  pour  ni  =  co).  Si  ceci  ne  peut  se 
poursuivre  indéfiniment  pour  une  certaine  valeur  m'I  de  m,  t,  =  TJ', 
(M  les  valeurs  de  t,  correspondant  à  m  "^  ni]  sont  ^'CJ'.  On  peut  rai- 
sonner alors  comme  nous  venons  de  le  faire  sur  les  quantités  t,  corres- 
pondant à  m,  >  ni[\  ou  bien  on  y  trouvera  une  infinité  de  nombres  t^, 
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<,  . ..  possédant  une  limite  t].,  au  plus  égale  à  tous  les  nombres  t, 
quand  m'^jn[-^  ou  bien  on  y  trouvera  une  quantité  t!'-',  analogue  à  t'", 
et  ainsi  de  suite.  Finalement,  en  continuant,  ou  bien  on  trouvera  une 
suite  analogue  à  5, ,  ou  bien  on  aura  une  suite  ct  de  quantités  t™,  t1^'',  ... 
correspondant  à  des  valeurs  in[,  m'!^,  ...  de  m  telles  que,  pour  m^m'i*-', 
par  exemple,  on  ait  t,>>T2^'.  Cette  suite  a-  est  formée  de  quantités 
croissantes  <0,  ;  elle  doit  donc  tendre  vers  une  limite  y]',  c'est-à-dire 
que,  dès  que  m  est  assez  grand,  pour  une  infinité  de  valeurs  dcT,, 
T,  =  iq'  —  £'  (lims'—  o  pour  m  =  oo). 

Par  conséquent,  ceci  s'appliquant  aussi  bien  aux  fonctions  d'ordre 
fini  ou  infini,  mais  non  transfini  (')  : 

Lemme.  —  Soit  une  fonction  entière 

(i)  f{^)  =2  ^^'-  =  ^  ^'"•^"'' 

0  0 

qui  possède  une  infinité  de  coefficients  a„,  tels  que 

(k  entier  positif ,  nul  ou  négatif),  avec 

ô,>T>0         {^,^^  donnés  et  fixes), 

la  valeur  de  z pour  les  autres  coefficients  étant  plus  grande  que  0, .  // 
existe  un  nombre  p  tel  que  0,^-^6,  et  que  f(x)  renferme  une  in- 
finité de  coeffiicients  «,„  satisfaisant  à 

(3)  \a,n\  =  e,{m)      ^^     ^ 

(lim£  =  o  pour  m  =  oo),  les  autres  ayant  une  valeur  plus  petite 
que  ne  l'indique  cette  égalité.  Les  coefficients  satisfaisant  à  l'éga- 
lité (3)  seront  dits  principaux. 


(*)  Si  l'on  pose  log_;,.(»i)  =  ek{in). 

36. 
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Soit  A\>  I ,   Nous   avons  vu   dans  un  Mémoire  antérieur  (  '  )  que 
l'on  avait  alors 

(4)  |/(a-)|<rf'^^."°-"^'- 

(r  1=  \x'\),  dès  que  r^^,  ^  fini,  et  que,  pour  une  infinité  de  valeurs 
de  \x\,  \/(x)\^j^^*~^^''^°^''''.  Mais  ce  résultat  ne  fournit  aucune  indica- 
tion sur  le  caractère  spécial  que  donne  kf(x)  le  nombre  p  parmi  les 
fonctions  d'ordre  zéro  satisfaisant  aux  conditions  du  lemme  précédent. 
Il  nous  suffira,  pour  ce  qui  suit,  d'établir  à  cet  égard  la  propriété 
suivante  : 

Théorème.  —  Soit  une  fonction  entière 


0 


où,  pour  une  infinité  de  valeurs  m^  de  m^ 

les  autres  coefficients  a,„  ayant  un  module  plus  petit  que  ne  l'in- 
dique celte  égalité. 
Prenons  |  a?  |  =  r,  (  ^  ) 

logr,  =  (^  —  i\e,,_,{m,)\ek-.{m,)...e,{m,)rn,-^  i]. 
On  a 

Pour  une  valeur  quelconque  de\x\=^  r  déte/'nn'nons  ni.^  par 
log/-=  U  -  £"J^A-,(wo)f^A-  .(nf.,)...e,(m.,)n7.,-+-  i] 

(  '  )  Comptes  rendus,  p.  4o7j  P'op.  V  et  VI,  17  août  1908,  et  Journal  de  l'École 
Polytechnique,  1904  et  190.5,  p.  43. 

(^)  Pour  /f  =3  1,  la  propriété  correspondant  à  ce  théorème  est  établie  dans  notre 
Mémoire  précité.  Nous  supposons  donc  A"  >•  i. 
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ij!'  fini,  mais  aussi  petit  qu'on  veut)\  on  a 

\/(x)\<(i  +  i)e,Xn?,)^^        J 
En  effet,  on  a,  pour  r  =  \x\, 

.•m 

(5)  \u,n\-=  TT— T' 

(6)  log-|  u,„\  =  mlog/-  —  (^  -  ^)  '"  ^k-^(ffi)' 

Pour  une  valeur  de  r,  m  étant  entier  ou  non,  l'expression  du  deuxième 
membre  de  (6),  où  on  laisse  £  fixe,  est  maxima  (elle  comporte  évidem- 
ment un  maxiuium  et  non  un  minimum)  quand 

(7)  log''-(^  -  zj  ek^,(tn)[ck^.>(w). .  .e^(ni)m  -h  i]  =  o. 

Donnons  à  m  une  valeur  w,  assez  grande,  et  telle  que  |  a,„  |  soit 
coefficient  principal,  et  à  £  la  valeur  correspondante  £,  ;  la  formule 
ci-dessus  nous  détermine  une  valeur  /•,  de  /•.  On  a 


(8) 


log/-,       =  (^  -  '^^j(^ki('ih)[ek^.{m^)...m,^i], 

j    log|W,„J  =  (^    -   £,V'A-    ^(fii^)[Gk~■2(''^i)■"f^i''+  rn,] 

log I  u,„^  I  =  U  -  £,  j  e/,_,(m ,  )  e,,^.,(nf ,  )•  •  •  e.  (fn ,  )  ///; . 


Soit  u„,^+j  (i  positif  ou  négatif  ^  o)  un  autre  terme  de  la  série 


dès  que  m,  4-  i  est  assez  grand,  |  £'  |  <<  Sg? 

logl  u„,^^i\i(ni,  -h  Ologr—  (^  -  £0)  (ni,  4-  z>'a-.(/^^  +  0- 
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Lorsque  r  a  la  valeur  r^  [formule  (7)], 


log- 


'/n,4-i' 


log 


—  (y-  -  £2)  {m,  +  0  ^k-^  {rn,  -h  i) 
<  i e/,_ , (m, ) e/,^.{mt). . .e,  {m^)m^  -+- (m,  +  /)  e^_,  (m , ) 


-  (i  -  l^){Tn^  -+-  i)e,,_,(m^  4-  t)  =  N,- 
(£3  fixe). 

Considérons  la  valeur  de  N,  quand  i  est  entier  ou  non. 
Soit  i  ^  o  : 

—  (l  -  £3)('^2i  +  0^A-i(''^4-  0- 

Si  ^  ==  2  : 

N,=  e"'.m,  (/  4-  ^  +  1)  -  ([  -  £3)('^',  +  0^"'"'" 
=  e"'>[/?ii  i  -\-  i  -+-  nii      —  (i  —  £3)(m,  +  i)e'J. 
Or 
N,-  +  X  e"'.-"'  =  e"'> [ m ,  /  +  /  +  /;?,  -  ( I  —  £3 )  ( w ,  H-  /)  e'  +  X  e']. 

La  dérivée  de  la  parenthèse  par  rapport  à  i  est 

m,  +  1  —  (l  —  £3)^''  —  (l  —  ^:^)(ff^^  "l"  ï)  C  -\-  X  c' <  O, 

des  que  X  =  o,  i,  «^  j. 

La  parenthèse  est  alors  au  plus  égale  à 


!m,-+-^ 


1  < 


car  v6'>  1)^2,  et 


(i  —  ^-i)  ('^^ <  +  ^)  ^'■'  +  '^  ^'  <  ^h 
N,<-  0,1  e'"^-^'. 
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En  général,  quand  k"^  2, 

où  e'j  ne  dépend  que  de  //z,  (lime'j  =  o  pour  m^=^  ce), 
dès  que  i^^  et  A>3; 

—  [i  -  h)(f^h-^  i)  -^Ck-^{fn^  +  i)<^o, 
Finalement,  quel  que  soit  A\>  i,  pour  i^^, 


^  ^l'd 


gA'(j-t-/K,) 


X'  fini  positif,  quand  i  au  moins  égal  à  ^,  entier  ou  non  ; 

00 

2  I«»l<l«».,l^vî7b7(' +  ?^  +  ?r- +■••) 


<l«« 


='■""■""(■-7.) 


'1  I  a)/ m,  (  f,\ 


e''"h{e^'~i) 


<  I  "/«.  I  £^ 


(£4  aussi  petit  qu'on  veut  quand  m^  assez  grand). 
Soit  maintenant  i  négatif  et  =  —  ?',  et  /r  ^  i . 

X"  fini  positif. 


(')  II  suffit 


ce  qui  a  lieu. 
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La  somme  des  modules  des  m,  premiers  termes  (à  part  un  nombre 
fini)  est 

I  ^/wj  £51 

où  £5  est  aussi  petit  qu'on  veut. 

Nous  avons  négligé,  dans  cette  évaluation,  la  somme  des  modules 
d'un  nombre  fini  de  termes,  somme  plus  petite  que 

A/-!;-     (A,  a,  finis), 

dont  le  logarithme  est  plus  petit  que  logA  -h  a,  logr,,  terme  aussi  petit 
qu'on  veut  par  rapport  à  log  |  m„, J  [formule  (8)]  quand  m,  assez 
grand. 

Finalement,  le  module  de  \ii,„,\  est  aussi  grand  qu'on  veiit  par 
rapport  à  la  somme  des  modules  des  autres  termes. 

Nous  avons  ainsi  établi  la  première  moitié  de  notre  théorème  : 

7/  existe  une  infinité  de  valeurs  entières  m^  de  m  pour  lesquelles 
le  module  def(x)  est 

|/(.-)  I  =  (.  +  0 1  «,„,  i  =  (,  +  Oo,(m,  )(r'0-'-'"— "■'"■;, 

quand 

( -— c,)(<'i_j(«i,)...c,(7/ijlm,-Ml 

\x\  =  r  =  ek{m^)^      ^  , 

a„,^  étant  alors  un  coej/icient  principal. 

Passons  à  la  seconde  moitié. 

Au  lieu  d'opérer  en  donnant  dans  [y)  à  /•  la  valeur  qui  correspond 
à  m  =  m^,  nous  pouvons  nous  donner,  a  priori,  r  et  considérer  la 
série 

i',{m)P 

r  étant  donné,  si  nous  chcrclions  le  maximum  de -,  nous  sommes 

conduit  à  (7),  où  e  ==  o,  et  nous  savons  que,  si  fn.j  est  la  racine  corres- 
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pondante  [(7)  n'en  ayant  évidemment  qu'une], 

logU^,<  ^6'^_,  {m^)...e,{m^)ml  =  logV. 

r 

Pour  la  même  valeur  de  r,  formons 


loi 


plog 


U, 


V 


(rriz-h  i  entier). 
—  (wo  -I-  O^A-i  {^^^1-^  0 
H-  (771.,  -+-  i)e,,_^  (772.,)  —  (777.,  +  i)ef,_^  (771^  -+-  i). 


m.2  -+-  i  est  entier  ;  si  i  =  o,  U,,,^^.,  =  V  ;  soit  i  ^  o  :  quand  [  1 1  ^  i ,  tous 
nos  raisonnements  faits  sur  N/  s'appliquent  à  N'-  et  l'on  est  conduit 
aux  mêmes  limites  supérieures  de  N^-;  le  seul  cas  où  il  est  douteux  que 
des  inégalités  de  même  nature  aient  lieu  est  celui  où  |i|<^i,  c'est- 
à-dire  celui  qui  correspond  aux  termes  Ug (,„,),  Ue(„,^)+,  en  suppo- 
sant ^2  non  entier. 

La  somme  des  autres  termes  de  S  [J„^  d'après  ce  qui  précède  est  <  £«  V. 
Pour  montrer  que  SU,„^([  -h  z^)Y ,  il  reste  à  faire  voir  que 


Soient 


^E{m,)  "+~    ^E{m.,)  +  i-\  '    +   ^s)    *   • 


¥.(772-2)  =  ''^2  ~  ^1  j  ¥(771.,)  +   I  =  771.J  -h  i.2, 


tjH-  t,  =  I , 


u     ou     i,-- 


Il  s'agit  de  prouver  que,  si 


Ue„«, 


x,=. 


^Eim^)  +  l 


X.4-X2<l4-£, 
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car  e'>'  i  4-  i,  i  positif  ou  négatif; 

N;.<-  i-e"'\ 

Les  deux  valeurs  X,,  Xj  sont  au  plus  égales  à 

il  'î    „, 

e      P         =  «-'%  e      P         =«-'■, 

où  «  est  aussi  grand  qu'on  veut.  Leur  somme  est 

I  if  I  ou  I  /.>  I  est  >  -)  et  l'une  des  quantités  a"''  ou  a~'-  est  aussi  petite 
qu'on  veut  pour  m^  assez  grand;  par  suite,  on  a  bien  S<i  +  £«. 


Quand  A'  >  2,  on  a  pour  /o^  -j 


log 


U, 


<  -  "h, 


d'après  ce  qu'on  a  vu  pour  N,. 

D'autre  part,  pour  i  négatif  =  —  /,, 

N'.<  C/,_f{nL.)  [i  ('k-2(ff>>)  . .  •  '^^2  +  '^'2  +  'I 


SI 


^1^:^; 


Ue(,„,)     Ue(»i,i-h 


par  suite,  quand  A-^3,  l'un  des  rapports  — ^j        y"^'  est  toujours 

aussi  petit  qu'on  veut  pour  m.,  assez  grand,  et  leur  somme  est  bien 
encore  ^i  +  £«. 
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Par  conséquent,  2U,„  est  bien  ^  Y(i  H-  £7). 

Etant  donné  alors /(x),  où  \a„,\''^'^Cj,{niy^    ^^    ,  on  peut  choisir 
une  quantité  i"  finie  aussi  petite  qu'on  veut  et  telle  que,  à  partir  d'une 

(  1  —  "\ 
certaine  valeur  de   m,   \a„^\~^'^eh{niy^     '" .   Le   module  de  /(a;) 

pourla?|=r   est  5(i +  £"')>  ■ --x ^-   Posant £"=  — ?   et 

^  ,  ,(^-E")'«  P  Pi 

appliquant   à   la    série    du  deuxième  membre  de   cette  inégalité  le 
résultat  obtenu  pour  SU,„,  on  arrive  à  la  seconde  moitié  du  théorème. 

c.  Q.  F.  D. 

Remarque .  —  Il  suit  de  là  que  le  nombre  p  est  bien  pour  la  fonc- 
tion y(  37)  un  nombre  caractéristique.  Si 

E(x',  A-,  p)=2d— — i^' 
on  a,  quel  que  soit  |  x- 1  =  r,  M^  étant  le  maximum  de  \f{oc)  \  pour 

(9)  M,<E(r,A-,p4-£), 

et,  pour  une  infinité   de  valeurs  de  r  déterminées  comme  l'indique 
l'énoncé 

(10)  M,>E(r,A,p-£). 

On  pourra  dire  alors  (\\XQf{x)  est  d'indice  k  et  d'ordre  (o,  k,  p)  ('). 
Les  inégalités  (9)  et  (10)  sont  encore  vraies  pour  A*  ==  i  (Mémoire 
précité,  p.  34  et  36). 


(')  Les  extensions  aux  fonctions  quasi-entières  et  aux  fonctions  monodromes 
sont  évidentes. 
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IL 


Soit 


f(^)  =^Um=^a,nX' 


une  fonction  entière  quelconque;  M.  Hadamard  a  montré  (*)  que  l'on 

pouvait  toujours  déterminer  une  fonction  ç*^  de  /n  telle  que  hOn-\ 

(K  entier  arbitraire),  et,  a  fortiori,  Ljp,,,  ou  c^„^  fût  constamment 
croissant  avec  m,  dès  que  m  dépasse  une  certaine  limite,  et  telle 
encore  que 


(«) 


l'égalité  [«/«!"' =  9)^1  ayant  lieu  pour  une  infinité  de  valeurs  de  m. 
Soit  m^  une  de  ces  valeurs  : 


hn,  +  / 


<^i)ii+/ 


Nous  pouvons  ainsi  énoncer  ce  théorème,  corollaire  immédiat  du 
théorème  précité  de  M.  Hadamard  : 

Théorème  T.  —  Soit 

(il)  /(^)=2^^"=2^''-^''" 


une  fonction  entière  absolument  quelconque  :  on  peut  toujours 
déterminer  une  fonction  (^^  croissant  constamment  avec  m,  et  telle 
que  (i)  renferme  une  infinité  de  coefficients  a„,  satisfaisant  à  V iné- 
galité 


(,■2) 

quel  que  soit  /  >  o. 


o, 


(hn+l 


>  ?L/> 


(')  Journal  de  mathématiques,  iSyS. 
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On  peut  indiquer  une  variante  de  l'inégalité  (12)  qui  peut  être 


utile  :  nous  aurons 


9m+/=^  9'"+'  ?m-t-2  •  •  •  fm+l- 


Donc,  a  fortiori,  on  aura 


(i3) 


a, 


'^m+l 


>  9m+1  9»ï+2  •  •  •  ^m+l 


pour  une  infinité  de  valeurs  de  m. 

Il  est  évident  que  ces  inégalités  (12)  et  (i3)  se  conserveront  pour 
une  fonction  '\),„  croissante,  mais  telle  que  '|',„<!  9/«- 

Dans  le  cas  des  fonctions  entières  d'ordre  non  transfini  ou  d'indice 
fini,  un  de  nos  Mémoires  précédents  (')  permet  une  détermination 
simple  et  directe  d'une  pareille  fonction  '];,„,  sans  qu'il  soit  nécessaire 
de  s'appuyer  sur  l'inégalité  (a)  de  M.  Hadamard. 

En  effet  : 

1°  Ordre  "^  o  et  non  transfini.  —  Prenons  une  fonction  d'ordre 
(A",  p),  en  nous  bornant  au  cas  où  p  est  fini  el  :7!^  o;  il  y  a  une  infinité' 
de  coefficients  «,„  tels  que 

(i4)  I  ci„,\  =  (log/i-m)      ^P     ^  (où  £  dépend  de  /n), 

les  autres  ayant  un  module  pins  petit  que  ne  l'indique  cette  formule. 
Prenons  ces  coefficients  «,„;  si,  pour  une  infinité  d'entre  eux, 

(i5)  ^>Hog,(m  +  i)f'-">, 

quel  que  soit  i  (e,  fini,  positif,  aussi  petit  qu'on  veut  dès  que  m  dépasse 
une  certaine  limite,  mais  indépendant  de  m),  on  peut  prendre  dans  (i  2), 
mais  non  dans  (a), 

9«=^^«=(log'A-'0^   ''• 

Sinon,  on  a,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  ni,  par  suite  pour  une 

(')  Comptes  rendus,  i'^'"  sem.,  p.  348;  ■2"  sem.  1908,  p.  407  el  f\']S;  Journal 
de  l'Ecole  Polyleclinique,  1904. 
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d'entre  elles,  des  inégalités  de  la  forme 


(16) 


<  [log,(^/^  +  ij)y'j, 


où T  est  fini  et  positif  (t  fixe). 

P 

Ceci  ne  peut  avoir  lieu  pour  une  infinité  de  valeurs  de  î'y,  /,,  ^'25 
sans  quoi  dans  la  série 

1,  =  I  U„i  I  -+-  I  U„,^i^  :  4-  I  Um+i,  I  H-  .  •  •  j 


^   '■; 


1"^^  I       I 


et 


2:>U/,J  1  + 


(  [log,.(m  +  i,)r'.         [log/,(/n  +  t,)F' 


Le  second  membre  est  une  série  entière  d'ordre  (A)  -  )  ^  (^%  p)> 

alors  que  2  est  forcément  d'ordre  <(/r,  p);  résultat  absurde.  Donc 
l'inégalité  (16)  n'a  lieu  que  pour  un  nombre  fini  de  valeurs  ij.  Soit  i' 
la  plus  grande  de  ces  valeurs.  On  a 


et,  quel  que  soit  /, 


a, 


^in+i'+l 


<[log,(m  4- /')?", 


>[log,(m +  ^-'4-/)/^  "')""", 


a 


m-i-i'+l 


< 


a„,+i'\[\o^,,.{m-hi')y'' 


a 


m+i' 


'^in+i'+l 


[log;,(m  +  i'+/)]VP 

>[iogA(m  -I- /:'+/)] 


*■+/) 


(^-)' 


quel  que  soit  /;  en  sorte  que  l'inégalité  (ini)  a  lieu  pour  a,n+c  :  il  y  a 
alors  une  infinité  de  valeurs  de  m  +  i'  satisfaisant  à  cette  inégalité,  et 
Von  peut  toujours  pî^endre 


4«=(log./^/"'. 
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2°  Ordre  non  nul,  indice  non  infini.  —  Les  mêmes  raisonnements 
subsistent  avec  des  valeurs  négatives  de /:,  grâce  à  la  notation 

log-_;^/.r  =  e,,'{x), 

au  théorème  du  paragraphe  T,  page  280,  et  à  la  remarque  de  la 
page  287.  c.  Q.   F.  D. 

On  peut  d'ailleurs  toujours  supposer  que  «,„^./■  est  un  coefficient 
principcd,  c'est-à-dii'e  satisfaisant  à  (^il\).  En  effet,  sinon,  soit 

\a,„,i\  =  \\o^,fm  +  i')\---^i'-^'\ 
avec  To fini  et  positif.  D'après  (i4)  et  (16), 

(log,/7z)""'^P"'-^<  [log,(/>^  4-  /')]-'-'.('«-'\ 

avec  T  <^  -  <^  Tj,  et,  a  fortiori , 

? 

(log,m/'^'^'^"'<I, 
ce  qui  est  absurde. 

Nous  pouvons  ainsi  énoncer  le  corollaire  suivant  : 

Corollaire  1.  —  Soit 

(11)  f{x)  =^u.n  =  ^a„x"' 

11  0 

une  fonction  entière  absolument  quelconque  d'ordre  (Â-,  p)  non 
transfini  ou  d'ordre  (o,  —  A,  p)  et  d'indice  —  A  >>  o  fni.  Il  y  a  une 
infinité  de  coefficients  «,„  principaux,  c'est-à-dire  satisfaisant  à 

k/,J-'  =  (logv;0'"^'^"\ 


et  tels  que 

(12  bis)  ^  >loë,(m  +  l) 


(h-)' 


quel  que  soit  />>  o  (s,  fini,  positif,  aussi  petit  qu'on  veut  dès  que 
m  est  supérieur  à  une  certaine  limite). 

Journ.  de  Math.  (5"  série),  tome  X.  —  Fasc.  III,  1904.  '^7 
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Ceci  va  nous  permettre  de  déterminer  une  limite  supérieure  du 
module  E,„  de  l'erreur  commise  quand  on  s'arrête,  dans  le  calcul 
àe  f(x)^  au  terme  d'indice  m  jouissant  de  la  propriété  (12)  ou  (12  bis). 
On  a 

F    <  T     —   \n         r"'+'  1 


1  „,  <C^     Cl„i  X 


n         r* 


a, 


'■m 


\  9w  +  2'^  ?/«  +  n 


.r 


T    <^\a  t'"  I  - 


fm  +  l  T'/'i  +  l 

'  j;  I  I 


T"M  1 


et,  si  ja^l^ç,  m  assez  grand  par  rapport  à  ç. 


'-^w/  r=  ^  m  \  2  I  Clf„  X„,  I  ^  (^    ^ 


.3? 

•f»i  +  i 


Quand  /n  est  assez  grand,  l'erreur  a  son  module  aussi  petit  qu'on 
veut  par  rapport  à  celui  du  dernier  des  termes  non  négligés.  Nous 
obtenons  ainsi  ce  corollaire  : 

Corollaire  II.  —  Toiil  étant  posé  comme  au  théorème  ci-dessus, 
et  a,n  étant  un  coefficient  satisfaisant  à  (12),  on  a 


/(^)-^^r 


<  I  "/ 


o-l 


?«+l  —  I  ^ 


(')  On  voit  de  suite  que  celte  inéf^alité  subsiste  quand  le  premier  terme  p£o 
après  u„,  a  son  indice  >  /?2  +  i .  Elle  est,  en  effet,  remplacée  par 


S'  ^m+l  —  (^m+i 


X 

''£ 

?'"-+- IJ-1 
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H  même,  si  m  rsl  assez  grand  par  rapport  à\x\. 


^9^ 


/(■^)-2 


<  2  I  W,, 


?/«-*-! 


Prenons  une  fonction /(./;)  d'ordre  (A',  p)  non  transfini  ou  d'indice 
fini.  D'après  le  corollaire  l,  on  peut  trouver  une  infinité  de  coefficients 
principaux  tels  que 

>iog-,(m  +  /yp 


dm 


(k  négatif  =  —  /  pour  les  fonctions  d'ordre  o).  Appliquant  le  raison- 
nement qui  nous  a  conduit  au  corollaire  IT,  on  conclut  : 

Corollaire  III.  —  Touf  étant  posé  comme  au  corollaire  I,  on  a, 
pour  une  infinité  de  valeurs  de  m,  [a^  coefficienl  principal  satis- 
faisant à  {\i  bis)^^ 


/(^)-2'^ 


IOg;t(m+     l)P 

Dans  certains  cas  un  peu  plus  particuliers  on  peut  écrire  une  inéga- 
lité analogue  pour  toute  valeur  de  /;?.  En  effet,  supposons  que    -^^^ 

soit  constamment  décroissant,  quel  que  soit  n,  et  tende  vers  o  quanc 
n  croît  indéfiniment.  On  aura  pour  toute  valeur  de  x,  et  pour  m  assez 
grand,  ^  [J-(^')j  lïi^is  quelconque, 


q^d; 


a„ 


a. 


a. 


ou 


/y." 


+  \a,, 


rpfi 


■X 


(i  +  A- 


<A- 


X 


X 


■)- 


('■Î2), 


k  étant  aussi  petit  qu'on  veut  dès  que  m  est  assez  grand; 


in    r=  I  "^ 

<\u 


I  -t-  T*" 


I   + 


k\x\ 
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/(^)— 2"' 


diffère  donc  de  |  ll„,+  ^  |  d'aussi  peu  qu'on  veut,  et 


U„,^^  |(l  —  £)< 


/(-'•)- y  ^^ 


=  1  "w+i  I  U  "•"  'y  =  — 7. ' 


7.111  -h  i 


avec 


'/jn+i  —    \a, 


Si  certains  des  coefficients  a,t  étaient  nuls,  le  raisonnement  subsis- 
terait à  condition  de  supposer  que  le  rapport 


l'n 


(a„^  o,   r/„^.,7^o,   ««+, 


a 


fi+'j—  I 


o) 


fût  constamment  décroissant  et  tendît  vers  zéro  avec  -•  Dans  la  der- 
nière inégalité,  il  faudrait  remplacer  w,„+,  par  u,„+^^ 

(a„,+,  = . . .  =  «,„+^ -,  =  o,  a,„  7^  o,  a,„^j,_  ^  o)- 

Corollaire  IV.  —  Sif(x)  est  une  fonction  entière  telle  que  le 
module  du  rapport  d'un  terme  ^  o  au  suivant  croisse  constamment 
et  indéfiniment  avec  son  indice  n,  pour  toute  valeur  de  x  donnée, 
au  moins  àpartir  d'une  certaine  valeur  de  V indice,  on  a,  dès  que  m 
dépasse  une  certaine  limite, 


W,;MiX,  l(l  —   0- 


/(^•)-i: 


<|w,„+p,J(l+  £), 


£  tendant  vers  o  avec  —  i  u„^+^^  étant  le  premier  des  termes  d'indice 
;>  m  qui  soit  f=^  o. 

Nous  allons  encore  établir  deux  lemmes  préliminaires  sur  les  fonc- 
tions ei^{x). 

A  quelles  conditions  a-ton 

e,{^n  +  ^f"''^'''^'^>e,{nY■^\         a>i,  ".  fixe  >  -. 


I 
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Premier  cas.  —  Il  faut 

{n  -\-i)i-  +  £J  Ca._,  (/^  +  i)  >  ii'ZOL  e;,_f(n). 
Pour  A  —  I ,  ceci  est  impossible  ;  donc  A\>  r .  De  plus 

log|^(/^  +  i)(^^  +  £Jj  +e/,^.,{n-\-  i)  >  log/iTa  +  ^^..(/i). 
Quand  k  =  2,  il  faut 

(«  +  l)(-i+£) 


G +')'■■>'«■ 


Si  T est  assez  petit,  on  pourra  prendre  a  =  i  ou  2,  ou  encore 

a  =  2,  I  par  exemple. . 
Quand  A>3,  il  faut 

[<,'-,_3(«+o-^i_,(«)_  i]  e^A-a(«)>log-/iTa  -  log(/^  +  i)  ('-  4-  sV 
ce  qui  a  toujours  lieu  pour  n  assez  grand.  Donc  : 

Lemme  I.  —  Soient  "z  et  ^  deux  nombres  fixes,  avec  t !>  o, 

a  un  nombre  ^  i    Oai  a  : 
1°  5^1 est  assez  petit , 


pourvu  que  cf.^i,  i ; 


2°  Pourk>3, 
quel  que  soit  a. 


37. 
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Deuxième  cas.  —  Il  faut 

(^  +  £j  e/,_,(//  +  i)>/i7ac/,_,(//)         (A- >  i), 
log-(^^  +  £J  +  e^^.,{n  ^  i)^\o^n':y.  -^  e,,_.,{n)         (k^'i), 

ce  qui  a  lieu,  quels  que  soient  t  et  a,  dès  que  /i^3.  Donc  : 

Lemme  II.  —  Tout  étant  posé  comme  au  leinme  I,  on  a  pour  A^  3, 

quels  que  soient  t  et  a,  dès  que  n  est  assez  <^rand. 

§  III.  —  AppUcalion  à  ta  théorie  des  nombres  irrationnels  ou  transcendants. 

Nous  pouvons  maintenant  passer  aux  applications  de  la  classification 
des  fonctions  entières  d'ordre  non  transfini  ou  d'indice  fini  à  la  ihéoric 
des  nombres  irrationnels  ou  transcendants. 

Nous  rappellerons  d'abord  celte  propriété  fondamentale,  duc  à 
J.  Liouville(')  : 

P 

Propriété   I.    —    Soit  ^    une   quantité  quelconque  positive,   ~-i 

P  P 

(T'  ■■*'  cV^  '"  ^(^s  ff^^ctions  rationnelles  réelles  ou  imaginaires  à 

dénominateur  réel,  qui  tendent  vers  la  limite  H  quaiul  n  croit  indé- 
finiment, et  dont  les  dénominateurs  croissent  indéfiniment,  au 
moins  à  partir  d'un  certain  indice.  \  ne  peut  être  racine  d'une  équa- 
tion algébrique  à  coejficients  entiers  de  degré  5a,  c'est-à-dire  l  ne 


(')  Journal  de  Liouville  (ou  Journal  de  Mathématiques),  i85i,  p.  i3-;  ou 
encore  liouEL,  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions,  p.  27.  Paris,  Gaulliiei- 
Villars,  1898. 
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peut  être  une  irrationnelle  algébrique  de  degré  "Ly.  que  si  l'on  a, 
dès  que  n  est  assez  grand, 


>    ' 


M  étant  une  quantité  finie  indépendante  de  n  (*). 

Considérons  maintenant  une  fonction  entière  f(^)  à  coefficients 
rationnels  et  réels.  Nous  pourrons  toujours  écrire 

a,,  —  =c  —  ) 

Pn  et  q^  étant  entiers  positifs,  premiers  ou  non  entre  eux,  et  q,^  étant 
divisible  par  qn-n  qn-o,  .  ..,  qo-  Nous  supposerons  toutes  les  fonc- 
tions entières  à  coefficients  rationnels  que  nous  considérerons  mises 
sous  cette  forme. 

Substituons  alors  à  x,  dans  f{x-),  une  fraction  rationnelle  réelle 

-5  et  admettons  que/ (—j  soit  rationnel  et  =  ^^  (A,  B  entiers  premiers 

entre  eux).  On  aura 

\         70  7'"    7     / 

L'expression  ]  B^,„^"'R,„  |  devra  alors  être  nulle  ou  égale  à  un  nombre 
entier  ^i . 

On  a  R,„7^  o,  soit  si  tous  les  coefficients  «„  sont  positifs  à  partir 
d'une  certaine  valeur  de  n,  soit  dans  le  cas  des  séries  du  corollaire  IV  : 
plaçons-nous  dans  ces  deux  cas  [(cas  A)]. 

D'après  le  théorème  I  et  le  corollaire  II  (ou  encore  les  corollaires  I 


(•)  Si  ^^ f— ,  avec  à',  ^',  •;'  entiers   réels,  celte  inégalité  est  vraie  pour 
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à  IV),  pour  une  infinité  de  valeurs  de  in^ 

I  R     I  ^  9  I  ,/     I    I  ■'■  '    —  o  P'"  P'"        P 


i<|BR„,^„,^'"|<2Bp, 


pm+l 


q'^m+l 

P  étant  donné,  il  y  aura  impossibilité  dès  que 

^/H  +  1 

décroît  indéfiniment  avec  —  (/?/„^i).  Par  conséquent  : 

1°  Si  o,n<C  2'",  on  ne  peut  affirmer  l'impossibilité  que  quand  p  =  i, 
pourvu  que  p,„  soit  d'ordre  de  grandeur  «<  z,„,^^  ;  alors  o~"'  >  2~"'''  :  ce 
sera  donc  le  cas  pour  toutes  les  fonctions  entières  des  formes  on  ques- 
tion, en  particulier  pour  celles  d'ordre  non  transfini  ou  d'indice  fini 
(corollaire  T  du  théorème  I),  car  on  peut  prendre  pour  elles 

1 

et  si  a),„^  2'",  l'impossibilité  a  lieu  a  fortiori  ; 

2"  Si  6:"'<^  ;p„j^  {s  +  i)'"  (5  entier),  on  ne  peut  affirmer  l'impossibi- 
lité que  quand  /?^5,  pourvu  que  p,,^  soit  d'ordre  de  grandeur  plus 

petit  que  celui  de  '  '"'^_^\  -  Ce  sera,  en  général,  le  cas  des  fonctions  entières 

d'une  des  formes  en  question  et  d'ordre  (o,  i,  p)  :  pour  ces  fonctions, 

qui  sont  d'indice  i,  on  peut  prendre  (corollaire  I)  o„,=  e   ^^      \  et  s 
sera  déterminé  par 

(£  positif,  petit),  puiscjue  e,  tend  vers  o  quand  m  croît  indéfiniment. 

Si  -  est  infiniment  grand  (cas  des  fonctions  d'indice  ^2),  on  peut 

P 

affirmer  l'impossibilité  quel  que  soit/?,  pourvu  que  p„t  soit  d'ordre  de 
grandeur  plus  petit  que  celui  de  -'-^-  Prenons 


?'" 


e,(mr''         (kl2); 
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il  suffira  que  p,„  soit  d'ordre  plus  petit  que 

i  _  1_- _ 

e,,{m  +  i)P    ''e-C'+oiog/»^  ^^(,^^  _l_  i)p~''"'^, 

avec 

{m  +  i)  log/? 


a Ck-^  {m  +  \)  =  {m-\-  i)\o^p, 


G  = 


e/,_i(/n+  i) 

L'impossibilité    sera   manifeste    si  Pm'Se/,(7n  -{-  ly,    où ~  >  y] 

P 

(y]  fini  positif),  c'est-à-dire  que  dans  ce  cas  /(  — )  est  toujours  irra- 
tionnel. 

3"  Enfin,  si  /r^3,  on  peut  aller  plus  loin  encore  :  nous  savons  déjà 

que,   pour  les  deux  formes  de  séries  considérées,  /(— )   n'est   pas 

rationnel,  pourvu  que  p„^Sei,( m  -+- 1)"^,  Je  dis  que/(—  j  ne  peut  être 

algébrique,  quand  Pm^ej^i^mY'" . 

Considérons  une   fonction   entière  absolument   quelconque  d'in- 
dice A*^3,  pour  laquelle /?„j^ 6'/, (//^ y'",  où  t  est  fixe  et  <^  -•  Soit 

/(£)=E  =  M  +  R„„ 

où  ^  est  algébrique,  et  non  rationnel,  de  degré  a  ^  i.  On  aura  forcé- 
ment R,„^  o,  puisque  N  est  rationnel  et  ^  —  N  irrationnel.  Les  signes 
des  coefficients  a^  sont  donc  indifTérents,  et  ceci  nous  permet  néan- 
moins de  prendre  pour  «,„  un  coefficient  satisfaisant  à  (i  2)  et  d'appliquer 
le  corollaire  II,  tout  en  ayant  la  condition  R,„7^  o. 
Ceci  posé  (propriété  I), 


-N|  = 


l- 


'  r'q,n 


Mî^^        ^^^^^^^>' 


R  \<:o\u  |i^  =  oi^P--    p 


q.n   q'"   q'fm  +  l 

Donc 

qn.  q'"  q9,n^^  ^  M{q'-g„y  ^'n^^<^,     ^^    Pmq.n     P         q 
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Pour  les  fonctions  d'indice  fini,  d'après  le  corollaire  I,  on  peut 
prendre  9,„+,^('a('^^  +  0^    "  (^^  =  3),  etilfaut(') 

e,(m  +  i/    ''<^c'A.(my"'e,(m)V«(«-')^-+'^-:='-')<c',(my^- 
Oll  T,,  1.2  sont  finis,  a,n  satisfaisant  ici  à  (12  bis).  D'après  le  lemnie  II, 
cette  inégalité  est  impossible,  quel  que  soit  a,  et  /(-)  est  trans- 
cendant. 

/(- )  est  d'ailleurs  ici  irrationnel  dans  les  deux  cas  (A),  car 

(lemme  II),  pour  m  assez  grand. 

Nous  pouvons  alors  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème  II.  —  Soit  une  fonction  entière  d'ordre  ou  d'indice 
absolument  quelconque,  même  transfini  ou  infini, 

0 
à  coefficients  tous  rationnels  et  réels  :  on  pourra  toujours  supposer 

Çn 

iPni  ([n  entiers,  premiers  entre  eux  ou  non),  q„+i  étant  divisible 
par  q,^  (^  >-  o).  Supposons  de  plus  [conditions  (A)]  ou  bien  que  lesa^ 

soient  positifs,  ou  bien  que  — —  croisse  constamment  et  indéfi- 
niment avec  n  (a^,  ci,i+\i^o,  a„+^  z=r. .  .=  a„+y__i  =  o,  jx^  o).  Si  à 
partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  p^  est  d'ordre  de  grandeur  infé- 
rieur à  une  certaine  fonction  croissante  *i>„  de  n  qui  dépend  du 
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mode  de  décroissance  des  a^,  /"(-)  est  irrationnel,  quel  que  soit 

l'entier  q^i.  En  particulier  /(i)  est  irrationnel.  L'ordre  de  gran- 
deur de  ^n  croit  avec  Vordre  de  grandeur  des  inverses  des  coejffl- 
cients  a^. 

Quand  ces  fonctions  entières  sont  d'ordre  (o,  '  ;  p)»  J^(  —  )  {p,  q  po- 
sitifs premiers  entre  eux)  est  irrationnel  dans  les  mêmes  condi- 
tions, tant  que  p  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite. 

Quand  ces  fonctions  entières  sont  d'indice  ^2,  f(~]  est  irra- 
tionnel dans  les  mêmes  conditions. 

Enfin  quand  ces  fonctions  entières  sont  d'indice  ^3,y(  — j  est 
transcendant. 

On  peut  déterminer  pour  toutes  celles  de  ces  fonctions  qui  sont 
d'ordre  non  Iransfini  ou  d'indice  fini  des  limites  supérieures  de  p,n 
telles  que  ces  résultats  aient  sûrement  lieu. 

i"  Ordre  non  transfini  (k,  p)  ou  indice  f  ni  —  k.  —  Il  suffit 

p„<{\o^j,m)\ 

où  T  est  fixe  et  <C.    >  pour  que  f\-)  soit  irrationnel.   Ceci  a  lieu 

même  pour  k  =  o  ou  k  <^o  {^). 

2"  Ordre  nul,  indice  fini  k^2.  —Il  suffit  p,n^  e^i^m  +  i)"^,  oii  t  est 

fixe  et  <C  -' 

J  P 

3*^  Ordre  nul,  indice  fini  k^3.  La  fonction  entière  étant  abso- 
lument quelconque  [conditions  (A)  réalisées  ou  non\^  avec 

p„< e/,{my"'        {^^fixe  <  '-j , 

/(  — j  ne  peut  être  algébrique.  Si  donc  les  a^  satisfont  aux  condi- 
tions (A),  /'(  —  )  est  transcendant. 


A  ce  théorème  on  peut  rattacher  la  question  2339  posée  par  nous  dans  V Juter-' 
médiairc  des  Mathèinaticiens. 
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Nous  allons  encore  établir  la  propriété  suivante  : 

Théorème  II  bis.  —  Tout  étant  posé,  cojyime  au  premier  alinéa 
du  théorème  II,  supposons  que  — '—  croisse  constamment  et  indé- 
finiment avec  n.  Quel  que  soit  l'ordre  de  f(^x\  supposé  toutefois 
non  transfini,  /{  —  )  est  transcendant  dès  que croit  indéfi- 
niment avec  n  et p^'^  (Xo^j^ny. 

En  effet,  considérons  une  fonction  entière y(rr)  quelconque,  d'ordre 
quelconque  transfmi  ou  non,  mais  qui  ait  des  lacunes.  On  a  ('  ) 


|R,„|<2|W 


Si  u.  croît  assez  vile  avec  nt,  pour  a;  =  — >  |  R„,  1  <^  .,,   ., -:;•  On  a 

quand  les  conditions  (A)  ont  lieu,  et  alors  y(-|  est  transcendant. 

Plaçons-nous  en  particulier  dans  le  cas  du  corollaire  IV  et  des  fonc- 
tions entières  d'ordre  non  transfmi  ou  d'indice  fini  :  R,„^  o.  Il  faut 


R, 


d'où 


7/     (^  +  0. 


'^J ITJ]  (!  +  £}>  M^"'*r/«  ' 

si  /(-  j  est  algébrique.  Prenons 

/>w=(log>m)^         c  <  ^    et  fixe. 
D'après  le  corollaire  I,  si  a,n  satisfait  à  (12  bis), 

f^=(iog,,,«r(>"'), 

-— ^'^[log-,(m-h[J.)]^P 

A'/;i-t-[x 

(')  Nole('),  p.  292. 
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Il  faudrait 

<wa(^^  -  £,,jlog>+,w,. 

Que  A^  soit  positif  ou   négatif,   ceci  est  manifestement  impossible 
quand  — j —  croît  indéfiniment  avec  m,  ou  même  si  seulement 

où  "T^j  croît  indéfiniment  avec /;?.  c.  q.  f.  d. 

Remarque.    —  Ce  raisonnement  s'étend  d'ailleurs  aux  fonctions 
d'ordre  transfini  quand  p,n^  est  fini  ou  ^<p,',"^®  (0  fini). 

En  effet,  on  aura,  d'après  l'inégalité  (a)  de  M.  Hadamard, 

la^'Po'"'  la"'l— o'"     et     a   <m"'('-^0) 

fj    i«-v,i<M^'"vy::xi  +  £'); 

(m  +  [J.)log0  j  H-  (m  +  [J.)log(p,,,^^<malogy  +  ma(n-  0  +  £")logcp„,. 
Il  suffit  encore  que  m  +  [ji  =  niW„i,  où  ^,„  croît  indéfiniment  avec /;^, 
pour  que  cette  inégalité  soit  impossible,  par  suite,  pour  que  /(-  )  soit 
transcendant. 

§  IV.  —  Addition  des  fonctions  entières  et  des  nombres  transcendants. 
Soient  les  fonctions  entières 


(17)  F(x)=^u,,=^a,x"=^±^x' 


—  x"' 


où  ^-^^^  est  entier.  — —  croît  constamment  et  indéfiniment  avec  n,  et 
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OÙ  pn  est  d'ordre  de  grandeur  moindre  qu'une  certaine  fonction  de  n 
déterminée  comme  précédemment.  Si,  par  exemple,  ¥(x)  est  d'ordre 
non  transfini  (/r,  p),  ou  d'indice  fini,  on  pourra  prendre  pour  les  valeurs 

de  <2„  satisfaisant  à  (i  2  ^^^5) (corollaire  I)  cp„  ou  ']/„  =  (\o^^ny     '  {k  positif 

ou  négatif),  5'«  =  (logA/z)  ^    '^",  p«<  (log/t^i)^  (^T  fixe  <  ^j  au  moins 

à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n.  Le  corollaire  IV  du  théorème  I  est 
applicable  à  ces  fonctions. 

Les  valeurs  q^i  qi-,  q2i  •  y  1  ^Jn-)  -  --  étant  données,  et  les  ±  /?„  pre- 
nant toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives  compatibles  avec  les 
conditions  ci-dessus,  nous  dirons  que  les  fonctions  F(a:)  corres- 
pondantes forment  un  ensemble  E.  Nous  désignerons  par  SE  V en- 
semble des  ensembles  E  correspondant  à  une  même  valeur  de  k 
et  de  p. 

Ces  ensembles  jouissent  de  propriétés  arithmétiques  curieuses,  dont 
nous  allons  nous  occuper  ('). 

1  "  Somme  algébrique  ou  arithmétique  des  fonctions  de  E  ou 
deZE. 

A  étant  rationnel,  AF(a7)  appartient  à  Fensemble. 
Si  E(oo)  et  F,  (a?)  appartiennent  à  l'ensemble  E,  F(x)  ±  F,  (a;)  lui 
appartiendra,  à  moins  que  cette  somme  ne  soit  un  polynôme  ^(x), 

c'est-à-dire 

F  ±  F,  =  P. 
Donc 

La  somme  algébrique  f{x)  d'un  nombre  fini  quelconque  de 
fonctions  F,  F,,  Fo,  . . .  de  V ensemble  M  lui  appartient  ou  se  réduit 
à  un  polynone. 

D'après  le  théorème  II,  F(- j>  F,  (- U  •  •  •  sont  respectivement  irra- 
tionnels (pour  ^  :=  I ,  ou  /;  ;>  i)  ou  transcendants.  Suivant  ces  divers 

(')  Les  extensions  au  cas  où  les/?,,  et  y>  sont  imaginaires  sont  assez  souvent 
évidentes  :  nous  en  ajouterons  à  l'occasion. 
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cas,  nous  dirons  que  les  nombres  irrationnels  ou  transcendants  corres- 
pondants forment  un  ensemble  H^,^  (/?,  q  fixes).  Les  fonctions  F(a;), 
F,(^),  . . .  seront  les  fonctions  génératrices  de  ces  nombres.  Donc  : 

La  somme  algébrique  d'un  nombre  quelconque  fini  de  nombres 
de  Vensemble  H^^  est  un  nombre  de  l'ensemble,  à  moins  que  la 
somme  algébrique  des  fonctions  génératrices  correspondantes  ne 
se  réduise  à  un  polynôme. 

On  peut  généraliser  cette  propriété  quand  /r  ^  2  :  le  nombre  F,  (  —  | 
peut  être  considéré  comme  engendré  par  la  fonction 


p 
pour  a:  =  —  j  en  posant 


P9iJ   (In       Q«' 


On  a,  au  moins  pour  les  valeurs  de  n  satisfaisant  à  (12  bis^^  k  étant 
supposé  fini, 

qn=ek{n)^    ''\         Pn<Ck(ny     (*), 

£0,  £3  tendant  vers  zéro  quand  n  croît  indéfiniment.  Donc  F\*\x) 
appartient  aussi  à  un  ensemble  E''^  analogue  à  E,  qui  contient  d'ail- 
leurs E,  car  les  fonctions  F(x)  de  E  sont  de  la  forme 

2  -h   (P9i)"   Pn  ^n  ^  2  ±    ^P^^ypn  ^n 

ipçi)"  g,/  Qn  ' 

où 

(pqôyn<ek(ny^'^. 


Le  nombre  F(— jH-F,(  — j   sera  respectivement 


(^)  Si  A- ^3,  on  peut  prendre /?„<  e/.{ny",  avec  t  fixe  <  -• 

P 


au  moms  irra- 
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tionncl,  ou  transcendant  suivant  que  k  =  2.  ou  /c^  3,  sauf  si 


F(x)  +  F,(2^x) 


se  réduit  à  un  polynôme. 

Si  nous  supposons  de  plus  tous  les  coefficienls  de  F(.r)  ou  F','  (x) 
positifs,  celles  des  fonctions  E  ou  E'*'  qui  jouissent  de  cette  propriété 
formeront  un  sous-ensemble  E'  ou  E'^'\  E'^'^  contenant  E'.  La  somme 
arilJimétique  de  deux  ou  plusieurs  fonctions  de  l'ensemble  E'  ou  E''*' 
lui  appartient  et  ne  peut  se  réduire  à  un  polynôme.  La  somme  arith- 
métique d^un  nombre  fini  quelconque  de  nombres  du  sous-ensemble 
H'^   ou  H'^''  {correspondant  à  E'''^)  lui  appartient. 

Mais,  de  plus,  soient  deux  de  ces  sous-ensembles  H^^,  H^,,^^  de 
nombres  issus  de  E'.  Ces  deux  sous-ensembles  appartiennent  à  H'^^', 
diaprés  ce  qui  précède  ;  donc  : 

On  obtient  tous  les  nombres  irrationnels  ou  transcendants,  res- 
pectivcTuent ,  engendrés  par  les  fonctions  du   sous-ensemble   E' 

quand  x  prend  les  diverses  valeurs  -  (cr,  y  entiers  positifs  limités) 

en  donnant  à  x  dans  les  fonctions  dhin  sous-ensemble  ^''^'^^  analogue 
et  contenant  E'  une  valeur  rationnelle  arbitraire,  i  par  exemple. 
Le  sous-ensemble  H''-^  de  ces  nombres  est  tel  que  la  somme  arithmé- 
tique de  deux  nombres  de  H''^'  appartient  à  H'^-'. 

Quels  que  soient  vs  et  y,  E''^'  appartient  à  SE'  et  H'^'*'  à  2H^,^  qui 
correspond  à  SE'.  On  obtient  donc  tous  les  nombres  transcendants 
que  peut  donner  E'  quand  x  est  rationnel,  en  donnant  à  x  dans  les 
fonctions  de  SE'  une  valeur  rationnelle  arbitraire,  par  exemple  .r  =  i . 

Soit,  en  particulier. 


et  faisons  .r  =  -  ■ 

7 
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c'est-à-dire  que,  si 

o(x)  =  F(^)4-F,(i), 


P\-^IE 


/(^;=nf 


p-^ 


Plus  généralement,  soient  a  =  —  un  nombre  rationnel,  F2(;j)  une 
fonction  de  E'  et  la  fonction  F^  (  _  _     );   pour  x  = —,   F 


"   n^r; 


appartient  à  H''^\  pourvu  que  —  soit  >  a,  ce  qui  a  lieu  si  a  <  o  (nous 

supposons  toujours—  ^-oj. 

Appelons  alors  l'ensemble  des  fonctions  quasi-entières 

9(:r)  =  F(x)-+-F,(x)  +  F, 


où  F(j),  F,(^),  Fo(-^),  .  . .  appartiennent  à  E',  ensemble  Q  de  fonc- 
tions quasi-entières  dérivé  de  E'  (<2,,  a.,^  ...  négatifs  et  donnés,  en 
nombre  limité)  :  la  somme  arithmétique  de  deux  fonctions  de  Q 

appartient  à  Q.  U ensemble  des  nombres  'p(-)  coïncide  avec  un 

ensemble  de  nombres  analogue  à  H^^,  et  est  compris  dans  SH', ,. 

Autrement  dit  : 

Théorème  III.  —  Soient  ¥(^x),  ¥ ^(^x),  ...  des  fonctions  appar- 
tenant au  sous-ensemble  E';  «,,  a,,^  . . . ,  «e  des  nombres  rationnels 
positifs  ou  négatifs,  et  la  fonction  quasi-entière 

cp(x)  =  F(:r)  +  F,(x)  +  F,(^)4-...-f-F9^.( 


X  «Q 


Si  E'  est  d'indice  ^2  ('  ),  <^i-\est  irrationnel  dès  que  —  est  rationnel, 


positif  et  ^  «y,  quel  que  soit  j.  Si  E'  est  d'indice  ^3,  oi-\  est  trans- 
cendant. 

(')  L'indice  de  l'ensemble  est  l'indice  commun  aux.  diverses  fonctions  de  cet 
ensemble;  de  même  pour  l'ordre. 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  lome  X.  —  Fhsc.  HI,  1904.  '^ 


3o8  EDMOND    MAILLET. 

Pour  les  fonctions  quasi-entières  d'indice  <  i  d'un  même  ensemble  E, 
on  peut  aussi  obtenir  des  applications  arithmétiques  intéressantes,  mais 

beaucoup  plus  particulières.  Nous  savons  seulement  que  Ff  ^  j  est  irra- 
tionnel pour  des  valeurs  de  p  limitées;  la  fonction  F,  (  -  j  introduira  la 

quantité  F(  -  )  que  nous  ne  savons  irrationnelle  que  pour  des  valeurs 

de  q  limitées.  On  est  conduite  ne  considérer  que  des  valeurs  àe p  clq 
limitées.  Nous  prendrons  en  particulier  p  =  i ,  ^  =  i  et  les  fonctions 

quasi-entières  ¥ {x)  4-  F,  (  -  j  —  o,  (a;),  de  façon  que  le  raisonnement 

soit  toujours  applicable,  même  si  F(:^)  et  F,  (r)  sont  d'ordre  fini. 
Dans  ce  cas,  on  peut  considérer  le  nombre  F(i)  +  F,(i)  comme 

issu  aussi  bien  de  F(j?)  -1-  F,  (-^  j  que  de  F(x-)  -h  ¥ ^{x)  pour  x  =  \. 

Par  suite,  le  nombre  F(i)  H- F,(i) -H  F2(i)  +  . . .  provenant  d'une 
somme  de  fonctions  de  la  forme  o^{x)  issues  de  E  sera  irrationnel, 
sauf  si  la  fonction  F(x)  H-  F,  {x)  -h  ...  se  réduit  à  un  polynôme. 

Théorème  IV.  —  Soient  F(a7),  F,  (a;),  ...  des  fonctions  de  l'en- 
semble E  d'ordre  ou  d'indice  quelconque  :  F(i  )  -f-  F,  (i)  -f-  . . .  est 
irrationnel  si  F(a7)  +  F,(a7)-f-. ..  ne  se  réduit  pas  à  un  polynôme. 
Par  suite,  si  ¥{x)  et  ¥ ^{x)  ont  leurs  coefficients  positifs  (^en- 
semble ¥'),  et  si  cp(a;)  =  F(x')-i-F,  (  -  j>  !p(i)  et  toute  somme  arith- 
métique de  nombres  9(1)  sont  irrationnels. 

Considérons  particulièrement  les  quatre  fonctions  0,  0,,  0^,  O3  de 
Jacobi  sous  la  forme 


1    v'         I 


*  -i      -  r 


n-—n  „in-¥\ 


(,8) 


«.(=)=2(- ■)"'■"■■==". 

—  00 
-1-00 


LES    FONCTIONS    MONODROMES    ET    LES    NOMBRES    TRANSCENDANTS.       3o9 

OU  encore 


ir'^(z)  =2(~  i)"r--"'-''z"'-^'  +2(-  O""*""' 


•  I  - 


0 


>.('-) =2;(-o"'-"'-'"+î;(-')""-";^' 

0  1 

L(.-)  =  .+2(-l)V-'"(-»+^); 

1 


(  2  «  +  1  )  (  1  +  £  ) 


On  a  /■'''+":=  R2«+i  ^yQQ  ^  __  ,.2«H-i  _  ^  4  (^Q^  suppose  ici 

r  entier  réel  et  ^  i),  et  O(^)  et  0,(s)  sont  d'ordre  (o,  i,^-^^j,  et 

d'indice  i  aux  environs  de  leurs  deux  points  essentiels,  ainsi  que  leurs 
dérivées  (').  De  même,  si 

et  Oo,  G3  sont  du  même  ordre  que  0,  6,,  ainsi  que  leurs  dérivées.  Cette 
propriété  a  lieu  aussi  bien  aux  environs  de  s  =  o  que  de  :r  ^  go. 

(  '  )  La  dérivée  d'une  fonction  entière  ou  quasi-entière  d'ordre  non  transfini, 
ou  d'indice  fini  est  évidemment  de  même  ordre  ou  de  môme  indice. 

Au  sujet  de  ^-^i-^)  comp.  E.  Lindelôf,  Mémoire  sur  la  théorie  des  fondions 
entières,  p.  4^  j  Acta  Societ.  Scient.  Fennicœ,  t.  XXXI,  1902;  Hadamard, 
M.ëmo'irQ  couvonnit^  Journal  de  Mathématiques,   1898,  p.  17g. 
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On  a  G(i)  =  o.  Mais  /'''6,(i)  et  03(1)  ont  tous  leurs  termes  positifs, 
et,  par  suite,  sont  irrationnels  (*)  quand  /-  est  entier.  De  même 
pour  62(1),  le  corollaire  IV  du  théorème  I  étant  applicable  aux 
quatre  fonctions  0. 

On  voit  encore  que  toutes  les  dérivées  de  r''G,(^)  et  03(;:)  autres 
que  les  dérivées  premières  sont  irrationnelles  pour  j  =  i  (rentier  >>i). 
En  eftet,  on  a 

"^^'^       -2x''^      =  5; ,.-«'-«  [^2«-2>+,  ^2/z  +  1)2/1... (2n  -+-2-  2  A) 

4-:^-2«--^-'(2/Z  +  l)(2/Z+2V..(2/?,  -f-2X)]. 

En  laissant  de  côté  un  certain  nombre  de  termes  relatifs  aux  petites 
valeurs  de  n,  ceci  peut  s'écrire,  pour  -  =  1 , 

2 /•"'-«  11-  (/?.  >o), 

IIx  étant  un  polynôme  en  n  de  degré  2 À,  ce  qui  est  la  valeur  de 

pour  y  =  I .  Pour  cette  fonction,  d'après  le  corollaire  I  du  théorème  I, 
et 

qui,  pour  r'^i,  est  d'ordre  de  grandeur  supérieur  à  H;,  dès  que  n  est 

assez  grand  (p.  3oi)  :  donc  la  dérivée  (  2  X)""'"'  de  /'  0,  (::)  est  irration- 
nelle pour  ^  =  I . 

On  peut  faire  un  raisonnement  analogue  pour  les  dérivées  d'ordre 
pair  de  0._i(z). 

De  même,  pour  les  dérivées  d'ordre  impair,  autres  que  les  dérivées 
premières  [ 0',  (  1  )  =  0', (  1  )  =-  0!, (  1  )  =  o]. 


(')  Propriété  déjà  indiquée  par  Liouville  {Journal  de  Mathématù/iies,  i85i, 
p.  i^o),  en  ce  qui  concerne  une  de  ces  quantités. 
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Ainsi 

^  =2  r--[-«-^-  2,<2,.  -  T). . .(.,.  -  2  A) 

Ceci  s'écrit  encore,  pour  ^  =  i , 

^r-«"-X,  (/^,>o), 

yx  étant  un  polynôme  en  n  de  degré  <2X  cjui  ne  s'annule  pas,  dès 
que  n  est  supérieur  à  une  certaine  limite,  et  qui  a  une  valeur  négative. 

Le  corollaire  IV  du  théorème  I  étant  applicable  à  ^  j-~"'yj^z'^  (/^  >•  o), 
le  raisonnement  s'achève  comme  précédemment,  et  — ^r~  est  irra- 
tionnel pour  ^  =  I  ;  de  même  pour  les  dérivées  d'ordre  impair   de 

rh,(z). 
En  résumé  : 

Corollaire,  —  Soient  0(i:),  6,,  Oj,  Ô3  les  quatre  fondions  6  de 

Jacobiy  avec,  par  exemple, 

-+■  00 

— 00 

r  étant  entier  réel  >>  i .  /•^G,(;:),  0.,(::),  et  toutes  leurs  dérivées 
d'ordre  ^2,  enfin  02(2)  sont,  pour  s  =  1,  des  quantités  irration- 
nelles (  ^  ) . 

Il  en  est  de  même  pour  toute  fonction  linéaire  à  coefficients  rationnels 

positifs  de  r"  6,(z),  63 (^)  et  leurs  dérivées  d'indice  pair  et  de  62(^)5 
quand  :?  =  i  ;  car  les  corollaires  I  et  lYdu  théorème  I  sont  applicables 
à  cette  combinaison. 

(')  Nous  n'insistons  pas  sur  l'extension  possible  de  ces  résultats  aux  dérivées 
de  ir^^{z)  et  deO.>(i). 

38. 
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§  V.   —  2°  Produits  de  fonctions  de  Yj  ou  de  2.  E-  Multiplication 
des  nombres  transcendants. 

Considérons  les  deux  fonctions  F(5;),  F,  {x)  de  l'ensemble  E,  et 
¥{x)V,{x)=y^x''  y  ^.x«         (p„,  /?;;'  positifs  ou  négatifs). 

0  0 

Nous  supposerons  ici  que,  dès  que  n  dépasse  une  certaine  limite, 

q^^=z  ek(n)  ^     '  ,  quel  que  soit /i. 

Nous  pouvons  faire  le  développement  de  ce  produit  en  mettant  en 
évidence  la  somme 


^  =p->^  ypioo"^^x^y^x^-^p^x^\ 

qi        ^      g^  -^  qn  q^     -^  qn  ql 

0  0 

Admettons  que  l'ensemble  E  soit  d'indice  /f  ^3.  On  a 
On  peut  aussi  écrire 


TT/^NF    ( ^\  —V 

'v(^) 

i>  \^  )  i>  k\X  )  —2^ 

q-^ 

re 

V  — 1 

^'"K 

ql                ^v  ^v-i 

q^ 

où  rrr„,  tir^^  sont  d'ordres  respectivement  au  plus  égaux  à  ceux  de  q^_f 
multiplié  par  celui  de  la  plus  grande  des  quantités  p„p[y(n,  /i'^v), 
ou  à  celui  de  pv/>V'- 

Considérons  plus  généralement 


)().-i) 


F(.v)F,(œ)...F,_,(.r)='^';f.c':..y^l^.c". 
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Ce  sera  la  somme  de  termes  de  la  forme 


i:ë-"-2 


V  — 1  , 

(X-2)  r,()>-l) 


qn         q^ 


qn         ^^    qn 


9l 


Nous  supposons  ici /?v,  "•■,  p^}  *'  croissant  assez  lentement  avec  v. 
On  aura  ainsi 

F(x)  F,(x). .  .Fx_,  (^)  =  y    -^î^  H-  -t4z^  +. . .+  ^^^S—   ' 


avec 


les  ^^"  étant  des  polynômes  à  coefficients  entiers.  Ici  (lemmes  I  et  II) 

où  £,  tend  vers  o  avec--  D'ailleurs  ql~' qi^^  divise  ql"'  qi^^  des  que 

J  <C  i,  car  le  quotient  est  (  -^  j 

Nous  sommes  ainsi  amené  à  étudier  les  expressions  de  la  forme 

(.9)     /"(-)=i[^-*t^--..-^]. 


ou 


les  polynômes  ^[,,  ...,  '^[^^  étant  de  degrés  <Xv,  et  leurs  coefficients, 
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qui  sont  entiers  ('),  d'ordre  <e;t(vy'^,  si  Ton  suppose  que  \p,\,  \pl''\,  . . . 
aient  une  limite  supérieure  de  même  forme.  Q;'"''  divise  Qt", 
Q?  divise  QU,. 

Considérons  l'ensemble  des  fonctions  g^^\x)  satisfaisant  à  ces  con- 
ditions :  la  fonction  ¥{x)  est  évidemment  de  la  forme  g'''^\x).  Le 
produit  de  deux  fonctions  g^'^Kx)  est  une  fonction  g^-\x).  Toute 
somme  algébrique  de  fonctions  (')  g'^\x)  est  une  fonction  g^'^\x). 
Le  produit  de  \  fonctions  ¥(x)  deE  appartient  à  l'ensemble  g^^-^(x) 
[c'est-à-dire  est  de  la  forme  g''^\x)]. 

En  considérant  les  produits  de  X  fonctions  au  plus  du  sous-ensemble  E' 
on  obtiendrait  de  môme  une  suite  de  sous-ensembles  tous  contenus 
respectivement  dans  les  sous-ensembles  Y^\x)  déduits  de  g^'''\x)  en 
n'attribuant  aux  coefficients  que  des  valeurs  nulles  ou  positives  :  la 
somme  arithmétique  de  deux  y<"(x)  est  de  la  même  forme;  le  produit 
est  de  la  forme  Y'^^'\x). 

Les  séries  g^'^'\x)  sont  des  fonctions  entières,  car,  pour  toute 
valeur  de  x,  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  tend  évidemment 
vers  G  (lemme  II).  Toute  propriété  commune  aux  séries  g'^\x) 
appartient  simultanément  aux  fonctions  de  E'  et  à  leurs  produits 

2  à  2,  3  à  3,  . . .,  A  à  X.  En  particulier,  pour  toute  valeur  de  x  =  — 

rationnelle,  d' aille  uj^s  réelle  ou  imaginaire,  g'^^^l^jest,  en  général, 
transcendant. 

En  effet,  d'abord,  le  corollaire  IV  du  théorème  I  s'étend  à  g^^\x). 
Soit 

1 
est  d'une  des  formes 


4.V'-"(^)   QV' 


-K'''(.r)    Q<'^'>' 


(")   I\os  raisonnements  subsisleiil  quand  on  donne  aux  coeffirieuls  des  4'v'  (-î") 
des  valeurs  imaginaires  dont  les  modules  satisfont  à  des  conditions  analogues. 
C)  Correspondant  à  des  valeurs  identiques  des  QiJK 
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OU 


Ô   = 


^'.-.A-r)    Ql}' 


Or 


q; 


-  Ht  -  îc     V 


v  +  iVP       V 


ei.(v  +  i) 


d'après  le  lemme  II.  Dès  lors,  a-  étant  donné,  pour  m  assez  grand, 
(5  et  §'  sont  aussi  petits  qu'on  veut;  et  ceci  s'étendrait  de  suite  au  cas 
où  g''^\x)  présente  des  lacunes.  Donc 


«,«+ixl(l  —  ^') 


g^'\.i-)-^u„(x) 


",«+u.|(l  -i-£') 


V  ^//(-t-i  —  •  •  •  —  ^ 


/«+[JL— I 


O,    lim,    U,„^^^o). 


Les  inégalités  du  corollaire  IV  du  théoj^ème  I s' appliquent  encore 


Ceci  posé,  soit 


a  -\-  bi         {a  -\-  bi)  (c  —  di)         a.  -\-  ^i 


q         c  -^-  di 

(oL,  [3,  Y  entiers  réels), 

m 


c-  -+-  d- 


Y 


P\  _  M  H-  N  <■ 
'qj   ~~Q^/^'- 


où  M  et  N  sont  entiers,  et  u,n(x)  =  u,^  est  un  terme  de  «-'^'(.r)  de  la 
forme  ^^^;,..    -  Dans  le  cas  où  g'^'>(x)  =  F(x)Ff(x). .  .Fx_,(:r), 


Qt'" 


,(X~ii 


Admettons  que  «•'^'  (  -  )  ;=  ç  soit  rationnel  ou  algébrique  de  degré  a, . 
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I**  ^  est  rationnel.  Deux  cas  pourront  se  présenter  :  ou  bien 
^'"(f)-2-(l) 

1 

est  :^  o  pour  une  infinité  de  valeurs  de  m;  d'après  la  propriété  ï, 


'^-K^ 


(M,  fini), 


pour  une  infinité  de  valeurs  de  7?2;  ou  bien 

1 

dès  que  m^m,;  ce  cas  est  évidemment  impossible  (*),  soit  quand 
g''^\x)  =  F  F, . .  .F),_,  et  que  p-^p'^. .  ./?v^~"  est  ^  o  pour  une  infinité  de 
valeurs  de  v  ^  v,  (comme  cela  a  lieu  par  exemple  quand  les  F,  . . ., 


(*)  Si  ce  cas  est  réalisé,  on  a,  pour  a:r=  — , 


VA^)     ,     't'H^) 


=r  o. 


Or,  on  a,  si  <{/^"(a;)^o, 

Si 

fv(^)  7^0,  W^^-Q',=  'f'-<!^:,(^^^  +A==0, 

où   A  est  aussi   petit   qu'on  veut,   quand  v  est  assez  grand,  et  y^"'4'v(      )  ^^'■ 
entier  ^  o  :  ce  résultat  est  absurde,  et  «fv!  —  )  =:  o.  De  même,  successivement, 

\9/ 


H^ 


+?'(^)=o. 


LES    FONCTIONS    MONODROMES    ET    LES    NOMBRES    TRANSCENDANTS.       3lJ 

F^~'*  ne  présentent  pas  de  lacunes),  soit  quand  ^  est  réel,  >>  o,  et  que 

les  coefficients  d'une  infinité  des  polynômes  <|'^"( a.)  sont  ^o,  et  de 
même  signe  pour  chaque  polynôme.  De  toutes  façons  si,  pour  m  ^  m,, 

^'^'(~)  ~^  ^n{-)  =0?  chacun  des  polynômes  ^v'X^O  ^  entre  ses 

coefficients  une  certaine  relation  quand  v  ^  v,.  Ce  cas  n'est  donc  pas 
le  cas  général  ('  ). 


(*)  Quand  les   coefficients  d'une    infinité  des    polynômes    Y^f^x)    ont   leurs 
modules  limités  et  5a  (a  nombre  fixe),  les  racines  de  Yy'\x)  ont  leurs  modules 

mX 

limités,  et  le  cas  exceptionnel  g-^^'>  {—)  —  ^"«()^^^  pour  m  >■  m,  ne  peut 

1 

avoir  lieu  que  quand    —    est  inférieur  à  un  nombre  fixe. 
q 

Mais  l'on  peut  former  des  fonctions  ^^^^(.r)  qui  ne  sont  pas  des  polynômes,  et 

qui  ont  des  valeurs  rationnelles  pour  une  infinité  de  valeurs  rationnelles  de  a:, 

et  même  pour  toute  valeur  rationnelle  a;.  Soit  le  polynôme 

m 

OÙ  rn  et  y^  prennent  toutes  les  valeurs  des  entiers  positifs  ou  négatifs  ^  o  et  de 
modules  ^m.  Z„i{a:)  est  de  degré  l^m^  et  a  ses  coefficients  entiers  et  d'ordre 
<  m*'"'=:  e^'t'iog/Ti^  La  fonction 

v^  Z    (ce) 
<P{û!)=z  A  -Jr  X  ^,—r^ — -  (A  constante  rationnelle,  X  entier  ^i), 

OÙ 

?,.„.,„=  e.(4«.=  + ■)(?-)""'*•'         r*i3,  ?il^^ttl2^  entier] 
est  une  fonction  ^(''(  j?),  et  *(^)  est  rationnel  pour  a:  rationnel  réel.  La  fonction 

'P^{a;)  =  k.^-i-x^^^^^  (X>2) 

est  une  fonction  ^<^^(^),  et  *,(^)  est  rationnel  et  positif  pour  x  rationnel  réel. 
<ï»i(a;)  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  rationnelle  de  x.  Toute  fonction  ration- 
nelle *2(J7)  à  coefficients  rationnels  de  fonctions  analogues  à  ^{x)  ou  *i(^) 
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2°  ^  est  algébrique  :  H  —  V  i/„  (-j  n'est  jamais  nul,  puisque  ^  u„  iJ- 


(M,  fini,  a,  entier). 


est  rationnel.  D'après  la  propriété  I, 


^-2«»(f 


En  résumé,  que  ^  soit  rationnel  ou  algébrique,  il  faut,  en  général, 


^lin 


M,Q(>-.a..^a.A, 


(M,  fini), 


cette  condition  ayant  toujours  lieu,  si  ^  est  algébrique. 
Or,  d'après  ce  qu'on  a  vu  tout  à  l'heure. 


-2"« 


=  I  "mX+ix  I  (1  +  £')  =  2|  U„,i^^  I  <  2  j^ 


OÙ  l'on  a  [j.,  >  o.  Le  dernier  membre  est  encore  de  la  forme 


alors  que 


M,  Q<^'  ««  -^^M 


ek{m  4-  [i.,)    *^P    ^)^'"-^V:)i ^ 


est  de  la  forme 


e,{m)   ^^      ^         ; 
le  rapprochement  des  deux  inégalités  précédentes  donnerait 

e,{m)^^      ^        >6>,(m-f-{jL,)^P     ^ 

ce  qui  est  en  contradiction  avec  le  lemme  II. 

Par  conséquent,  pour  x  rationnel,  si  g''^\^)  n'est  pas  un  polynôme, 
g''^^(x)  n'est  jamais  algébrique;  il  ne  peut  être  rationnel  quand  g^^\x) 
est  un  produit  de  X  fonctions  F(a;)  sans  lacunes  ou  pour  lesquelles 


prend  pouro^ralionnel  réel  quelconque  une  valeur  rationnelle  {Comp.  P.  Staeckbl, 
Math.  Ann.,  l.  XLVI,  1896,  p.  5i3,  el  Comptes  rendus,  20  et  27  mars  1899). 
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p^p'^. .  .p\^'^'^  o  pour  une  infinité  de  valeurs  de  v,  quand  ^-'^-'(x)  pos- 
sède une  ÎTifinilé  de  polynômes  'Y^\x)  dont  les  coefficients  sont  tous  de 
même  signe,  x  étant  réel  et  ^  o,  quand  les  coefficients  d'une  infinité 
de  polynômes  t];^"  (a;)  ont  leurs  modules  limités  et  que  \x\'^x^,x^  étant 
positif  et  limité.  Donc  : 

Théorème  V.  —  Soit  la  fonclion 

(■9)     »^-)=i:[^+*^^f'+-' 

0 

où\  entier,  et  pour  v  ^  v, , 

Q(,"  diviseur  de  Qv'^",  Q?'  de  Q'y+i,  p  nombre  fixe,  k>3,  £,  tendant 
vers  o  quand  n  croit  indéfiniment,  ^^(x),  . . .,  Y^\x) polynômes  de 
degré  <Xv  à  coeffi,cients  entiers,  réels  ou  non,  d'ordre  =  efi{vy^>. 

Si  g^^\x)  n'est  pas  un  polynôme,  —étant  rationnel,  réel  ou  ima- 
ginaire, ^'^'  (  —  j  n^est  Jamais  algébrique  et,  en  général,  est  trans- 
cendant. 

Corollaire  I.  —  Le  produit  de  X  fonctions  {*)  F  (x),  F,  (x),  ..., 
Fx_,  (x)  de  l'ensemble  E,  sans  lacunes,  au  moins  à  partir  d'un  cer- 
tain terme,  ou  pour  lesquelles  p^p'^ .  ../?v^~"  7^  o  pour  une  infinité  de 
valeurs  dev,  ne  prend,  pour  x  rationnel,  que  des  valeurs  transcen- 
dantes; il  en  est  de  même  pour  les  fonctions  g''^\x)  renfernnant 
une  infinité  de  polynômes  ^|;^'^(a;)  dont  les  coefficients  sont  tous  de 
même  signe  dans  chaque  polynôme,  quand  x  est  réel  e/  >  o  5  les 
fonctions  g''^\oc')  pour  lesquelles  les  coefficients  d'une  infinité  des 
polynômes  !|'!/'(;r)  ont  leurs  modules  limités  ne  prennent  pour  x 
rationnel,  avec  \x\^  x^  (ic,  positif  limité^  que  des  valeurs  trans- 
cendantes. 

Corollaire  II.  —  Les  fonctions  g''^\x)  où  tous  les  coejfficients 
des  ^'vX^)  sont  nuls  ou  positifs,  c'  est-à-dire  les  fonctions  y'^'(x),  ne 
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prennentj  pour  x  rationnel  et  positif,  que  des  valeurs  transcen- 
dantes. 

C'est,  en  particulier,  le  cas  des  produits  \  à\  des  fonctions  du 
sous-ensemble  E'. 

Les  produits \à\ des  nombres  du  sous-ensemble  H''*^ (p.  3o6)  sont 
transcendants . 

La  somme  arithmétique  d'un  nombre  quelconque  de  f'^'M  —  ) 
{—rationnel  ^o)  est  de  la  même  forme  et  est  un  nombre  trans- 
cendant. Le  produit  d'un  nombre  quelconqueX^  de  y^^M^^  |  est  de  la 
forme  y'^.^M  ^  j  et  est  un  nombre  transcendant. 

Pour  obtenir  tous  les  y'^M  — )'  p  et  q  variant,  mais  p  et  q  restant 

limités  et  positifs,  on  remarque  que  y'^mA^)  =  y'^M—  —, —Y  C'est  la 

valeur  pour  x  =  —  de  Y^H—  —,  oc\.  l\  suffira  donc,  pour  avoir  toutes 

ces  valeurs  Y<^M-  ),  d'attribuer  à  —  une  valeur  arbitraire,  i  par  exemple, 
dans  les  fonctions  d'un  ensemble  analogue  à  celui  des  y'^^ (a;),  etlecom- 


prenant.  Les  mêmes  propriétés  restent  vraies  pour  les  nombres  g' 

Théorème  VI.  —  Par  addition,  soustraction  ou  multiplication, 
les  nombi^es  g^^\x)  (ow  x  prend  toute  valeur  rationnelle,  réelle  ou 
/ion),  en  particulier  les  nombres  de  E,  ne  peuvent  donner  que  des 
nombres  transcendants,  ou,  exceptionnellement,  rationnels.  Dans 
ce  dernier  cas,  les  polynômes  'Y^\x^  de  la  fonction  génératrice  cor- 
respondante doivent  tous  s'annuler  pour  la  valeur  rationnelle  de  x 
considérée,  quand  v  ^  v,. 

Par  addition  ou  multiplication,  les  nombres  Y^\x)  (ou  x  prend 
toute  valeur  rationnelle  réelle  positive)^  qui  sont  transcendants 
quand  y'^^(x')  n'est  pas  un  polynôme,  en  particulier  les  nombres 
de  E',  ne  peuvent  donner  que  des  nombres  transcendants. 

Pour  obtenir  tous  les  nombres  transcendants  que  peuvent  donner 
pour  les  valeurs  rationnelles  de  x  toutes  les  fonctions  g'^\''c)  ou 
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Y'^^(.x')  {avecx  ]>  o),  correspondant  à  une  même  valeur  de  k,  p  el  X, 
il  sujlfit  de  donner  à  x,  dans  l'ensemble  de  ces  fonctions,  une  valeur 
rationnelle  arbitraire,  la  valeur  i  par  exemple. 

On  peut  faire  application  de  ces  deux  théorèmes  aux  produits  des 
nombres  engendrés  par  les  fonctions  quasi-entières.  Reprenons  les 
fonctions  quasi-entières  et  les  nombres  considérés  au  théorème  III  : 
a,,  «o,  ...,  «6  étant  des  nombres  rationnels  donnés  (et  négatifs),  et 

F,  F, ,  . . .  étant.des  fonctions  de  E'  (p.  3o6),  cp  (  —  \  appartient  à  V  H, , . 

Tout  nombre  engendré  par  un  produit  de  X  fonctions  quasi-entières  de 
la  même  forme  que  9(^),  et  correspondant  à  des  valeurs  de  «,,  . . .,  «o 
différentes  ou  non,  en  même  nombre  ou  non,  mais  négatives,  appar- 
tient alors  à  V  y'^  '  (  i  ) . 

Théorème  VII.  —  Soient,  comme  au  théorème  111,  F(a7),  F,(a;),  . . . 
des  fonctions  appartenant  aux  sous-ensembles  l^Y!  \  a,,  a^,  ...,  «9; 
a', ,  a^,  . . . ,  «Q-; . . .  toutes  les  suites  quelconques  de  nombres  négatifs 
rationnels,  et  les  fonctions  quasi-entières 


9(x)    =F(^-)    +F,(1) 


F,  ^      + 


e+i 


(20) 


X  —  a,/  \x  —  a% 

(1) 


aO' 


Par  addition  ou  multiplication,  les  nombres  '^{x),  ç'''(a;),  ... 
(^x  prenant  toute  valeur  j^ationnelle  positive  ^  o),  qui  sont  trans- 
cendants,  ne  peuvent  donner  que  des  nombres  transcendants. 

Ces  nombres  sont  d'ailleuj^s  compris  parmi  les  nombres  Y^'{^) 
du  théorème  VI précédent  qui  correspondent  au  même  indice  k. 

Tout  polynôme  à  coefficients  rationnels  positifs  formé  avec  ces 
nombres  est  un  nombre  transcendant. 

Nous  venons  d'obtenir  ainsi  des  résultats  tout  à  fait  complets  pour 
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le  produit  des  fonctions  F(x)  de  E  ou  de  E',  quand  ces  ensembles  E 
ou  E'  sont  d'indices  >3.  Mais  les  fonctions  entières  les  plus  usuelles 
sont  d'indice  <  3,  et  il  serait  bien  intéressant  d'obtenir  aussi  à  l'égard 
de  leurs  produits  quelques  résultats,  fussent-ils  moins  complets. 

Nous  allons  considérer  les  fonctions  et  les  nombres  des  sous- 
ensembles  E'  et  H'  quand  l'indice  /l  =  2,  et  les  nombres  analogues 
pour  /l^i,  c'est-à-dire  les  nombres  déduits  de  F  (a?)  pour  x  ration- 
nel >  o,  quand  A-^  i,  les  coefficients  de  F(x)  étant  tous  positifs  : 


F  (  i- ]  =  i-^  -^  i-^  i- 


P]  =  Pl^PlP+,.,  +  EfL(P]     +Rn)^S--l-R- 


F,  [t]  =  S', 


R. 


avec  —  réel,  S'V  = 

q  7       m 


M[ 


9»iq' 


(21) 


S'!; 


9, 

C(OC(2) 


Soit  (A,,  B,  entiers) 


I  -h 


P 


S 


(f)C(2) 
m       ni 


S!!;' 


|yj(i)M(2) 


Cl/.. 


n 


Vm'Z' 


(22) 

Or 


A  = 


F.(-; 


F>,(|)-s;" 


•jl) 


Rd)  „(1) 

C(l)    =  ^'^l    „(1) 


(a,  fini), 


d'après  le  corollaire  IV  du  théorème  I.  Le  nombre  des   termes  du 
second  membre  de  (21)  étant  fini, 


^iq'mr 


<A 


^[(^ 


/?\""-^')^Ki, +  ...  +  /? 


^]     (')         (Pfini), 


p:;.,)?: 


(M  Ceci  suppose  —  ^  1  :  si  —  <<  1 ,  on  remplacera  (  — 
nement  est  le  même. 


im-hD'k 


:  I 


e  raison- 
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Si  ceci  est  impossible,  le  produit  du  second  membre  de  (21)  sera 
irrationnel.  Soit />;,;;, <^,_,( m  +  i)-(-+'),  . . . ,  p^]l^<ek_,{m  4-  lyt""^'- 
il  faut 

e,,  ( //i  4- 1  ) ^  P     ^         <  y pt'"-^ '  ^^  ej,_ ,  (  /m  4- 1  )"^'''-^  '  '  e,,  (  /?i  )  ^  p      ^   , 

Pour  A-  =  2,  ceci  n'est  impossible  que  si  X^2.  Pour  A'^i,  il  n'y  a 
pas  impossibilité  (*).  Donc,  quand  A  =  2,  la  seule  conclusion  que  nous 
puissons  tirer  est  la  suivante  : 

Théorème  YIII.  —  Le  produit  de  deux  fonctions  entières  ou 
quasi-entières  quelconques  d'indice  1  considérées  au  théorème  111 
prend  pour  x  rationnel  positif  (aj<^  o)  des  valeurs  irrationnelles. 
Le  produit  de  deux  nombres  de  i\'^^\  quand  H'^-*  est  d'indice  2,  est 
irrationnel,  comme  chacun  de  ces  nombres. 

§  M.  3°  Quotients  de  fonctions  de  E  ou  de  SE.  —  Nombres  niéromorphes. 

Le  quotient 

F(^)F^(.2;)...F>.(^) 

où  quelques-unes  des  fonctions  F  ou  F''^  peuvent  se  réduire  à  l'unité, 
soit  au  numérateur,  soit  au  dénominateur,  est  une  fonction  méro- 
morphe  de  la  forme 

Nous  dirons  que  tout  c|uotient  de  deux  fonctions  ^'^'(a?)  est  une 


(*)  Les  raisonnemenls  restent  vrais,  a  fortiori,  si  les  fonctions  considérées  F(x), 
Fi(;r),  .  ..  présentent  des  lacunes  {p,„j^^=:.  .  .=  p„^+^_i=  o,  p,„,  p,n+^^  o,  i^ar 
exemple). 

Journ.  de  Math.  (5=  série),  tome  X,  —  Fasc.  III,  1904.  ^9 
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fonclioji  méromorplic  issue  de  l' ensemble  g-''\x),  ou  une  fonction 
méroinorphe  \J^'\x^. 


Considérons  le  nombre 


7 


Nous  dirons  que  c'est  un  nombre  méromorphe. 

Premier  cas  :  à  =  i .  —  Soient  des  fonctions  F(^),  F,  (x)  analogues 
à  celles  envisagées  au  théorème  II,  et  auxquelles  le  corollaire  IV  du 
théorème  I  est  applicable  : 


T  (o/^\  —  _W_  —  A:L^    (^\ 


9/        pfP\        N,  +  R^ 


m  in 


0  0 

Admettons  d'abord  que  L"M-)  soit  rationnel  et  =  ^j  (A,  B  entiers). 
On  a 

an,  +  ar;;,-bn  +biu 
AN.-BN   =br,„-ar:;;, 

'/.//"(AN.-BN)  -  ry,„./"(BB,„- AU;;;). 

Le  premier  membre  est  entier,  le  second  doit  rétro  ;  il  est  nul  quel 

que  soit  m,  ou  ^i  pour  une  infinité  de  valeurs  de  m,  dès  que  m  ^  [a. 

S'il  est  nul  (=^), 

BU„-AR;:=o, 


(M  Nous  n'ctiulions  Ici  que  les  nombres  L'''  (—  )   issus  du  quolienl  -r^ — -  de 

\<j  1  b,(j7) 

deux  fouclions  de  l'enseuible  E  (j).  3o4). 

(2)  On  remarquera  que,  A  et  \l  élanl  donnés,  les  raisonnemenls  resleraienl 
vrais  si  F(.x)  cl  Fi(.t)  élaienl  des  polynômes  d'un  nombre  assez  grand  de  termes 
jouissant,  dès  que  m  >•  ;x,  des  propriétés  que  nous  supposons  pour  les  termes 
de  F  et  ¥^\  ou  encore  si  les  séries  F,  F,  présentent  des  lacunes. 
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dès  que  m  >>  [x.  Alors 

bpw,-ar:,:;,  =  o, 


Donc,  retranchant  membre  à  membre  chacune  de  ces  inégalités  de 
celle  qui  la  précède, 

Bw,„+,  — A<;,  =  o, 

B«,„+,  — A<;,  =  o, 


ou. 

B«,,,.-A<:;,  =  o,     B(±yi,„^,)-A(±/>::;,)-o, 

Ba,,,,- A<:;,  =  O,  B(z±:  /.,,,,)  -  A(±  /.- J  =  o, 


On  aurait,  pour  m  ^  [j., 


D  ^i^ii    "^    —    ^1  (^ n^    •) 


F(x)  =  V{x)  +  X,  F,  (X-), 
où  X,  est  rationnel,  et  P(^)  un  polynôme  à  coefficients  rationnels, 

Quand  P(-)  :^  o,  L"m^  j  ne  peut  être  rationnel  que  siF,  (- j  l'est; 
c'est-à-dire  que  L''M- )  est  irrationnel  dans  les  mômes  conditions 
que  F,  (- j  ou  F(^  j,  sauf  pour  les  valeurs  de  —  qui  rendent 

(\aleur  exceptionnelle  unique  pour  les  nombres  L''^(j;)  où  x  rationnel 
Nous  pouvons  donc  admettre  que,  en  général,  pour  une  infinité  de 
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.y..^'"lBR„-AR;:'|>i, 


c'est-à-dire,  a  fortiori,  puisque  [le  corollaire  IV  du  théorème  l  étant 
supposé  s'appliquer  à  F(a;)  et  F4(x')], 

IR    \<o\n       rin+s\  lR<''l<9l/7"'    r'"+' I 


2^y,„^/"  B 


Posant 


Pin-hl 
qm  +  i 


A 


r  in  +  l 


J . 


(']^w+i  croissant  indéfiniment  avec/;*  par  hypothèse) 


2|/^ 


(B|/A 


A|/^;:i.i)>'^^.-.,. 


Nous  retiendrons  seulement  ces  conséquences  :  i''  si  p  =  i,  cette 
inégalité  sera  toujours  impossible  pour  un  mode  de  croissance  assez 
lent  des  |  p,„^^  |,  |  p',l,\^  |  ;  2°  si  \p  \  quelconque,  il  suffira  que  •|,„^,  =  '/"^ 
(y„,  fonction  conslainment  croissante  de  m  absolument  quelconque) 
pour  que  cette  inégalité  soit  impossible  pour  un  mode  de  croissance 
assez  lent  des  |/^;-^.^  |,  |/^„1+,  |-  En  particulier,  prenons  (') 


|/>„|<C/,_,(/i)™,         \a,,\  =  e,,{ii)  ''^'^^''         (p  et  ^  fixes); 


alors 


car 


et 


en  sorte  que  îtt  tend  vers  zéro  quand  n  croît  indéfiniment; 


q,n 


(r=-) 


'J;        —  v'" 


e/,(w)    Vp       -^ 
(m  +  i)(-  +£"  W'/,_,(/«  -h  i)  —  my-  -\-  s.'\ck-i(/n)  =  f/iio^^y, 


(')  Pour  A  1  3  on  peut  prendre  1/>«|L  <'a('0^'"' 
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Dès  que  /i  ^2,  y,„  croît  indéfiniment,  et  L-'M  —  j  est  irrationnel. 

Un  exemple  simple  d'application  de  ce  qui  précède  est  celui  du 
quotient 

Tl,^  7)2. r2  Y),,^'» 


V^\x)=  '  ^'        '"        " 


"  1  01  /j  ! 


n; 


où  les  Y]„,  Y]^/'  sont  égaux  à  ±  i  ;  sauf  si  yj^y)^,"  conserve  un  signe  constant 
dès  que  n  est  supérieur  à  une  certaine  limite,  L^'M  -  j  est  irrationnel. 
Nous  obtenons  ainsi  le  résultat  suivant  : 

Théorème  IX.  —  Soient  F(.r),  F,(x)  deux  fonctions  entièi^es  (^cle 

F(r) 
V ensemble  E,  p.  3o4),  et  f{x)  —-  ^  .     » 


0  0 

p„,  yoj^",  qn  étant  des  entiers^  \  /?„  |,  j  pj/'  |  ayant  leur  croissance  suffi- 
samment lente,  et  ^^^^,  entier,  cToissant  constamment  et  indéfi- 

niment  avec  n  (^„  réel  et  positif  ). 

Si  Von  n'a  pas  F(rr)  —  X,  F,  (j;)  =  P(x)  [X,  constante  rationnelle^ 
V {x)  polynome\  : 

1°  /(-)  est  irrationnel {q  entier  quelconque)^ 

2°  Si  ^^^^  croit  suffisamment  vite  avec  n  {au  moins  aussi  vite 
9  II 

que  yj',,  oit  y„,  est  une  fonction  constamment  croissante  de  m, 
d'ailleurs  quelconque)^  f\)  ^^^  irrationnel  (p,  q  entiers  quel- 
conques,  p  positif,  négatif  ou  imaginaire  ;  q  positif).  Ce  sera  le 

cas  quand  qn=  e^{ny^    '^",  {k>i),  p,,<e/,-t(ny",  (^  fini). 

Si  l'on  a  F(x)  —  'k^F^(x)  =  P{x),  f(x)  est  irrationnel  quand 
¥(^x)  l'est,  sauf  pour  les  valeurs  rationnelles  de  x  qui  annulent 
P(x),  et  rendent  f(x)  égal  à  X,. 

39. 
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On  établira  de  même  que,  sous  certaines  conditions, /(-  )  =  L^'M -j 
est  transcendant.  En  effet,  supposons  que 

^   UJ~         nTThîP 

soit  algébrique  et  non  rationnel,  de  degré  a  >  i .  On  a 

AN,  — N  =  R„  — ar;;,'. 

D'abord,  dès  que  nf  ^  a,  on  ne  peut  avoir  constamment 

r„-ar::'=o, 


sans  quoi 


R, 


1(1) 


A?C  =  o, 


ce  qui  est  absurde,  puisque  î/„,+,  et  u\ll^  sont  rationnels.  Il  y  a  une 
infinité  de  valeurs  de  m  telles  que  R,„ —  ARJ,''  :^  o. 
Ceci  posé,  on  a  (propriété  I), 


AN,  — Nr=N,(A  — |-), 


A  — 


F.(^)(i  +  s)|<M.         (M,  fini), 

dès  que  m  est  assez  grand. 

|AN,-N1>IN. 


(M  fini), 


Mg""^ql  I  N,  |«     '  \\(/"'='(jl  I  N,  |«-' 


D'autre  part, 

|R,„-AR;,V|<2(|a,„,,H-l<;i.I) 

<^l/>/»4-.i  +  |/>^;,V, I  \p\> 

—  n  n"* 


Mo=rMlN,|«-'. 


M,,         M,  fini. 


M,. 
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Il  faudra  donc 


<  ^   \Pn,^A±lP''''.^  I    I  P  1""^' 


OU 


M3, 


Il  est  dès  lors  évident  que,  la  croissance  des  \p,„^^  \  et  !/?'„'  +  ,  |  étant 
donnée,  on  peut  prendre  celle  des  q„i  assez  rapide  pour  que  cette 
inégalité  soit  impossible  pour  m  assez  grand,  et  même  impossible 
quels  que  soient  a,  y»,  q. 

Prenons  |  p„  [  et  |  p\l^  |  =  ^a(/0"'"  (^i  ^ussi  petit  qu'on  veut),  \a„  |,  \a\l^  \ 

-ni-      '\ 

de  la  forme  C/,(^n)       p       ,  avec  k^3.  On  a  encore,  comme  tout  à 
rheure  (p.  326), 

De  même 


q„=e,{n)  '?      \ 


9  M  M 

et  GT,  tend  vers  o  quand  m  croît  indéfiniment.  Il  faudrait  ainsi 

■   ^.(^^  +  1)         ^P       '^^a(/»)    ^°      -^   , 

ce  qui  est  absurde  d'après  le  lemme  I. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème  X.  —  Tout  étant  posé  comme  au  théorème  IX  ci-dessus, 

-  (  -     \ 
si\a,i\^  \a\l'\,  q,iSonl  de  la  forme  e,,(n.)     ^p        (p  /ini,  A- ^3),  \  pn\ 

et  I  p\l^  1  au  plus  égaux  à  ef,^^{ny'^  (t  fini),  fi-  \  est  transcendant, 

à  moins  que  F(a?) —  >*v,F,  (x-)  =  P(a7). 

Dans  ce  dernier  cas,  f{x)  est  rationnel  pour  les  valeurs  ration- 
nelles de  X  qui  annulent  P(.^),  transcendant  pour  les  autres 
{sauf  X  =^  o);  f{x)  ne  peut  prendre,  en  dehors  de  /(o),  qu'une 
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valeur  rationnelle  au  plus  (').  Pour  /i^3,  f{x)  n'est  jamais  algé- 
brique pour  X  rationnel. 

On  peut  aussi  énoncer  ces  deux  théorèmes  de  la  manière  suivante 
en  se  bornant  au  cas  où  k^i  : 

Théorème  XI.  —  Soit  le  quotient  \J-^\x')  de  deux  fondions  F(x), 
F,  (a;)  de  r ensemble  E,  qui  ne  sont  pas  liées  par  une  relation  de  la 

forme  ¥{x)  —  'k^¥ ^{x)  =  V{x)  :  si  k>2,  L''M-j  est  irrationnel (^y, 

sik^3,  il  est  transcendant. 

On  obtient  tous  les  nombres  U'U- j  correspondant  à  une  valeur 

de  k  et  à  l'ensemble  SE  en  donnant  à  -  une  valeur  unique,  i  par 

exemple,  dans  les  fonctions  deli\J^\x). 

Le  quotient  de  deux  nombres  quelconques  du  sous-ensemble  H' 

(p.  3o6),  qui  est  un  nombre  L^'M  — j,  est  respectivement  irrationnel 

ou  transcendant,  à  moins  que  ¥(^x)  —  XF,(.r)  =  P(^)- 

Les  résultats  précédents  comportent  déjà  des  applications  aux  fonc- 
tions quasi-méromorphes.  Exemple  : 

F(.)  +  fYi 


FC)(^)+Fv^(^-^y 


quel  que  soit  A",  sera  irrationnel  pour  a?  =  r ,  si  l'on  n\a  pas 

Y{x)  +  F,  (.r)  -  X,  [F")(x)  +  F,"(^)]  =  P(^), 

et  si  F(.r)  +  F,  (.r),  F'''(.r)  -h  F'/'(a?)  ne  sont  pas  simultanément  des 
polynômes. 


(  '  )  Ce  cas  exceptionnel  peut  évitlemnienl  seprésonler,  el  renoncé  du  llicorèrae 
indique  à  quelles  condilions  nécessaires  et  suffisantes. 

(^)  Il  est  bien  entendu  que  nous  laissons  ici  les  nombres  transcendants  parmi 
les  nombres  irrationnels. 
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La  considération  des  fonctions  0,  0,,  0^,  0,,  de  Jacobi  [formule  (i8), 
p.  3o8,  r  entier  ^  i]  nous  fournit  une  application  plus  particulière. 
Prenons 


02(1)  ^      ^ 

X4-2  >./-"' 


?         r  entier  réel  >  i 


Ici 


Y{x)   =  r  4-  2^(-  I )"/'-''' a,-'*, 

1 

00 

1 
•   F (:r )  —  );, F, (.r)  n'est  pas  un  polynôme; 

I  r  «  I  —  1  r  «    I  —  ^  ' 

^^»±i  _  ,,2n+i   croît  indéfiniment  avec  /?.   Donc  ~-'-   est    irrationnel 

'Z»  ^3(1) 

d'après  (23)  (p.  326).  De  même  /'''^^^(');  de  môme  encore  7— i' 

l  ^       -^  ^i  ^  63(t)  V   ^  ■  63(1) 

■/^'  •  •  •'  Ctii%  par  exemple,  on  a 
03(1)  '  1  r     7 

00  00 


(•)  Si  Ton  pose 

l'{u) 


^/[i-r-{u)][i~k]r\u)] 


g,         l{u)  =  ±snffu, 


est  la  valeur  de  \/ki  (Jordan,  Analyse,  t.  II,  i883,  p.  887).  Il  faut  avoir 
«3(1) 

soin,  dans  le  Cours  d'Analyse  imprimé  de  M.  Jordan,  de  permuter  les  indices 
de  0,  6,,  O2,  de  façon  à  y  remplacer  0  par  O2,  0,  par  0,  0^  par  Oj. 

1  2''^'>  T       •  '  •  '       1 

iNous  rappelons  que  r  =  e"'^"^,  ^ — -  :=  t.  Ici  /"  est  suppose  entier  réel,  zz=xi 
(a  réel).  Si  r^  r\  (r,  entier),  y/A',  est  irrationnel. 
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et 

ne  se  réduit  pas  à  un  polynôme. 

Corollaire.  —  Soient  (),()^,^2^^3[forrrmles(i8),  p.  3o8]  les  qualité 

fonctions  0  de  Jacobi  :  jf^^,  f  rri'  ttt^'  -^^^'  '■  ■  -^ont  des  irra- 
J  03(1)         63(1)     03(1)     63(1) 

tionnelles  (r  entier  ^  i). 

Plus  généralement,  prenons  la  fonction  -fV-^'  où  9(^7)  et  '^^{x) 
sont  des  fonctions  quasi-entières  comme  celles  considérées  au  théo- 
rème III  (p.  307).  On  sait  (')  que  ^f-j  est  de  la  même  forme  que 

F(— K  de  mômecp,  (-)•  Ce  rapport ,   .^    est  irrationnel  quand  k  =  2, 

transcendant  quand  A-^3,  (^=  ^  ),  si  ~^  ne  satisfait  pas  à  une  con- 

^  -    '  \  q)  o^{œ)  l 

dition  particulière  exigeant  entre  les  coefficients  de  o{x)  et  de  o^{x 
une  infinité  dénombrable  de  relations.  On  peut  énoncer  une  partie  de 
la  propriété  corrélative  sous  cette  forme  : 

Théorème  XII.  —  Soient,  comme  au  théorème  TII,  toutes  les 
fonctions  quasi-entières 

?(-)  =  F(-)  +  F,  (^)  +  F.  [■^)  +. .  +  F^,  (^), 

a,,  . . .,  ao  étant  des  quantités  rationnelles  et  négatives,  en  nombre 
fini  quelconque  {une  au  moins  de  ces  fonctions  étant  ^  o,  et  alors 
ne  se  réduisant  pas  à  un  polynôme),  ¥{x),  F,(,r),  .  .,  Fo,.,(ic)  des 
fonctions  de  l'ensemble  ¥J  (p.  3o6). 

Soit  N  l'ensemble  des  nombres  irrationnels  (k  =  2)  ou  transcen- 
dants (/f^3)  obtenus  en  donnant  à  x  des  valeurs  rationnelles  ]>  o 
dans  9(.x")-  ^^  quotient  de  deux  nombres  de  N  est  en  général  un 
nombre  irrationnel  si  k  —  2,  transcendant  si  k^3  :  le  contraire  ne 
pourra  se  produire  que  si  les  deux  fonctions  génératrices  o{x), 

(  ')  Ici  />,  7  sont  réels  el  positifs,/;,,!^  e,(/<)'^"  pour  /rra,  />„=eA(«)'"  pour  /\-3. 
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o,(.t)  correspondantes  ont  entre  leurs  coefficients  une  infinité  dè- 
nomhrahle  de  relations  particulières.  En  tout  cas,  pour  /i^3,  ce 
quotient  n'est  pas  algébrique. 

On  peut  préciser  davantage  la  portée  de  ce  théorème,  et  établir  ce 
résultat  : 

Théobème  XIII.  —  Sioit  la  fonction  quasi-méromorphe  Q  obtenue 
en  divisant  deux  des  fonctions  cp  (x)  V  une  par  l'autre  (a^ , . . .,  «g  quan- 
tités rationnelles  quelconques  différentes  et  ^  o).  Si  Q  ne  se  réduit 
pas  à  une  constante  ou  à  une  fraction  rationnelle,  parmi  les  valeurs 
en  nombre  infini  que  Q  prend  pour  x  rationnel  quelconque,  il  n'y 
en  a  en  général  (')  qu'un  nombre  fini  qui  puissent  neutre  pas 
irrationnelles  pour  /i  =  2,  transcendantes  pour  /r^3;  ces  valeurs 
exceptionnelles  sont  aloi^s  rationnelles. 

En  effet,  on  a,  si  <7, 


si..  =  ^ 

1 

•(«„?, 

»  •  • 

.,  entiers), 

P,n    P"'    ^ 

y  m 

qm 

(f)"'- 

p^' 

qm 

(P.'?)'" 

q,n   (]'" 

{p^x-^iq)'" 

^,n    P'"   ^ 

/^yv 

(P,<7)- 

q.n   7'" 

q,n 

\p)  - 

qm 

{p^i—^yq)'" 

=2<' 


.t 


Nous  savons  déjà  que,  çf-)  etcp,(-j  pouvant  être  mis  sous  une 

forme  analogue  à  celle  de  ¥i-\,  leur  quotient  n'est  jamais  algébrique 
(théorème  X,  p.  329),  quand  A-^3. 

Supposons  ce  quotient  rationnel  pour  a;  =  —  • 

Dès  que  m  est  assez  grand,  il  faudra,  pour  que     y-'  '    soit  rationnel 

■■(f) 

et  =  ^,,  que  (raisonnement  identique  à  celui  de  la  page  SaS) 


(•)  Par  exemple  si   une  des  26  +  4  fonctions  F(.2),  F,(^),    ...,  Fo-(-i(a"), 
Ff'^(^),  .  .  .,  F^^j(.r)  ne  présente  pas  de  lacunes  à  partir  d'un  certain  terme. 
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quel  que  soil  /;?,  avec 


ou  encore 


{±p,,^^\rn,^)Ç  +  {±p\:::^\^\::)f^ 


(±/,-rpX,0  — 


(?.7)' 


ip'^i-'^iq)' 


G. 


Le  nombre  des  coefficients  p„^,  ct,„,  /)^,'',  crr^\  ...  qui  entrent  dans 
cette  relation  est  2(0  +  2). 

Si  alors  il  y  avait  au  moins  2(0  ^-  2)  relations  de  ce  genre,  c'est-à- 
dire  au  moins  2(0  H-  2)  valeurs  différentes  -  =7^  o  donnant  à  '^ ,   \  des 

valeurs  rationnelles  distinctes  \^,\^^  . .  .,\e  déterminant  des  relations 
correspondantes  entre  les/?,,,,  tzr,^,  . . .  devrait  s'annuler,  puisque  /),„,  ct,„, 
/?^,y,  ...  ne  sont  pas  tous  nuls,  au  moins  pour  une  infinité  de  valeurs 
de  m,  les  fonctions  F(a?),  F,(.r),  F^(a7),  ...  n'étant  pas  supposées 
toutes  des  polynômes.  On  aurait  ainsi,  dès  que  m  dépasse  une  certaine 
limite, 


X'- 


n'"        n' 

-  r/',"      //, 


{'^^qy 


^^iC^^q)' 


(/^iPi-^i'Zi)'"     (/^iP.-^.^i)' 


pour  une  infinité  de  valeurs  de  m  (consécutives  s'il  n'y  a  pas  de  lacunes), 

ou,  en  posant,  pour  simplifier,  —  =  yz+i? 

7' 


^20+1 


\     ^."■         J^        h.  '  ^» 

'"       T',"      T'."      (T.-^.)'"      (Y.-«,)' 


>^.y: 


i       X, 


ïr     T"'     (T--^,)'"     (T2-«.)' 


=  o. 


C'est  un  déterminant  à  2(0  4-  2)  lignes  et   colonnes,    dont  nous 
allons  obtenir  la  valeur. 
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D'abord,  pour  0  =  —  i,  ce  déterminant  se  réduit  à 


l7     ^.To' 


=  TrTr(^.-^.)7^o. 


?(.^) 


Il  y  a  au  plus  une  valeur  de  '   '      qui  soit  rationnelle  (')  (théo 

rèmes  IX  et  X).  Voyons  le  cas  général. 
Le  déterminant 


A,«  = 


«,  Cl] 

al       a'. 


«2./       «L        •••       ^In 

est  une  somme  algébrique  de  termes  de  la  forme 


(=^4) 


a^     aj 
a!     a- 


a]      a: 


a;      a. 


a: 


i^  :^  i^:^. .  .^  ^2^-  le  premier  de  ces  déterminants  d'ordre  deux  est 
formé  avec  des  éléments  des  deux  premières  colonnes  appartenant 
deux  à  deux  à  une  même  ligne,  et  ainsi  de  suite.  On  aura  alors 


A('«)    V 


X.. 


l'2 


H    I  '2 


I 

X,-,, 

T^ 

T^ 

I 

\. 

Y/r 

tt 

K 


I  X;. 


(25) 


^  in  ^  III 

[  ï'3  Y'.  (  Y/s  —  «  1  )  (  Y'o  —  «  1  )  •  •  •  (  Y/.0+3  —  «0  )  (  Y/.e+ >  —  «0  )]  ' 


avec  \-.  —  )^,-  ^  o,  Y,-  -  y,-  ^  o  quand  j  ^j\. 

Le  nombre  des  termes  de  (24)  dans  Al'f^i  est  a  =  CfQ_j.4 Cfo,^.^ . . .  C^'  C!;. 
Ecrivons  alors  les  équations  (^5)  pour  a  valeurs  de  m  assez  grandes 


(')  Nous  laissons,  bien  entendu,  tout  à  fait  de  coté  la  valeui-  o:  =  o. 
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et  consécutives,  m,  /m  H-  [/.,,...,  //^  -h  [J-a-,,  où  Ton  peut  prendre,  s'il 
n'y  a  pas  de  lacunes  dans  les  fonctions  F(^),  F, (a;),  ...,  ou  si  ces 
lacunes  sont  assez  espacées,  a,  —  i,  . . .,  p.^_,  =  c7  —  i;  nous  obtenons 
par  rapport  aux  <j  quantités  A  =  (A, —  \j,  . . .,  différentes  ou  non, 
a  équations  linéaires  homogènes  qui  ne  peuvent  être  satisfaites  qui  si 
le  déterminant  des  coefficients  est  nul;  posons 


(26) 


YmY^ 


T'3T'.(K— «i)(T'6— <^i' 


('■ 


I,  2. 


,,a). 


On  aura 


ce  qui  exige 


^iii 


N/;+jJ.,  ^"'+\>-i 


>/H+[J.ç_|  J^I'l  +  V-a-l 


Al 


I 


I 

0^ 


)!:-'    o^r' 


0„ 


>'«+Pm 


6Ï' 


1^-7-1 


0^' 


(o<^,<..   <a,_,)     ('). 


(  '  )  A^  n'est  pas  nul  identiquement  quels  que  soient  0,,  0.,.  .  .  . ,  0^.  Cette  pro- 
priété est  évidente  pour  a  z=z  i  ou  2;  admettons-la  pour  !7_3' — 1.  Si  Ajj.^z  o 
identiquement,  ^'a'  est  a  forliori  n\\\  pour  o,n:o,  et 


ô^-' 


''2 


>!J-T      1 


2ï'...ai^' 


3!^r-l^. 


os 


V-^-i    V-x 


>.V-i-V-x 


\V-<,-i-V-x 


=  o 


Mais  le  deuxième  déterminant  est  un  déterminant  a!-    ,.  et  l'on  est  conduit  à 
une  contradiction;  donc  Aj7.;zf  o. 
Ceci   posé,   A^  est  divisible   par   0,  —  8y  [i  ^j).  A^  s'écrira,  en  le  supposant 
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Bornons-nous  au  cas  où  l'on  peut  prendre  y-i—  l.  Alors 

A;^^(S.-ô^)  =  o      (.-^y). 

Ecrivons  toutes  les  équations 

§.  -  Bj  ^  o, 

l'une  d'elles  doit  être  satisfaite.  Ici  ^j  diffère  de  (5^  [formules  (26)],  soit 
par  le  numérateur,  soit,  si  les  numérateurs  sont  identiques,  par  le 
dénominateur.  Autrement  dit,  0^=  Oj  n'est  pas  une  identité  cjuand  on 
n'attribue  pas  à  c|uelcjues-uncs  des  quantités  y^,?  Y/,5  •  •  •  des  valeurs 
particulières. 

Chassons  dans  les  éc|uations  0,—  Oy  ~  o  les  dénominateurs  et  sup- 
primons les  facteurs  littéraux  communs  à  0/  et  Oj,  qui  sont  de  la 
forme  y^  ou  y^—  «^^,  les  y^  étant  supposés  :^  o  et  des  ai^.  Nous  obtien- 
drons des  écjuations  entre  deux  au  moins  des  quantités  y,,  y^,  .... 
Nous  considérerons  successivement  celles  de  ces  relations  contenant 
y],Y]  +  i,Y]  +  2,  ...  des  quantités  y,  si  une  de  ces  relations  en  contient 
y]  exactement,  aucune  n'en  contenant  moins.  Soient 

;  D^     =0,         D,,"=  o,         ..., 
(27)  D,^,-o,         , 


ces  relations  D^^y  =  o  contenant  y]  -f-y"  des  quantités  y  exactement. 
Prenons  d'abord  D^  =  o,  et  donnons  à  y]  —  i  des  y  qui  y  entrent  des 
valeurs  rationnelles  déterminées  différentes  (')  et  différentes  de  o, 

décomposé  en  facteurs  irréductiblesj 

A';...A;n(ô,-5y), 

où  A",  .  .,  A'^,  8j- — 8y  sont  des  facteurs  irréductibles  dont  aucun  n'est  nul  iden- 
tiquement quels  que  soient  les  Oj. 

Pour  étendre  au  cas  des  lacunes  le  théorème  que  nous  établissons  ici,  il  res- 
terait à  établir  qu'aucun  des  facteurs  \\,  . .  .,  A'^  n'est  nul  identiquement  quand 
on  substitue  aux  o^  leurs  valeurs  en  fonction  des  yy  [formules  (26)]. 

o  (  a:) 
(M  Pour  lesquelles  -'— - — -  est  supposé  rationnel. 
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<2,,  . . .,  «o;  la  Y]"'"^  Yi  est  alors  déterminée  et  a  au  plus  deux  valeurs. 
On  a,  en  effet,  pour  déterminer  y^,  une  des  équations 

T^idvi  —  «)  =  const.  ^o         ou         r^T  ~  const.  ^  o 

(a,  ^  =  o,  «,,...,  ou  «05  <^  7^  <^)- 

Dans  la  deuxième  relation  D.^"  =  o,  donnons  à  ■/]  —  i  des  y  des  valeurs 
différentes  et  différentes  des  précédentes  et  de  o,  «,,...,  «a  :  la  r/""^ 
est  déterminée  ;  et  ainsi  de  suite  :  dans  D^.+., ,  on  choisit  convenablement 
Y]  des  Y  qui  y  entrent.  Nous  continuerons  de  la  sorte  jusqu'à  épuise- 
ment des  relations  (27). 

Prenons  alors  une  valeur  y'  de  y  différente  de  toutes  celles  ainsi 

fixées  ou  trouvées,  qui  sont  en  nombre  fini  et  de  o,  «,,,..,  «0  :  -,'  ,,. 

ne  peut  être  rationnel,  sans  quoi,  si  Ton  raisonne  comme  ci-dessus, 
une  au  moins  des  relations  (27),  D.^_^y  =  o  par  exemple,  devrait  être 
satisfaite,  quand  on  prend  pour  t]  -\- j  —  i  des  y  qui  y  entrent  les 
valeurs  déjà  choisies  pour  cette  équation,  et  pour  la  (y]  -f-y)'^™^y  la 
valeur  y'  différente  de  celles  que  détermine  la  relation  Dy.+y  =  o. 

C.    Q.     F.     D. 

Remarque.  —  Le  théorème  se  trouve  ainsi  complètement  établi 
lorsque,  dans  les  fonctions  F(i6'),  F, (j:),  ..,  Fo+,(a?),  F^*'(a;),  ..., 
F|,^i(,r),  on  peut  trouver,  si  grand  que  soit  m,  une  suite  de 

a  =  C:o+4C:o+2- .  .C;  C" 

termes  en  x"%  rr'"^',  ...,  .x"'"^*^"'  tels  qu'un  au  moins  des  coefficients 
de  ^■'"^'  soit  ^  o  pour  une  au  moins  des  2O  -h  4  fonctions,  quel  que 
soit  i  =  o,  I ,  . . . ,  ou  cr  —  I .  C'est  ce  qu'on  peut  appeler  le  cas  général. 

Deuxième  cas  :  X  ]>  i  .  —  Quand  on  veut  étudier  les  produits  deux 
à  deux,  trois  à  trois,  etc.  des  nombres  L<'m  -  j,  on  est  conduit  à  envi- 
sager les  nombres  L''m-j-  Toute  propriété  commune  aux  fonc' 
tions  L'^^(x)  appartient  simultanément  aux  quotients  de  fonctions 


à 
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de  E  cl  au  quotient  de  leurs  produits  deux  à  deux,  trois  à  trois,  . . ., 
7.  à'k.  Nous  supposons  encore,  jusqu'à  nouvel  ordre,  A  :13. 

Je  dis  que  (  '  ),  même  si  À  =  i ,  T.'''  (^  j  est  rationnel  ou  transcendant, 
mais  n'est  pas  algébrique. 

En  effet,  d'abord,  établissons  pour  le  calcul  approximatif  de  U*'\x) 
une  formule  analogue  à  celle  que  nous  avons  trouvée  (p.  3  r  5)  ~pourg^\x'). 
On  a,  si  u„,^^,  u'J.l^,^ ^  o,  ?/„,^,  -=...=  u,„^^, _ ,  :=  u,l\,  =  ...=  //j;,.,_,  =  o, 


Jt,n+v\  (ï  —  2)  = 
^'LI+H^,  l(i  —  £^')  = 


Posons 


g'''\x)~^u,, 

0 
m 


2^^n=s,„    ;2<'-=s:,r, 


g'^^K^)  =  S„.  +  R,.,         g^:\x^  =  Sl^r  +  R^:  : 


r(>) 

h 


H., 


Pour  toute  valeur  de  x  telle  que  g''^^(^x)^  o,  on  peut  assigner  des 
limites  supérieures  finies  de 


(m  assez  grand)  (-).  D'ailleurs 
Donc 


IV. 


wLI+ij..  1(1  +  <)• 


(28) 


L("^)(;r) 


S,„ 


a   ?/, 


H-   3    H 


(y-,  ^  positifs  limités);  c'est  la  formule  que  nous  voulions  établir.  Donc  : 

(')  Lf^'(^)  est  une  fonction  nKM'omorphe;  ici  L<^'(j7)  est  le  quotient  de  tleu\ 
quelconques  des  fonctions  g^'^^{a;),  formule  (19),  p.  3i3. 
(-)  Si  m  est  assez  grand,  S'„''(.r)  est  alors  ^o. 

Journ.  de  Math    {5'  série),  lome  X.  —  Fasc.  Ul,  igo^.  '1^ 
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Pour  toute  valeur  de  x  qui  n  annule  pas  <^l\x),  à  partir  d'une 
certaine  valeur  de  /??, 


(■28) 


\P\x) 


2"' 


2"!," 


Sa|«m+lil  +P|«»l,.,  Il 


W,„_^jJ^^_,     O,  t^„;^_JJ.,  U,fiJ^^^     O,  oc, 


[^  positifs  et  finis). 

On  a  envoie  pour  L'^'(.r)  <:/e.9  inégalités  analogues  à  celles  du 
corollaire  IV  du  théorème  I. 


Ceci  posé,  soit,  comme  à  la  page  3i5, 

(a,,p,,  Y,  entiers). 


p         a  -h  bi         a,  +  p,  i 
(j  c  -\-  di 


Ti 


et  supposons  que  L''^f  —  |  =  H  soit  rationnel  ou  algébrique  de  degré  a. 
On  a 

1)1  m 


2  ";/ 

1 


QV'-f^-'^"" 

1 

M  +  N  i 
v'v  T 


OÙ  M  et  N  sont  entiers  et  u,„{x)  ^  u,^  est  un  terme  de  g''^\-Jc)  de  la 
forme  —Àït^ 

1"  ^  est  rationnel;  deux  cas  pourraient  se  présenter  :  ou  bien 


2 


2"»' 
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est  ^  o  pour  une  inlinlté  de  valeurs  de  m;  d'après  la  propriété  I, 


II". 


wX 


2";." 


OU  bien 


M,Q<>i'T^Î 


1 


^        (M,  fini); 


=  O, 


dès  que  7?i  ^  /??, 
Soit 


1  X//24-1 

X/n  » 


Xm+l 


pour  m  >  /;z,, 

(28  bis) 
Soit 


^nt  '-'«1+1    '-'in+j    

C(l)              C'  1)                ...  —  Cd)                    •   • 

j  ^/H  +  1       ■  ^m     ^m+2         "^//z  +  l 

I  col      Cil)  CU)       C(l) 


;        _.  S      _  UT      _  '^(■^•) 


cet)    _  c(n_  w  ') 


On  a 


f,  _  \Tr  \rr  1)  _  irr '>\ir 


7    V   (^VH 


14 


QvM 
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Ce  produit  est  de  la  forme 


avec 

<^'ij — rv  rv+1,1      rv,iTv-i-i- 

Si  Ton  sait  que  a,,,  r/,,,   ...,  a^,  sont  nuls,  multiplions  les  deux 
membres  de  ce  produit  par 

Le  produit  devient 
où,  soity  >  î,  soit  y  =  t,  />/-+  2. 

qui  est   aussi  petit  qu'on  veut  des    que  v   est   assez   grand.    Donc 
a/+i,iq^'^'^'^'\  q"i  est  entier,  est  nul,  et 


On  conclura  ainsi  de  proche  en  proche  que  j^  est  indépendant  de  f, 
par  suite  =  ^r-^.,  par  suite  indépendant  de  v  et  /,  quand  v>v,,  d'après 


(28  bis).  Donc  on  peut  écrire 


Nous  savons  que  ceci  est  loin  d'être  toujours  impossible  pour  une 
valeur  de  ^  [comparer  notes  ('),  p.  3i()  et  .317)].  Mais  on  peul  indi- 
quer des  cas  étendus  où  ceci  n'a  jamais  lieu. 

Les  coefficients  de  z/,x,„+,  (.t),  u^,],^  ,,  Uim^.^  "iLi  ^''^n^l  donnés  sauf  un, 
il  n'y  a  qu'une  valeur  au  plus  du  dernier  restant  à  fixer  qui  permette 
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de  satisfaire  à 

Il  sera  des  lors  facile  de  former  une  infinité  de  fonctions  L'^*(./;) 
dans  lesquelles 

pour  une  infinité  de  valeurs  de  m  (  t[uand  x  ■=^  ~  ]•  On  voit  en  même 

temps  que,  en  général,  les  conditions  (28  /tv)  n'ont  pas  lien. 

Supposons  encore,  par  exemple,  que  pour  m^>m,,  Wx„,^.,(.x-)  et 
"x!«+i(^)  «"lient  leurs  coefficients  réels  et  de  même  si^nc;  que  m>,,„h.2(^') 
et  W))/,_^2(x)  aient  leurs  coefficients  de  signes  contraires.  Si  cette  circon- 
stance se  présente  pour  une  infinité  de  valeurs  de  in^  (28  ter)  est  im- 
possible dès  que  -  >■  o.  Dans  ce  cas  d'ailleurs,  d'après  le  théorème  V 

et  son  corollaire  I,  «"'^'(.r)  et  «'/'(.r)  sont  transcendants  pourx-  ^  o. 

Ces  deux  exemples  comportent  des  extensions  évidentes  lorsque 
g^'\x)  et  g^]''{^)  présentent  des  lacunes.  Nous  n'insistons  pas. 

Supposons  enfin  que  g^^^(x)  etg^l'\x)  soient  des  produits  FF, . .  .F>_, . 
Pour  une  infinité  de  valeurs  de  7?i 

et  l'on  a  une  infinité  de  relations 


On  peut  toujours  choisir  les  fonctions  F,  F,,  .  . .  de  façon  que  ceci 
ait  lieu.  Mais  il  y  a  des  cas  étendus  où,  quel  que  soit  X,  ceci  n'a  jamais 
lieu. 

En  effet,  il  suffira  que,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  v, 

et,  pour  une  infinité  d'autres  valeurs  de  v, 

p,p[,. . ./?;;-"  =  o,       GT.ra;. .  .<""  ^  o  ; 

ou  encore  que  les  p[,,   ...,  />?   ",  cTv,  •••,  rr;'~''-'> soient  tous  réels  et  de 

4'). 
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même  signe,  les  p^  étant  alternativement  positifs  ou  négatifs.  On  sait 
d'ailleurs  que,  dans  ces  cas,  F(x),  ...,  F)_,(.x')  sont  transcendants 
pour  X  rationnel  ^  o. 

nù. 

2!°  ^  est  algébrique,  ç  —  -^ n'est  jamais  nul,  le  second  terme 

1 

étant  rationnel.  D'après  la  propriété  I, 


2"" 
1 

/«A 


M,(Q'„^rV"2"'' 


(M,  fini). 


En  résumé,  que  ^  soit  rationnel  ou  algébrique,  il  faut,  en  général j 


(20) 


2 

1 
1- 


(\I,  fini), 


cette  condition  ayant  toujours  lieu  quand  ^  est  algébrique. 
Or,  d'après  (2H  ),  le  premier  membre  est  au  plus  égal  à 


donc 


(3(>) 


a  I  lhm+[>.  M^   P  I  "Xm+iJ-,  I  ; 


(\U).m+v\  +  I^X^.itJ)^'^.) 


V.",; 


V"'-^-(A, 
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Le  second  meml)rc,  si,  par  exemple,  [t-^^C  [^-3  ou  [J-o  —  [x,,  j  "Ji,  est 
de  la  forme 

(L  _.),,„  + (^,)/ 

alors  que  le  dernier  membre  de  (29)  est  de  la  forme 


Ck(fn) 


>iX 


\  ii[l'  est  d'ailleurs  =/=  o  pour  une  infinité  de  valeurs  de  m,  soit 
1 
quand  ^  est  alg^ébrique,  soit,  en  général,  quand  ^  est  rationnel  (en 
particulier  dans  les  cas  indiqués  précédemment).  On  a  ici  [x.,^  o.  La 
comparaison  des  deux  inégalités  (29)  et  (3o)  conduit  de  suite  à  une 
impossibilité,  d'après  le  lemme  IL 

Dans  les  cas  mentionnés  pages  343-344?  L<^m  —  j  est  alors  transcen- 
dant. Sans  rappeler  ces  cas  en  détail,  nous  pourrons  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  XÏV.  —  Tout  étant  posé  comme  au  t/iéo/'ème  V  (p.  319), 
le  quotient  de  deux  fonctions  g^^\x)  ne  prend  pour  des  valeurs 
rationnelles  (^réelles  ou  imaginaires^  de  x  que  des  valeurs  ration- 
nelles ou  transcendantes.  Autrement  dit,  les  nombres  L'^'f^^),  où 

V/J 

-    est    rationnel  (réel  ou   imaginaire),    sont   exceptionnellement 

rationnels,   en  général  transcendants.  Ils   ne  sont  jamais  algé- 
briques. 

On  peut  trouver  des  cas  étendus  où  les  nombres  L''^  (  -  j  corres- 
pondant à  une  même  fonction  AJ-'^^x)  sont  tous  transcendants  (') 
(soit  pour  x  ^  o,  soit  pour  x  réel  ^  o). 


(^)  Voici  un  exemple  non  encore  cité;  posons 
où  V,  P,  U  sont  des  polynômes  à  coefficients  entiers,  V  et  U  pouvant  se  réduire 
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Les  prodails  2  à  2,  3  à  3,  .  .  des  nombres  \J^"  (  -  j  sont  j-ationnels 
ou  transcendants. 

Corollaire.  —  Tous  les  nombres  qu^on  déduit  de  H'^'^^  {p.  3o6) 
par  multiplication  ou  division  sont  rationnels  ou  transcendants. 
Aucun  n'est  algébrique. 

Remarque  I.  —  Une  somme  de  quotients  de  fonctions  g^''^(x), 
c'est-à-dire  une  somme  de  fonctions  L'Y./;),  est  une  fonction  h"'^'>\x), 
où  X,  est  entier.  Par  exemple, 

crO~)(-r'\               »/•(>->(■  7-.  ^  rr().)  »■(>.)_.„(>.)  „().|  o-(2).| 

0  y-^  )    _|_    »J_V_.  ' .-^          /->  3    ^^  O  l    f7  i      __    O  i       _ 

Les  mêmes  propriétés  de  rationalité  ou  de  transcendance  restent 
donc  vraies  pour  les  sommes  de  nombres  ^'^''(  —  )• 
Nous  pourrons  en  particulier  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème  XV.  —  Soient  les  fonctions  entières 

(3>)  ¥{x)=--^±^x% 

0 

avec  ^„=e^(/^)  ^  donné,   | />„  [  ^  t'y^ ( /^ y  i'l!}±i  entier  croissant 

indéfiniment  avec  /z,  ^  fixe  et  A"^3  j,  les  coefficients  ayant  des  signes 

quelconques,  et  les  nombies  \  =1  F('-)  qa on.  en  déduit  en  attri- 
buant àx  toutes  les  iKileurs  rationnelles  possibles. 


à  des  constantes. 


L"J(.r) 


r{-v)         V->-(:r)         V 


est  tianscendant  en  niètne  temps  que  ^'■^■^{.r)  pour  les  valeurs  rationnelles  de  ^- 

'/ 
qui  n'annulent  pas  I^(.r)  {coinp.  tiiéorème  V  et  ses  corollaires). 
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F(  —  j  est  transcendant,  si  F(a7)  ne  se  réduit  pas  à  un  polynôme. 

Toute  fonction  rationnelle  à  coejficienls  rationnels  des  nombres  N 
est  un  nombre  rationnel  ou  transcendant. 

Toute  fonction  rationnelle  à  coefficients  rationnels  des  fonc- 
tions F,  si  elle  ne  se  réduit  pas  à  une  fraction  rationnelle  en  x-, 
est  un  nombre  rationnel  ou  transcendant  pour  toutes  les  valeurs 
rationnelles  de  x. 

En  elTet,  cette  dernière  propriété  résulte  de  ce  que  le  numérateur 
et  le  dénominateur  sont  des  fonctions  ^'^'(x). 

On  peut  aussi  considérer  les  nombres  N^,  issus  de  fonctions  ration- 
nelles à  coefficients  rationnels  de  fonctions  quasi-entières 


V{.c)  +  ¥,(^^)  +  V, 


X  —  a, 


F(x'),  F,(x),  F^(x'),  ...  étant  des  fonctions  du  même  ensemble  E, 
c'est-à-dire  de  la  forme  (3i). 

En  général,  ces  nombres  sont  transcendants  :  ils  ne  sont  jamais 
algébriques. 

§   VII.  —   Extensions  des  théories  précédentes. 
A'ombres  obtenus  par  itération. 

Reprenons  les  fonctions  F(x')  de  Tensemble  E  (p.  3o4),  en  supposant 
l'indice  ^3.  Dire  que  F(  — j,  (  — rationnel),  est  transcendant,  c'est  dire 

que  F(x)  —  ^  n'a  pas  la  racine  rationnelle  —,  i  étant  rationnel  ou  algé- 
brique. Mais  on  peut,  au  sujet  des  équations  F(x)  =  ^,  se  poser  bien 
d'autres  questions. 

Une  pareille  équation  peut-elle  avoir  une  racine  algébrique;  autre- 
ment dit,  si  ^^  est  algébrique,  ¥ (^_^)  peut-il  être  algébrique? 

Mieux,  soient  k  l'indice  de  F(.r),  '(  un  nombre  transcendant  de  la 

forme  fi-)  ou  /(^O?  /"(*")  <^tt»iit  i^i"e  fonction  d'un  ensemble  ana- 
logue à  E,  d'indice  kf^k:,  F(0  peut-il  être  rationnel,  algébrique  ou 
transcendant  d'indice  ^A?  Autrement  dit,   l'équation  F(x)=^"Cm 
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OÙ  *(,  est  rationnel,  algébrique  ou  transcendant  d'indice  ^/i,  pos- 
sède-t-elle  une  racine  algébrique  ou  transcendante  d'indice  A-,<;/i? 
Une  racine  de  F(x)  =  o,  par  exemple,  peut-elle  être  une  transcen- 
dante d'indice  /f,  (')? 

Parmi  tous  ces  problèmes,  nous  nous  contenterons,  à  titre  d'indi- 
cation, de  traiter  une  partie  du  dernier,  qu'on  peut  formuler  ainsi  : 

Soii  t  un  nombre  /(-)  supposé  d'indice  /i-,>  '6  (p,  q  entiers  ^  o); 
F('C),  d'indice  k^k^^  esL-il  rationnel  ou  algébrique^? 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  antérieurement  (p.  3o6),  en  ne  consi- 
dérant que  des  fonctions  /(^),  F(rr)  d'ensembles  E'  à  coefficients 
tous  positifs,  et  les  indices  étant  pris  ^3,  on  peut  toujours  sup- 
poser —  =  I .  On  a 


^  =  /(0 


F((:)  =  ^«-^^^  +  ...-f-^(:"-+- 


qn^ 


De  plus  nous  admettons  :    i"  pour  F(x),  que  -^^^  soit  un  entier 


"      r  -î 


croissant  constamment  et  indéfiniment  avec  /z,  et  5'«—  e^(^n)     ^       ; 
2°  pour /(as)  des  conditions  semblables  avec  des  valeurs  de  q,*  ,  A,,  p, 
différentes  ou  non  de  q„,  k,  p. 
Posons 

'(  =  'Ç„  4-  p„         ÇCn  somme  des  n  -+- 1  premiers  termes  de  T), 

(32)       FCC)  =.  s^^co  +  WJt)  =  s,„(r„)  +  U„X'C)  +  Mp« 

[M   fini,   a  entier  ^i,    S,„(.a?)  somme   des   m -h  \    premiers   termes 
de  F(x)\.  On  a 

'^n= --rh        (A„  entier  >()), 

7" 


(')  On    pourrait   encore  examiner   si   deux    éiiuations   F(.r):=o,    F,(.r)=:o 
d'ensembles  analogues  à  E  onl  une  ou  plusieurs  racines  communes. 
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et 

(33)  p„^#±i(.H-0, 


'I  ll+l 


S,«('C«) 


M 


'1 > 


car  M„  étant  une  somme  de  termes  positifs  est  ^  o  ; 


(34) 


Admettons  que  F('C)  =  ^  soit  algébrique  de  degré  ^  (^^i);   on 
aurait  (propriété  I), 


^  ^m\^n) 


iM 


qnAqW)' 


TT^— — H         (iN,  fini\ 


y^mq 


car  E  >>  S„,('C«),  puisque  '(  >>  '(„  et  S,„(x)  croît  constamment  avec  m 
et  .X-,  pour  X-  ^  o,  et,  d'après  (Sa)  à  (34), 


(35) 


Nous  supposons  ici  que  m  et  /i  sont  assez  grands,  et  que  F  (a) 
et  f{x)  ne  présentent  plus  de  lacunes  à  partir  d'un  certain  terme. 
Alors 

p,n^e-,(my"',         Pn'^e.Xny^"         (^,  ^.  fixes), 

':<^-)         '^(<C~'         '^  ~ '^j         T,  —  1,  finis  positifs, 

P  ?i 

/■/  /-/(" 

4N,  £^;:-.  =  ^^(„,  +  ,)  V',         4MN,  ^  =.  c^n  -+-  .)-V', 

7"'  +  l  7k+1 

'^2?  '^3  5  ^^4  5  '^s  finis,  positifs  et  ayant  une  limite  inférieure  >>  o.  Il  faudra 
donc,  d'après  (35), 

(36)     'i<ef,(mf''"'e!,Xfif''^'""[ek("i  +  O^''"'  +  (-'kX"  +  i)^"^"], 
quels  que  soient  m  et  /i. 
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Pour  montrer  que  cette  inégalité  n'est  pas  toujours  possible,  par 
suite  que  FÇC)  n'est  ni  rationnel  ni  algébrique,  il  nous  suffira  de 
vérifier  que  Ton  a  à  la  fois 

n  étant  convenablement  choisi  en  fonction  de  m. 

Les  lemmcs  I  et  II  permettent  de  simplifier  la  première  inégalité, 
car  on  a 

(c  fini  positif  ayant  une  limite  inférieure  >>o),  et  (36)  peut   être 
remplacé  par 

Nous  prendrons 

(38)  n  ^  e,,_j,Xin  )^'r\^  logA.,_A(/^0  +  '^^ 


où  Y],  positif,  nul  ou  négatif,  a  son  module  5 ->  de  façon  que  rii~k,{'>^)  -^  f] 

soit  l'entier  le  plus  voisin'  de  Ch-k,{'f^)- 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  établirons  les  lemmes  préliminaires 
suivants,  qui  ont  lieu  dès  que  m  est  assez  grand  (entier  ou  non). 

Lemme  111.  --  Quand  Cf.  est  donné  cl  ^  o,  <^^a,  [^'a-a,(''0  "*"  ^'J  ^''^'^l- 
avec  A",  (A',  positif  ou  n,é^alif  quelconque^ 

11  suffira  en  elï'et  que 

CkX<hkXii>)  ^-  a  I  >  C'a  _,  [^A-A.4-.  {'il)  -r-  a], 
ou  que 

,/.-..('")-«=  c'^^>,,,,^,  (m)  >  a  -f-  e,_,^^,  {m), 

ce  qui  a  lieu  si 

(e"-  i)Oc-A.+.(/'0 

croît  (juaud  ///  croît,  c'est-à-dire  dès  que  a  ^>  o. 
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Lemime  IV.  —  Quand  a  >  o,  e^J^ni  -f-  a)  >  ('k^{/n)  +  a,  dès  que  k.j^o. 

Ceci  a  lieu  pour  A.,  =  o.  Admettant  cette  inégalité  pour  une  valeur 
positive  de  Ao,  on  en  tire 

en  sorte  que  le  lemme  a  lieu  pour  A.,  —  o,  1,2,  .... 
Lemme  V.  ~  On  a 

e,Xm  +  ^)y(i  +  -.)e/,Xm),  A%>t,  fl>o, 

Pour  A'o  =  1 , 

si  'z  <Ce'^  —  \ .  Admettant  cette  inégalité  pour  une  valeur  de  A.,^  r ,  on 
en  tire 

e^,^,  (m  -f-  |3)  >  ^A^^,  (  m)"^  =  e^^^,  (m)ek.^^,(my  >  o,-,+,  (/'O  ('  "^  ^)' 

où  T  fini  arbitraire  >>  o  et  ^  e^  —  i ,  dès  que  m  est  assez  grand. 

Lemme  VI.  —  On  a 

ek-.{ni  +  a  +  p)  >  (1  +  ''^)(^k,~2Vck~kX'^^)  ^-  aj, 

a,  p  donnes  >•  o,  quand  k^k^^'^. 

On  a,  si  A- ^3,  d'après  les  lemmes  IV  et  V, 
ej,_.X^n  +  a  H-  f5)  >(i  +  '-•)t'k-X^^^  +  a) 

=  ([-+-  ^)^^;t.-->L^'A-A-X''^-  +  °'-)l  =("  ^  '^)Gk,A^k-kXni)  -^  a], 

si/f>A-,>3. 

Si  A-  <^  A^,,  le  lemme  VI  n'est  plus  exact  :  ainsi,  pour  A  =  3,  A,  =  4? 

^^..^(m  4-  a  -h  f»)  =  /M  +  a  H-  p, 
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et  l'on  n'a  pas 

Lemme  VII.  —  On  a 

pour  /f ,  ^  3,  quel  que  soit  k  positif  ou  négatif  (^ol,  ^  >■  o  donnés). 
Si/f,  =  3, 

quand  t  <^  (?^ —  i ,  quel  que  soit  k  positif  ou  négatif. 

Admettons  le  lemme  pour  une  valeur  k\  de  A",  =  3;  on  en  tire 

^a;-,  [ek-K{m)  +  a  4-  ^]  >  ry.^,  [^a-a;('^)  +  y-Y"" 

>  ^V.-i  I^Va;(/>0  +  a]  (  I  -+-  t) 

ou 

e(A;+.  )- 2  h^+i  )-(*;+.  )('^0  ^  <>'-  -^  PI  >  ^(A;+o-2hA+.)-(A;+./('^0  +  «1  ('  +  ")' 

ce  qui  établit  le  lemme  VII  pour  la  valeur  A',  +  i  de  /r,,  par  suite  en 
général. 

Lemme  VIII.  —  On  a 

ek,-i[^k-kim)  +  a]  >(i  +  ':)r,,_^{ni) 

pour  /f,  ^  3,  quel  que  soit  /r,  a  donné  >  o. 

D'après  le  lemme  III,  le  premier  membre  croît  avec  A",  ;  il  suffira 
donc  d'établir  le  lemme  pour  A,  =  3,  c'est-à-dire  de  montrer  que 

ce  qui  a  lieu  si  t  <^  r"  —  i . 

Ceci  posé,  la  démonstration  devient  assez  simple  : 
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Prenons  la  première  inégalité  {'')']),  ou,  d'après  (38), 

Il  suffira  de  prouver  que,  y  étant  fini, 

( 89 )  e/,(m-hi)>  C'a-,  [^'a-a. ( m ) 


-h 


D'abord,  ceci  n'a  pas  forcément  lieu  quand  /r ,  -<  A-  :  prenons  A-  =  3, 
A,  =  4  ;  il  faudrait 


)2:m 


r.y(m  -\-  i)'^  y  logm.Cj  f  loj 

ce'" >  loj^-(y  log-m)  +  e'"^, 

ce  qui  n'a  pas  lieu. 

Supposons,  au  contraire,  A^A,>3.  Il  suffit 

Or,  pour  A,^  3, 
£,  £,  aussi  petits  qu'on  veut.  Il  suffit  donc,  a  fortiori, 

eA-o(m  +  I  )  >(  I  +  O^'/m  -^    f'k^kX^n)  +  '- 

ce  qui  a  bien  lieu  d'après  le  lemme  VI  :  (39)  est  donc  vérifiée. 
Passons  à  la  deuxième  inégalité  (37);  elle  devient,  d'après  (38), 

Il  suffit  que 


(/«)-i-r,l 
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Y  constante  finie,  ou 

(4o)       eA.[^'/c-/.,('^0  •+■  '  -+  ^^i  I  >  ]'''c(m)''A,[ek-/,Xfn)  -h  tJ;^'". 

' "  -^i  =  o ;  e^, {in)<  e,,^ \ e^_;,_ ( m )  +  v] ] . 

11  suffit  donc  que 

<'A,[^'>t-A.('^0  +  '  -t-  "Ol  >  V'kX<'k~h,{m)  4-  ■/]];-^"' 
ou 

<?*.-»  [^a-àX'^O  "+"  ""^l  croît  avec  A% ,  d'après  le  lemme  III,  et  est 
pour  A"^  3  (£  aussi  petit  qu'on  veut  pour  m  assez  grand  V  Donc 


et  il  suffît 


ek,-^l('k-kX"^)  ^  '  4-  •/]  ]  >  ''/.,-.  [^Â-/.-,(''^^  +  "^  r 


ou 


ce  qui  est  une  conséquence  du  lemme  VII;  (^\o)  a  lieu  quand  yj  ^o. 

2°  ■/]  <  o  ;         o.  (  /^'  )  >  ^>^-.  [  ^A  A-,  (  />0  -^  "^  ]  • 

Il  suffit  que 


d'après  (4<>)?  ou 

C'A- _,  Ua-a.(''0  + 


>o.A//0'"'S 


>2Y/^'0.     ,(/'0  =  ''a     ,(/^0"' 

Ck,-'i  Y'k  kit")  -^  ;' J  >(•  +  ^)''k  2{f'f), 
ce  qui  est  une  conséquence  du  Icniinc  VIIJ;  (4<>)  a  lieu  quand  y]  <^  o. 
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Les  deux  inégalités   (S^)  ont  alors  lieu   quand  on  tient  compte 
de  (38),  et  nous  en  concluons  le  théorème  suivant  : 

Théorème  XVT.  —  Considérons  les  fonctions 

0 

où  pn  et  Y«  sont  entiers  et  positifs,  ainsi  que  -^^^^,  et,  dès  que  n  est 
assez  grand, 

qn=e,{nj~^~'"^\  n<p,<e,{ny% 

X  et  ^  fixes,  i<C^-)k  entier^?*,  x  rationnel  ^  o.  Quand  /f,  p^x  prennent 

r 

toutes  les  valeurs  possibles  compatibles  avec  ces  conditions,  non  seu- 
lement ¥(x)  est  transcendant,  mais  encore,  .s/çF,(.x)  est  une  fonc- 
tion quelconque  de  même  forme  que  F(x)  et  d'indice  k^'^k, 

V  s\X)  =  ^  — ^  X 

satisfaisant  à  des  conditions  analogues,  F[F,(x)J  est  aussi  trans- 
cendant. 

En  particulier,  F(F(x))  est  transcendant. 

Remarque  I.  —  Quand  k  =  /c,,  la  démonstration  se  simplifie  nota- 
blement, car,  si  l'on  prend  m  =  n,  les  inégalités  (37)  sont  des  consé- 
quences des  lemmes  I  et  II. 

Remarque  II.  —  On  est  ainsi  conduit  à  se  poser  encore  ce  problème 
que  nous  nous  contenterons  d'indiquer. 

X  restant  j^ationnel,  et  F,  F, ,  Fo,  ...  étant  des  fonctions  de  même 
forme  que  F,  F(F,  (F2(F3))j,  par  exemple,  est-il  transcendant? 

En  particulier  F(F(F(F))j  est-il  transcendant?  Autrement  dit.,  les 
fonctions  F  du  théorème  précèdent  ne  donnent-elles .,  par  itération, 
que  des  nombres  transcendants? 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  \.  —  Kasc.  III,  1904.  4' 
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§  Vlll.  —  Remarques  diverses. 

I.  Extension  des  considérations  précédentes  à  des  séries  ayant 
un  rayon  de  convergence  /Ini.  —  Considérons  une  fonction 


/(■-■)  =  2 


\A^jl  »//  « 


qui  peut  avoir  uu  rayon  de  convergence  Uni,  i  par  exemple,  et  où  gj„ 
est  un  entier  qui  croit  constamment  et  indéfiniment  avec  n.  On  a, 

si^<., 

posons 

Q„  divise  Q„+,  si  q,^  divise  ^„+,.  Soit 

/(  -  j  =  1^(0-  1^(^)5  pour  une  croissance  assez  rapide  des  gj„,  est 

une  fonction  entière. 

Eu  égard  au  mode  de  décroissance  des  a^  il  peut  se  faire  que,  sous 
cette  nouvelle  forme,  on  aperçoive,  comme  corollaires  des  théorèmes 

précédents,  des  propriétés  de  /(-  ]  que  ces  théorèmes  ne  pouvaient 

pas  donner. 

Exemple  :  soit  p  =  1,  y  !>  1 ,  />„  =  i ,  (/„  =  n\, 
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Si  F(z.)  est  d'indice  ^3,  ce  qui  arrivera  si  ct„  est  donné  et 

on  voit  que  F(i)  est  transcendant,  par  suite  aussi  yi-V 

Une  partie  des  théorèmes  précédents  doit  alors  s'étendre  aux  fonc- 
tions y*(^)  à  rayon  de  convergence  fini  ou  infini  présentant  des  lacunes 
d'étendue  assez  rapidement  croissante  avec  n,  en  particulier  au  pro- 
duit et  au  quotient  de  deux  fonctions  de  cette  nature.  Ainsi,  dans 
l'exemple  précédent,  les  fonctions  rationnelles  à  coefficients  rationnels 

des  nombres  de  la  forme /(-]  sont  d(is  nombres^ationnels  ou  trans- 

cendanls  (théorème  XV). 

Nous  nous  contenterons  d'avoir  signalé  ce  fait.  Nous  avons  d'ailleurs 
déjà  indiqué  antérieurement  des  propriétés  semblables  de  fonctions 
analogues  k  f(x)  ('). 

II.  Sur  (-)  une  propriélé  curieuse  des  nombres  X.  —  On  sait 
(propriété  I),  d'après  Liouville  ('),  que,  étant  donné  un  nombre  X, 
limite  d'une  série  infinie  donnée  de  fractions  rationnelles, 

P,       P.  P« 

Q^'  q;'  ■■"  q:'  "■' 


si  les  difTérences 


X         *"" 


décroissent  assez  vite  quand  n  croît  indéfi- 
niment, ce  nombre  X,  est  transcendant. 

Soit,  en  particulier,  une  fraction  exprimée  dans  un  système  de 
numération  de  base  q  qui  présente  dans  son  expression  des  suites 
de  zéros  de  plus  en  plus  longues  au  fur  et  à  mesure  que  l'on  s'éloigne 
de  la  virgule  vers  la  droite.  Si  le  nombre  de  zéros  de  ces  suites  croît 
assez  vile,  on  obtient  les  nombres  transcendants  cjue  nous  avons  appelés 


(')  Journal  de  mathématu] lies ^  1902,  p.  419,  429. 

C)  Voir  Comptes  rendus,  1901,  2"  semestre,  p.  1191,  la  définition  de  ces 
nombres,  rappelée  d'ailleurs  ci-après. 

(^)  Liouville,  Journal  de  mathématiques,  i85i,  et  Bonia,  Leçons  sur  la 
théorie  des  fonctions.  1898,  p.  16. 
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les  nombres  X  définis  précisément  par  cette  propriété  de  leurs  suites 
de  zéros  dans  leur  expression  dans  un  système  de  numération  ('). 

Les  nombres  X  jouissent  d'une  propriété  excessivement  remar- 
qua])le,  qui  leur  donne  vraiment  un  caractère  spécial  :  soit 


X  = 


l^r, 


(X<i). 


Supposons  ici  ô,,  . . . ,  o„,  . . .  entiers  positifs,  <q  —  \,  4*"  croissant 
assez  vite  avec  n  pour  une  valeur  au  moins  de  q.  La  fraction  rationnelle 


?,. 


peut  être  développée  dans  le  système  de  numération  de  base  </,  (ç', 
premier  à  r/). 

Quand  nous  effectuons,  dans  ce  système  de  numération,  la  division 
de  B„  par  q'^",  tous  les  restes  sont  <  q'^».  La  division  ne  peut  d'ailleurs 
pas  s'arrêter,  car  si,  par  exemple, 


(C  entier). 


B,qi=Cq^>., 


et  q'^"  devrait  diviser  B„  :  le  développement  en  fraction  de  -^  dans  le 

système  de  numération  de  base  q^  est  donc  illimité. 

Mais,  les  restes  étant  <^  q'^",  on  finira,  au  bout  d'un  nombre  limité 
d'opérations,  par  retomber  sur  le  même  reste  :  la  fraction  obtenue  est 
périodique.  On  aura  ainsi 


A^ 

tF 


A, 


^f 


■/.-*- î^. 


I  -h 


y." 


A,  :^  G  étant  la  période,  qui  a  cr,  cbiffres.  On  a  ici  y ,  =  o,  c'est-à-dire 

r> 

que  -T-  est  une  fraction  périodique  simple.  En  effet,  le  premier  chiffre 


(')   Compter  rendus,  1901 ,  2*  semestre,  p.  1191. 
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de  la  période  clanl  le  premier  chiffre  de  A ,,  les  derniers  de  A  et  de  A, 
sont  diffV'rents,  A  —  A,  ^  o  (mod  <y), 

B^  ^  _A  A,      i___  ^J^ A^ ^  A(7r'— i)  +  A, 


En  chassant  les  dénominateurs,  on  voit  que  ^f  '  doit  diviser  le  numé- 
rateur du  deuxième  membre,  si  y ,  ^  o,  ce  qui  exige  y^f  =  o. 
D'autre  part 


^ — "^""~  '^^S^  "^  ^'"+'^' 


£),^,  tendant  vers  o  quand  n  croît  indéfiniment.  Le  premier  chiffre 
significatif  =^  o  dans  Texpression  de  X  —  X„  dans  le  système  de  numé- 
ration de  base  </,  est  le  y]|^'"'i%  ^"+i  ^-'t^rit  aussi  grand  que  l'on  veut  par 
rapport  à  y]„,  si  's[/„+,  est  assez  grand  par  rapport  à  .p„.  On  a 

le  dernier  terme  est  <' — ^^ r»  et  — j^  a  avec  X,  dans  le  système  de 

numération  de  base  g^,  à  droite  de  la  virgule,  si  la  période  A,  ne 
comprend  pas  que  des  chiffres  q^  —  i  (des  9  si  ^,  =  10),  au  moins 
les  rin+t  —  tn,  premiers  chiffres  significatifs  communs;  ceci  a  lieu  dès 
lors  quand  A,  ne  se  réduit  pas  au  chiffre  unique  q^  —  i,  (rar,  =  1).  Si, 

au  contraire,  ce  cas  particulier  a  lieu,  dans  -^,  tous  les  chiffres  seraient 
des  chiffres  q,  —  i.  On  aurait 

ce  qui  n'a  pas  lieu  :  autrement  dit,  ce  cas  particulier  exceptionnel  ne 
peut  se  présenter. 

Dès  lors,  -|-^  et  X  ont,  dans  le  système  de  numération  de  base  q^^ 

à  droite  de  la  virgule,  au  moins  les  y]„^^  —  m.^  premiers  chiffres  signi- 
ficatifs communs.  D'ailleurs  xn^  est  fonction  de  '<{;„,  xn.,  et  y)„^,  de  ']>„+,, 
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y]„H.2  de  '|'„+2  i  on  peut  prendre  la  croissance  de  'in  avec  n  assez  rapide 
pour  que  y]„+,  —  rrr,  soil  aussi  grand  que  l'on  veut  par  rapport  à  y]„, 
'']n+2  —  ^2  aussi  grand  que  Ton  veut  par  rapport  à  y)„^,  —  cr,  et  y)„4.,. 
Dans  l'intervalle  I  entre  le  premier  et  le  (y]„+2  —  ^72)'"""  chiffre  signi- 
ficatif à  droite  de  la  virgule,  les  chiffres  appartiennent  aux  périodes 

de  -f^  :  Gî,  étant  le  nombre  de  chiffres  de  la  période  de  ""^',  si  in 
croît  assez  vile  avec  //,  -^^^^ — '-^  croît  aussi  vite  que  Ton  veut,  et  l'in- 
tervalle  I  comprend  autant  de  périodes  que  Ton  veut  de  — f-^-  Par 

conséquent,  lorsque  ^j/„  croît  suffisamment  vite  avec  /?,  le  dévelop- 
pement de  X,  dans  le  système  de  numération  de  base  ^,,  nombre 
premier  à  q,  présente,  à  la  droite  de  la  virgule,  une  infinité  de  suites 
de  chiffres  Sf,s.2,  . . . ,  s,„,  . . . ,  dont  chacune  est  formée  par  la  répétition 
d'un  même  groupe  de  chiffres  un  nombre  aussi  grand  de  fois  que  Ton 
veut  (quand  m  est  assez  grand).  Ces  fractions  sont  ainsi  voisines  des 
fractions  périodiques,  et  l'on  peut  les  appeler  quasi-périodiques  ; 
de  même,  on  pourra  appeler  les  nombres  X  dans  le  système  de  numé- 
ration de  base  q,  à  cause  de  leurs  suites  de  o  et  les  nombres  X,  précé- 
dents (p.  357),  des  nombres  quasi-rationnels . 

On  connaît  cette  proposition  d'arithmétique  élémentaire,  résultant 
d'ailleurs  de  ce  qui  précède  : 

Un  nombre  rationnel  —  (p,  q  entiers  premiers  entre  eux)  est 

représenté  dans  tout  système  de  numération  de  base  q^  première 
à  q  par  une  fraction  périodique . 

La   démonstration  précédente   nous   donne   le    théorème   suivant 
corrélatif  pour  les  nombres  X,  ou  nombres  quasi-rationnels. 

Théorème  XVII.  —  Soit  un  nombre  (') 


X=A+2| 


l„ 


(')  Quand  A  ^o,  en  ajoutant  — A,  on  obtient  un  des  nombres  étudiés  ci-dessns. 
La  somme  d'un  nombre  entier,  rationnel  ou  algébrique,  et  d'un  nomlire  transcen- 
dant est  d'ailleurs  un  nombre  transcendant. 
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(§„  entier  positif  S  q  —  i;  A,  q  entiers;  '\,i  fonction  croissante  de  n) 
qui,  représenté  dans  le  système  de  numération  de  base  q^  possède, 
après  le  ^'^°"'  chiffre  significatif  à  droite  de  la  virgule,  un  nombre 
de  zéros  suffisamment  grand  {ce  qui  revient  à  dire  que  '\l,^  croit 
assez  vite  avec  n),  autrement  dit,  par  définition,  un  nombre  quasi- 
rationnel  dans  le  système  de  numération  de  base  q. 

Dans  un  système  de  numération  de  base  q^  première  à  q,lL  est 
représenté  par  A  H-  une  fraction  quasi-périodique  simple,  c'est- 
à-dire  une  fraction  qui  présente  immédiatement  à  la  droite  de  la 
virgule  une  infinité  de  suites  5,,  s 2,  ...,  s„^^  ...  de  chiffres  dont 
chacune  est  formée  par  la  répétition  un  nombre  aussi  grand  que 
Von  veut  de  fois  (dès  que  m  est  assez  grand)  d'un  même  groupe  de 
chiffres,  les  périodes  commençant  aussitôt  après  la  virgule. 

On  peut  établir  une  proposition  en  partie  réciproque. 

Considérons,  en  effet,  une  fraction  quasi-périodique  dans  un  sys- 
tème de  numération  de  base  ^,,  ^t  une  de  ces  suites  5,„  par  exemple,, 
en  supposant  toutefois,  pour  plus  de  généralité,  que  cette  fraction 
possède  immédiatement  à  droite  de  la  virgule  un  certain  nombre 
de  chiffres  n'appartenant  pas  aux  périodes.  Soit  A„  la  période  corres- 
pondant à  5,„  de  X,j  chiffres  :  on  pourra  écrire 

Y/       G»    .       A/t     ( ^    ,      '      -  .  '      \  D, 


où -^ croît  suffisamment  vite  avec  n,  D„  quantité  <^  q^,  A„5^',"—  1, 
CnSql"  —  I,  a„  restant  limité  ou  ne  croissant  pas  trop  vite  avec  n. 


XI  ^'n  ^n  ''/  1"  '"  ^1 


7 


71" 


V'_  C„     ,  A„  ,  D 


y^,  _  C„(r/V-— i)  + A„  ^  D„(7^"— 1)  —  A„r/i 
Le  premier  membre  décroît  aussi  vite  que  Ton  veut  quand  n  croit, 
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pourvu  que  s,^  et  A„  croissent  assez  vite  avec  n.  D'après  le  théorème 
connu  de  Liouville  (propriété  I,  p.  296),  X'  est  transcendant.  D'où  ce 
théorème  : 

Théorème  XVIII.  —  Soil  une  fraction  X'  quasi-périodique  dans 
le  système  de  numération  de  base  <^,,  c'est-à-dire,  par  définition, 
une  fraction  qui  présente,  à  la  droite  de  la  virgule,  une  infinité  de 
suites  5,,  5o,  . . . ,  Sot,  . . .  de  chiffres  dont  chacune  est  formée  par  la 
répétition  un  nombre  k^,  k^,  . . . ,  A"„,  . . .  de  fois  au  moins  d'un  même 
groupe  de  chiffres,  ces  suites  commençant  ou  non  après  la  virgule 
(le  nombre  de  cidffres  a,^  de  la  partie  non  périodique  immédia- 
tement à  droite  de  la  virgule  ne  croissant  pas  trop  vite  quand  n 
croit  ou  restant  limité).  Si  k^  croit  assez  vite  avec  n  par  rapport 

à  -^  et  a„,  X'  est  transcendant  ('). 

Cette  dernière  propriété  s'étend  aux  fractions  continues  quasi- 
périodiques  simples  ou  mixtes  (la  suite  des  quotients  incomplets 
remplaçant  la  suite  des  nombres  à  la  droite  de  la  virgule).  Nous 
avons  ainsi  des  exemples,  les  premiers,  croyons-nous,  de  fractions 
continues  arithmétiques  dont  tous  les  quotients  incomplets  sont 
limités,  et  dont  on  puisse  affirmer  la  transcendance  (-). 

Bourg-Ia-Rcine,  janvier  1904. 


(*)  Ces  deux  lliéorèmes  peuvent  être  considérés  comme  se  raltaeliaul  à  un 
ordre  d'idées  ayant  provoqué  plusieurs  ([uestions  dans  V Intermédiaire  des 
MathéniaLiciens.  Exemples  :  questions  183G,  1896,  2088,  2VG4,  i2VG5.  Le  pre- 
mier donne  même  une  réponse  à  la  (|uestion  2088  posée  par  nous. 

(^)  On  savait  toutefois  (pi'il  y  en  avait  {voir,  par  exemple,  Bokel,  Leçons  sur 
la  théorie  des  fonctions,  p.  33). 
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Complément  au   Mémoire  intitulé 
«    RechercJies  théoriques  sur   l'écoulement  des  nappes  (Veau 
infiltrées  dans  le  sol  et  sur  le  débit  des  sources  »  ('); 

Par  m.  J.  BOUSSINESQ. 


Sommaire.  —  §  J.  Objet  de  ce  complément;  équations  du  mouvement  de  In  nappe  li- 
quide. —  §  II.  Formules  de  deuxième  approximation,  dans  le  cas  de  vitesses  presque 
horizontales.  —  §  III.  Petites  dénivellations  d'une  masse  aqueuse  infdtrée,  de  pro- 
fondeurs quelconques,  avec  ou  sans  écoulement  au  dehors.  —  §  IV.  Extinction  gra- 
duelle du  mouvement,  dans  une  nappe  infiltrée  profonde  et  à  bords  verticaux,  par 
propagation  uniforme  d'une  onde  ascendante. 


§  I.  —  Objet  de  ce  complément;  équations  du  mouvement 
de  la  nappe  liquide. 

1.  Dans  mon  Mémoire  Sur  V écoulement  des  nappes  d'eau  in- 
filtrées dans  le  sol  et  sur  le  débit  des  sources,  j'ai  supposé  assez 
petites  pour  avoir  leurs  carrés  et  produits  négligeables  les  pentes, 
tant  de  superficie  que  de  fond,  de  ces  nappes,  de  manière  à  pouvoir, 
quand  la  nappe  est  beaucoup  plus  longue  et  large  que  baute  ou  pro- 
fonde, regarder  partout  comme  boiizontales,  à  une  première  approxi- 
mation, les  vitesses  moyennes  locales  de  ses  diverses  parties,  ou 
comme  verticales  les  surfaces  d'égale  cbarge  (p  auxquelles  ces  vitesses 

(')  Inséré  au  comnnencement  de  ce  Volume,  p.  5  à  78. 

Jouvn.  de  Math.  (5°  série),  tome  X.   —  Fasc.  IV,   1904.  '1^ 
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d'écoulement  sont  perpendiculaires.  Il  résultait  de  là  que  la  charge  o 
avait,  en  tous  les  points  d'une  verticale  quelconque  (^,  y),  même 
valeur  qu'en  son  plus  haut  point  mouillé,  intersection  de  la  verti- 
cale, (x,  y),  avec  la  surface  libre  souterraine,  où  o  égale  l'altitude  //, 
diminuée,  par  la  tension  capillaire  des  innombrables  ménisques  con- 
stituant cette  surface  libre,  d'une  petite  quantité  '(,  fonction,  donnée 
en  X  et  y,  de  la  température  et  de  la  compacité  du  sol  perméable.  Je 
me  propose  ici  de  former  des  équations  de  mouvement  plus  générales, 
convenant  au  cas  de  pentes  quelconques  tant  du  fond  (ou  sous-sol 
imperméable),  que  de  la  surface  libre  souterraine,  afin  de  voir,  d'une 
part,  dans  l'hypothèse  de  petites  pentes,  ce  qu'une  deuxième  approxi- 
mation ajouterait  ou  modifierait  aux  résultats  de  la  première,  et, 
d'autre  part,  dans  l'hypothèse  de  pentes  de  fond  quelconques,  les  lois 
des  lents  mouvements  dus  à  de  petites  dénivellations  superficielles  h. 

2.  Nous  prendrons  les  deux  axes  rectangulaires  des  x  et  des  jk  dans 
le  plan  horizontal  mené  par  le  seuil  de  la. source,  si  l'on  a  ménagé,  sur 
la  partie  du  contour  de  la  nappe  infiltrée  (vue  en  plan)  où  l'eau  arrive 
à  l'air  libre,  un  écoulement  assez  rapide  pour  que  la  lame  liquide  ruis- 
selant sur  le  seuil  soit  sans  cesse  d'épaisseur  négligeable.  Lorsque,  au 
contraire,  le  liquide  arrivé  à  l'air  libre  y  formera  une  nappe  extérieure, 
plus  ou  moins  profonde,  animée  d'assez  lents  mouvements  pour  que  la 
pression  y  varie,  sur  chaque  verticale  ou  auprès,  suivant  la  loi  hydro- 
statique, nous  prendrons  comme  plan  des  xy  sa  surface  libre  horizon- 
tale, c|ue  nous  supposerons  maintenue  à  niveau  constant  :  il  est  clair 
que  la  charge  cp,  somme  de  la  pression,  évaluée  en  hauteur  d'eau,  et 
de  l'altitude  ( —  ^)  en  (x,  y,  z),  se  trouvera  alors  nulle  dans  la  nappe 
extérieure  et,  par  suite,  sur  toutes  les  portions  de  la  surface  du  sol 
perméable  qui  seront  contigues  à  cette  nappe  extérieure,  portions 
constituant  les  orifices  qui  relient  celle-ci  à  la  nappe  infiltrée. 

11  pourrait  arriver  aussi  qu'il  n'y  eût  pas  d'orifice,  ou  que  la  nappe 
fut  dépourvue  d'écoulement;  nous  prcndri(»ns  alors  pour  plan  hori- 
zontal des  xy  celui  où,  dans  l'équilil)ro  final,  la  pression  serait  nulle 
(abstraction  faite  de  la  pression  atni()S[)héri(pu');  et  la  charge  z>  y 
tendrait,  par  suite,  vers  zéro,  comme  (piand  un  écoulement  est  pos- 
sible. 
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Dans  tous  les  cas  où  il  y  aura  à  tenir  compte  de  la  dépression  capil- 
laire 'C,  nous  admettrons,  pour  éviter  d'inutiles  complications,  f[u'au- 
cune  partie  de  la  nappe  injîllrée  n'atteigne  la  superficie  libre  du  sol, 
c'est-à-dire  n'arrive  au  contact  de  l'air  extérieur.  Bref,  la  nappe  infiltrée 
ne  sera  limitée  alors  que  par  la  surface  libre  souterraine,  par  des  parois 
et  par  la  nappe  extérieure.  Car,  s'il  en  était  autrement,  les  points  où 
elle  arriverait  à  fleur  de  sol  seraient  le  siège  d'actions  capillaires  jus- 
qu'à présent  mal  définies,  et  c|ui  y  rendraient  le  ruissellement  de 
l'eau  difficile,  ce  semble,  à  calculer  ou  à  formuler. 

Enfin,  nous  dirigerons  vers  le  bas  l'axe  des  ordonnées  verticales  ^, 
qui  croîtront,  dans  la  nappe  infiltrée,  depuis  la  surface  libre  souterraine 
et  sans  cesse  changeante  ayant  l'équation  j^  =  —  A,  jusqu'au  ionàfixe 
ou  sous-sol  (que  nous  supposerons,  le  plus  souvent,  imperméable)  jr  =  H, 
à  profondeur  H  fonction  donnée  de  x  et  dey. 

5.  Tout  élément  de  volume  rectangulaire  ^/gt  =:  de  dy  dz^  découpé 
idéalement  dans  la  partie  imbibée  du  sol,  recevra,  par  unité  de  temps, 
à  travers  ses  six  faces  et  à  partir  de  l'époque  /,  un  afflux  total  de 
liquide  exprimé,  comme  on  sait,  par 

/d¥^  d¥y  dP.\  J  ... 

Mais,  la  portion  de  dtn  accessible  au  liquide  se  trouvant  occupée  dès 
l'époque  t,  cet  afflux  total  est  nul;  et  l'on  a 

.        .  ^F^        dFy        d¥. 

(^^0  77^  +  ^  +  7^  =  ^' 

c'est-à-dire,  vu  les  formules  générales  (i)  des  flux  F  (p.  12), 

Telle  sera  donc  \ équation  indéfinie  du  problème,  équation  qui 
régit  les  variations,  actuelles  ou  dans  l'espace,  de  la  charge  cp,  aux 


(*)  Nos  notations  seront  celles  du  Mémoire  principal  elles  numéros  désignant 
les  formules  feront  suite  à  ceux  des  formules  mômes  de  ce  Mémoire. 
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divers  points  (x,  y,  z)  de  la  nappe;  le  coefficient  K  des  flux,  fonction 
de  la  compacité  et  de  la  température  du  sol,  y  sera  donné  en  x,  y,  z. 

4.  Cette  équation  étant  du  second  ordre,  il  faudra,  pour  compléter 
la  détermination  de  o  à  chaque  instant,  y  joindre  une  relation  conve- 
nable, spéciale  à  chaque  élément  de  la  surface  qui  limite  la  nappe. 

Occupons-nous,  d'abord,  de  la  surface  commune  à  la  nappe  infdtrée 
et  au  sol  filtrant.  Une  partie  en  sera  généralement  occupée  par  des 
parois,  c'est-à-dire  par  des  solides  imperméables,  principalement  par 
le  sous-sol,  quand  nous  le  supposons  entièrement  ou  presque  entiè- 
rement dépourvu  d'orifices.  Si  l'on  appelle  ~,  pour  un  élément  quel- 
conque de  cette  partie,  la  dérivée  de  la  charge  le  long  d'une  normale  dn 
aboutissant  à  la  surface  et  issue  d'un  point  intérieur  infiniment  voisin, 

le  flux  K -p  qui  entre  par  cet  élément  sera  donc  nul.  En  particulier, 

sur  le  fond  :?  —  H  =  o,  où  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  dn  ont 
entre  eux  mêmes  rapports  que  les  dérivées  en  x,y,  z  de  z  —  H,  c'est- 

a-dire   que   —  -f-->   —  -[-■>   i,    h^   dérivée  -^  égalera,  en  abstrayant 

P  p    .     d'^  d\\         f/'j  dR         do  .  'M    r       1  •      • 

un  facteur  uni,  ~  -, 1 — r-  -, r»  expression  (ju  il  faudra  ainsi 

'    dx  dx         dy  dy         dz  ^  *■ 

annuler.  On  aura  donc 
l  (aux  ])arois) 

(■''^)  .        ,  .     ... 

\  (au  fond  imperméable)    -^_ 

Le  reste  de  la  suifav*e  commune  à  la  nappe  infiltrée  et  au  sol  filtrant 
sera  constitué  par  des  ouvertures,  ou  orifices,  aux  divers  points 
desquels  nous  admettons  une  distribution  hydrostatique  des  pressions 
extérieures  et,  par  suite,  une  hauteur  nulle  ç  de  charge.  Nous  y 
aurons,  en  conséquence,  vu  la  petitesse  des  forces  vives  de  filtration 
et  des  hauteurs  de  charge  perdues  à  la  sortie, 

(i  \l\)  (aux  orifices)     cp  =  o    (  '). 

(')  Si  la  surface  de  la  nap2>e  exlérieure,  au  lieu  d'être  iivc  et  clioisie  comme 


dn  ~ 

=  O, 

do 
dz  ~ 

dR 

~  dx 

do 
dx 

-+- 

dR 

dy 

do 
d'y 

i 
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i5.  Il  reste  la  surface  libre  sou  lorraine,  ou  limite  supérieure  de  la 
nappe,  exprimée  par  l'équation  z  =^  —  h,  avec  h  fonction  de  x  et  de  y 
donnée  initialement  et  que  nous  supposerons,  pour  simplifier,  n'avoir 
à  chaque  instant  t  qu'une  valeur  sur  chaque  verticale  (,x,  y),  mais 
dont  les  variations  d'un  instant  à  l'autre  seront  à  déterminer.  La  pres- 
sion intérieure  (évaluée  en  hauteur  de  fluide)  y  étant  —  '(,  la  charge  cp 
y  devient  h  —  ^,  et  s'y  trouve  connue  dès  que  h  l'est.  On  aura  donc 

(i  1 5)  (à  la  surface  supérieure  -  =  —  1i)     o  =  A  —  '(. 

Mais  il  faudra  calculer  le  déplacement  élémentaire,  -j-dt,  de  chaque 

élément  de  la  surface,  libre  souterraine,  situé  sur  toute  verticale  fixe 
(x,  y),  pour  obtenir  h  d'instant  en  instant.  A  cet  effet,  nous  appel- 
lerons a  la  projection  totale,  sur  le  plan  des  xy,  de  cette  surface  supé- 
rieure ^  =  —  /(,  Qt  d<7  celle  de  l'élément  considéré.  Celui-ci  aura,  des 

lors,  pour  aire ,  si  cosy  est  le  troisième  des  cosinus  directeurs  de 

'  '-  cosy  ' 

la  normale  dn  à  l'élément,  tirée  ici  vers  l'intérieur  de  la  nappe,  ou 
faisant  un  angle  aigu  avec  les  z  positifs.  Ces  trois  cosinus  directeurs 

c//l  dh  1  ^        n  1         i^ 

seront  -^cosy,  -pcosy,  cosy;  de  sorte  cjue  le  llux,  sortant,  pendant 

l'instant  dt,  à  travers  l'élément  plan   fixe  — ^  du  sol,  ou  (fui  vient 

i  -^  cosY  ^ 

transpirer  au-dessus,  sera  (K-^j-^c//,  c'est-à-dire 

\  Lift  J    OOo   1 

Y  f  do  dh         d'^  dh         d(^\    ,      » 
\dx  dx        dy  dy         dzj 

>  de  la  surface  telle 

qu'elle  est  à  l'époque  /,  l'afflux  ou  apport  correspondant  total  de 
liquide  sera  donc 

plan  de  repère,  était  variable,  mais  connue  à  chaque  instant,  le  second  membre 
zéro  de  cette  relation  (ii4)  ferait  place  à  une  fonction  donnée  de  t.  L'on  conti- 
nuerait à  reconnaître,  comme  ci-après  (n°7),  la  déierminatioa  complète  du 
problème. 

42. 
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Or  c'est,  à  d'insignifiants  écarts  près  sur  le  contour,  ce  volume 

dh 
liquide  qui  aura  surélevé  les  niveaux  de  -jjdt,  et  aura  rempli  la  capa- 
cité libre,  appelée  \j.  par  unité  de  volume  apparent  du  terrain,  com- 

/d-s 
—^,  telle  qu'elle  est  à  Tépoque  ^, 

et  la  nouvelle  surface,  relative  à  l'époque  t  -h  dt^  si  elle  se  trouve 
effectivement  au-dessus.  Appelons,  pour  fixer  les  idées,  [Xo  ce  que 
devient,  aux  points  de  la  surface  supérieure,  la  valeur  de  a,  partout 
fonction  donnée  de  x^  y,  z\  et,  le  volume  terreux  envahi  par  la  nappe 
se  composant  de  fdets  verticaux  exprimés  par  drs  dh^  auxquels  cor- 
respondent les  capacités  [jl^  drs  dh  accessibles  au  liquide,  Tafflux 
total  (i  i6)  aura  aussi  la  valeur 

( 1 1()  bis)  dl  I  [Xo  -T-*  di. 

Les  fonctions  sous  le  signe   /  ,  continues  par  hypothèse,  étant  très 

sensiblement  constantes  dans  \ç,  petit  champ  commun  des  deux  inté- 
grales (ii6)  et  (i  i6  bis)^  seront  égales  entre  elles.  Par  conséquent, 
la  condition  cherchée,  propre  à  déterminer  les  déj)lacements  élémen- 
taires de  la  surface  libre,  est 

/         s  dli         jr  (  d<i         dli   d'^         dh  do\  ,  ,  •. 

(T17)      lU-^  =  Ht,  +  ^,-^,  +  ^tr)         (pourra -A). 

Si,  au  lieu  de  s'élever,  la  surface  supérieure  s'abaissait,  ce  serait 
à  travers  ses  éléments  tels  qu'ils  sont  à  l'époque  /  -\-  dt,  qu'on  éva- 
luerait l'afflux  (alors  négatif)  y  surgissant  entre  les  époques  t,  t  -h  dt\ 
et  l'on  obtiendrait  encore,  évidemment,  la  formule  O  17)  ('). 


(')  On  poiinail  même,  loujours,  construire  un  peu  plus  l);is  ces  clônienls  de 

la  surface  à  travers   laquelle    surgissent  les  flux  (116),  modilicalifs  du  niveau, 

savoir,  à  une  petite  dislance  verticale  constante  s  de  la  surface  acluelle  c  = —  A, 

juste  assez  au-dessous  de  ceUe  dernière  pour  que  les  flux  y  acceptent  la  formule 

cl'Xt  ,  ,        .  .  ,  .  , 

régulière  K~-;    car  il  semble  diflicile   que  îles  anomalies  locales,   toujours  à 

craindre  aux  limites  des  nappes  (note  de  la  page  i5),  ne  la  mettent  pas  en  défaut 
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6.  On  y  arriverait  aussi,  clans  tous  les  cas,  même  quand  le  fond  se 
trouve  perce  crorifices,  en  considérant  la  partie  imbibée,  sans  cesse 
comprise  de  z  =  —  h  à  z  =  II,  d'un  fdet  rectangulaire  vertical  de 
terrain,  à  section  droite  dd^dxdy.  Les  deux  flux  qui  sortent,  par 
unité  de  temps,  à  travers  les  deux  faces  (\\  ^  Ji)dy^  {W  -\-  Ji^dx^ 
contiguës  à  l'arête  (x,  y),  sont  respectivement 


dy  1     F^dz,     dx  I    Fydz, 


tandis  que  les  flux  entrant  dans  le  filet  par  les  faces  opposées  ont  les 
mêmes  valeurs,  accrues  de  leurs  difi'érenliclles  respectives  en  x  et  y. 

Enfin,  la  face  inférieure  donne  accès  à  un  flux,  K-r^ >  exprimé 

^        an  cos'i         ^ 

par 

[_      \dz         dx  dx         ^y  <'(//Ji        ' 

ou  par 

f F  -  F  ^  -  F  ^^  d. 

\    -  ^dx  ^dy),       ' 

si  l'on  convient  d'afl^ccter  de  Findice  i  les  cjuantités  qui  doivent  être 
prises  à  la  limite  supérieure  z  =  H  des  intégrales.   Or  la  capacité, 

[jLoC?a--T-5  envahie  durant  l'unité  de  temps  par  le  liquide,  à  la  partie 

supérieure  du  filet,  vaudra  l'excédent,  pour  ces  cinq  faces,  des  flux 
entrés  sur  les  flux  sortis;  et  l'on  aura,  en  divisant  par  da^ 

,      o.  d/i         d     /-"^     ,  d     r'*         j  A.         ,.    dll        ,-,   r/Il\ 

Mais  la  difîérentiation  complète,  en  x  ou  y,  des  deux  intégrales 


à  la  surface  libre  elle-même.  On  conlinu(;rail,  alors,  à  égaler  (sensiblement)  les 
deux  intégrales  (ii6),  (ii6  bis)  et,  par  suite,  leurs  éléments;  car,  ajoutées  au 
liquide,  de  hauteur  apparente  e,  compris,  à  l'époque  t,  au-dessus  de  la  surface 
^  zzz —  A  -t-  £,  elles  donneraient,  à  très  peu  près,  deux  expressions  difiérentes  du 
volume  fluide  qui  s'y  trouve  à  l'époque  l  +  dt.  L'équation  (iij)  subsisterait 
donc. 
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déjQnies  figurant  au  second  membre,  donne  en  tout,  si  Ton  indique 
respectivement  par  les  indices  i  et  o  les  cjuanlilés  prises  aux  deux 
limites  supérieure  et  inférieure  (comme  on  vient  de  dire  pour  la 
première), 


/ 


'_,\dx    ^   dy  )'^''''^\C'^dx  ^^^dy),^  y-^dx-^^dy 


OU  bien,  par  la  substitution,   sous  le  signe  /  ,   du  troisième   terme 

de  (iii),  transposé,  à  la  somme  des  deux  premiers,  et  par  Tinté- 
gration  en  ::, 

La  relation  (i  i8)  devient  dès  lors  identiquement  (117),  pourvu  qu'on 
y  remplace  F^,,  F^,  F^  par  leurs  valeurs  (1)  (p.  12). 

7.  Si  les  dénivellations  Ji  de  la  surface  supérieure  étaient  données, 
à  l'époque  t,  en  fonction  de  x  et  de  y,  le  système  linéaire  formé  par 
l'équation  indéfinie  (112)  et  par  les  conditions  respectives  (ii3), 
(i  il\),  (i  i5)  aux  diverses  parties  de  la  surface,  déterminerait  complè- 
tement, dans  toute  la  nappe  infiltrée,  la  charge  o.  Car,  supposé  qu'il 
existât  deux  solutions  distinctes,  leur  diflerence  ç/'  vérifierait  évi- 
demment les  équations 


(■■9) 


d      /,.    é)'\  d      /,,    Ch'\  d/,rd<f'\  ,  . 


f  -7^  =  o  (aux  parois),   9'  =  o  (aux  orif.  et  à  la  surf,  super.). 


Alors  la  première  équation  (1 19),  multipliée  par  9'  et  par  l'élément 
de  volume  dxrs,  puis  intégrée  par  parties,  à  la  manière  ordinaire,  dans 
toute  l'étendue  imbibée  ta  du  terrain,  donnerait,  vu  l'annulation  de  ç' 
ou  de  sa  dérivée  en  /i  aux  diverses  parties  de  la  surface, 
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relation  exigeant,  dans  tout  l'espace  a,  la  constance  de  z>'  et,  par  suite, 
son  annulation  comme  à  la  surface  supérieure. 

L'expression  de  ç,  à  l'époque  initiale  où  sont  données  les  dénivel- 
lations h,  se  trouve  donc  déterminée  parfaitement;  et,  comme  la  rela- 
tion (117)  fait  ensuite  connaître  pour  celte  époque,  puis,  de  proche  en 
proche,  pour  les  instants  suivants,  la  vitesse  d'élévation  ou  d'abais- 
sement de  la  surface  libre  sur  chaque  verticale  {x,y),  le  problème 
des  mouvements  de  la  nappe  infiltrée  paraît  bien  mis  complètement 
en  équation. 


§  II.  —  Formules  de  deuxième  approximation,  dans  le  cas 
de  vitesses  presque  horizontales. 

8.  Supposons  d'abord  la  nappe  beaucoup  plus  étendue  en  longueur 
et  largeur  qu'en  profondeur,  sans  orifice  de  fond,  et  à  petites  pentes 
très  graduellement  variables,  soit  de  fond,  soit  de  superficie;  en  sorte 
que,  à  une  première  approximation,  les  vitesses  d'écoulement  y  soient 
horizontales,  ou,  la  charge  (p,  indépendante  de  la  coordonnée  verti- 
cale z.  De  plus,  admettons  la  constance,  pour  chaque  verticale  (x,  y), 
des  deux  coefficients  spécifiques  K  et  [/.(,,  qui  seront,  dès  lorsj  fonction 
seulement  de  x  et  dey.  Si  l'on  appelle  $  la  valeur  moyenne  de  o  sur 
cette  verticale,  depuis  z  =  —  h  jusqu'à  ^  =  H,  valeur  fonction  de 
X,  y  et  /,  l'équation  (112)  y  donnera  donc,  sensiblement, 

dz'^  K  L(i.r  \      dx )        dy\      dy 

Deux  intégrations  successives  en  z  (après  multiplication,  chaque  fois, 
par  dz)  depuis  z  =  z  jusqu'à  la  limite  ^  =  H  où  ~  aura,  d'après  la 

seconde  relation  (i  lo),  la  valeur  approchée  ■-, — -, — h  -7-  -t-.->  donneront 


,120) 


fd\i  d^        c/H  d^ 


?*'  l  rJr    rir-    "*" 


\dx  dx         dy  dy ) 


)(H---) 


KL^^^V      dx)        dy\      dyj\         2 
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formule  permettant  d'apprécier  les  petites  variations  de  o  le  long  de  la 

verticale  (x,  y).  Or  multiplions-la  elle-même  par  „   '  .  et  intégrons 

de  z  =^  —  /i  à  ::  =  H,  de  manière  que  le  premier  terme  donne  préci- 
sément la  valeur  moyenne  même  $  de  la  charge  sur  toute  la  partie 
mouillée  de  la  verticale.  11  viendra 

[   (h        .'    —  _  (^^^  £^        ^  d^\}î-hh 
]  "i''  \dx  dx         dy  dy  )       1 

'       ■  ~  K  [^  V^  dx)  ^  dy  \      dy)\  6 

et,  en  faisant  z^^  —  Ji^  9  —  90  dans  (120),  puis  retranchant  (120) 
de  (121), 

)  ^^  \dx  dx         dy  dy  j       2 

Les  deux  relations  (121)  et  (122)  évaluent,  comme  on  voit,  les 
écarts  respectifs  des  valeurs  90,  o,  de  la  charge,  aux  extrémités  de 
chaque  verticale  mouillée,  d'avec  la  charge  moyenne  $. 

Si  l'unité  de  longueur  est  choisie  comparable  à  l'épaisseur  H  -h  // 
de  la  nappe  aqueuse,  les  dérivées  de  <P  en  a;  et  y  seront,  d'après  ces 
formules,  très  petites  comparativement  à  ^>,  puisque  Ton  admet  la 
petitesse  des  rapports  de  <[>  —  9n,  $  —  9,  à  ^^ 

9.  Maintenant  voyons  ce  que  devient  exactement,  lorsqu'on  tâche 
d'y  introduire  <I>  au  lieu  de  9,  la  condition  spéciale  (117),  qui  déter- 
mine le  changemeiit  élémentaire  des  dénivellations  li.  Prenons  cette 
condition  sous  la  forme  que  nous  savons  être  équivalente  (m 8), 
réduite  ici,  par  l'absence  d'orifices  de  fond,  à 


(.23) 


dh 


~  dx  \^  J_idx^  "'  )        dy  \     j_,^  dr 
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D'autre  part,  différentions  par  rapport  à  x  cl  -ay  la  formule 
(H4-A)(I)=  f\dz, 
qui  définit  $;  ce  qui  donne 

^  ^^(J7,  V)  d{x,y) 


L 


d'x>         j  c/H  dh 

dz  H-  ©,  -r, r  4- 


d{x,y)     ''^^U{x,y)^'r^d{x,y) 


relationsd'oùse  tireront  les  valeurs  de  /  .  '^  <i-:r  à  porter  dans  (i  23). 
On  aura  ainsi 

elles  formules  approchées  (121),  (122)  de  $  —  9,  et  de  $  —  9^  per- 
mettront d'éliminer  du  second  membre  toute  autre  fonction  inconnue 
que  h  et  $.  Comme,  en  outre,  la  condition  (j  i5)  donne  0^=:  /i  —  '( 
et,  par  suite,  à  très  peu  près,  dans  les  termes  de  deuxième  approxi- 
mation, H  -t-  A  =  H  +  'C  4-  $,  la  formule  approchée  (122)  pourra 
s'écrire 

(,.5)   '     ^''"     °"      '"'^  [7^d.  +  dyér)        . 


dx  \      dxj        dy  \      dyj 


(H  +  C+1.)^ 


L'équation  cherchée  (de  deuxième  approximation)  en  ^I)  s'obtiendra 
donc  en  portant  cette  valeur  de  h  et  sa  dérivée  en  l  dans  la  for- 
mule (124),  au  second  membre  de  laquelle  les  petites  quantités 
$  —  o,,  <ï>  —  Oo  auront  été  remplacées  parleurs  expressions  (121), 

dh 
(122)  (avec  11  réduit  à  '(  +  (I>),  et  leurs  facteurs  -j- -•>  réduits  de 

,  d{l  +  ^) 

même  a  —7- r-  • 

d^x.y) 
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Bref,  nous  aurons,  en  $  et  h,  un  problème  à  trois  variables  indé- 
pendantes, x^  y,  t,  d'où  se  trouvera  complètement  éliminée  la 
coordonnée  verticale  z.  Or,  notre  but,  ici,  était  précisément  cette 
élimination  de  z,  immédiate  seulement  à  la  première  approximation. 

10.  Pour  arriver  à  des  formules  simples,  supposons  constantes 
la  profondeur  H  du  fond  et  la  dépression  capillaire  '(  sous  la  surface. 
La  relation  (i25)  sera  dès  lors 


(126)      /i  =  C  +  (I)-^ ^ L 


dx  \      dx  )         dy  \      dy 


et  l'équation  (124)  se  trouvera,  de  son  côté,  réduite  immédiatement 
par  la  destruction  mutuelle  de  quatre  termes  dans  le  second  membre,  à 

(-7)  ,.§  =  i^[K(H  +  -c  +  a.)g-.^[K(H  +  r  +  *)^} 

c'est-à-dire  à  la  forme  simple  déjà  obtenue  (p.  21)  en  première  ap- 
proximation ('). 


(M  Si  l'on  ne  négligeait  pas  les  pentes  —r, — -^  soit  du  fond  ^  =:  H,  soit  de  la 

superficie  telle  qu'elle  est  dans  l'état  final  d'équilibre,  avec  son  élévation  t  due 
à  la  capillarité,  les  quantités  entre  crochets  de  (i24)  deviendraient,  tous  calculs 
faits, 

K(H  +  C  +  *)  \—^^-  —  U—  f^  ^_  ^  f^\  ^(H  — 0] 
\_d{x,y)        'x\dx  dx        dy  dy)   d{x,  y)  J 

\^dx\    dx  J     fty\    dyjj 


6 


'^(•^>  /) 


A  une  première  approximation,  où  *  disparaîtrait  devant  II  -+-  Z,  elles  se  rédui- 

d<l> 
raient  à  K{ll  -]-  'Ç)  -j- et,  à  une  deuxième  approximation,  où  l'on  conser- 


d{x,y) 


d'I 


verait   en  outre  le  terme  K'I»-; ->  il  est  clair  que  tous  les  autres  ternies 

d{x,  y) 

s'elïaceraient  devant  celui-là,  pourvu  que  les  pentes  en  question  — — ^-^  fussent 

seulement  comparables  à  celles,  -7-- -,  de  la  superficie,  considérée  dans  la 

d{x,y) 

principale  partie  dynaniùjiic  <!'  de  son  élévation  h]  car  les  uns,  ceux  où  fii^Mirent 
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Comme  $  tend  vers  zéro,  on  peut  le  supposer  devenu  petit.  Ne  le 
négligeons  toutefois  que  dans  le  facteur  (H  +  '(  +  <P)-  du  dernier 
terme  de  (12G),  terme  déjà  très  faible  et  qu'il  est  permis,  sans  in- 
convénient, d'altérer  un  peu  par  rapport  à  lui-même.  Alors  l'équa- 
tion (126),  différentiée  en  t,  donne 


.     Q.     dh        d^        (H  +  0' 
('^^)     -di  =  ^t 31^ 


d   fy    d   d^\  d  fy   d   d^ 

dx  \      dx   dt  j         dy  \      dy   dt  ) 


relation  où  l'on  peut  réduire  dans  le  dernier  terme  (double),  d'après 


deux  dérivées  de  H  ou  de  Ç  avec  une  de  *,  seraient  comparables  aux  cubes  des 
dérivées  premières  de  «f,  tandis  que  les  autres,  les  derniers  et  les  plus  grands, 
le  seraient  aux  produits  des  dérivées  premières  de  *  par  ses  dérivées  secondes, 
supposées  beaucoup  plus  petites  que  *.  Ainsi,  l'équation  (127)  conserverait  sa 
forme,  même  en  deuxième  approximation. 

Voici  comment  on  peut  reconnaître  que  les  carrés  des  dérivées  premières  de* 
en  :r  et  y  seraient  négligeables  à  côté  des  dérivées  secondes,  par  suite  de  l'hypo- 
thèse faite  que  les  dérivées  successives  de  *  sont  de  plus  en  plus  faibles.  Il  est 
naturel  d'admettre  que  toute  dérivation  en  x  ou  en  y  de  *  et  de  ses  dérivées 
produit  un  rapetissement,  relatif,  comparable  à  une  certaine  puissance,  *",  de  4>. 
Les  dérivées  premières  de  *  seraient,  dès  lors,  comparables  à  *'+»  et,  les 
dérivées  secondes,  à  *'-+--".  Donc,  les  carrés  des  dérivées  premières  atteindraient 
l'ordre  de  petitesse  de  <ï>2+2«^  Qy  seraient  comme  les  produits,  par*,  des  dérivées 
secondes. 

Ti     .     1        1      i-               1         m           I  -        1      <^(H,  n                    1  1      <         <^* 
11  resuite  de  la  aue,  dans  1  hypothèse  de   -; comparable  a   —r-, •> 

^  d{x,y)  ^  d{x,y) 

l'équation  (i25)  continue  à  se  réduire  à  (126)  et  donne  (128)  ci-après.  Dès  lors, 
(127)  prendrait  encore  la  forme  (129)  ;  car  les  dilïérentiations  en  x  ety  de  (128  bis), 
ou  indiquées  dans  la  formule  remplaçant  (128  bis)  et  qui  a  le  facteur  H  +  Ç,  à 

côté  de  K.  sous  un  signe  -j—  ou  -7—,   pourraient  se  faire  comme  si  ce  facteur 

dx         dy     * 

H  4-  s  était  constant,  vu  que  sa  dérivation  produirait  un  rapetissement  de  Tordre 

d^ 

de  —, -y    ou  de  **-''",   tandis  que  celle  des  autres  facteurs,  comme  est  le 

d{x,  y) 

facteur  entre  crochets  de  (128  bis),  ne  produit  qu'un  rapetissement  de  l'ordre 

de  *'^ 

On   voit  donc  que  l'équation   (129)   ci-après   s'étend,   comme   (127),   au   cas 

de  H  et  Ç,  graduellement  variables,  sauf  quand  *  est  devenu  tellement  petit  que 

ses  dérivées  disparaissent  devant  celles  de  H  et  de  C  Mais,  alors,  le  phénomène 

est,  en  quelque  sorte,  terminé  ou  évanoui,  et  sans  intérêt. 
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,     .  *  d'P   ,    dh  .  ,  d/i 

cette  relation  même.  777  ^i  777'  puis  remplacer  -^  par  sa  partie  prin- 
cipale 

(128  bis) 


dt 


(H  +  O 
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dh 
'dt 


I 


dx  \      dx  J 


d   f^  d4> 


résultant  de  (127).  Enfin  la  substitution  de  cette  valeur  (128)  de -7-  ainsi 
modifiée,  dans  (1  27),  donne  l'équation  en  $  cherchée  : 


('29) 


d'i> 


=  (H4-0 


Si,  par  exemple,  le  terrain  est  homogène,  ou  que  K,  u.^  soient 
constants,  cette  équation,  divisée  par  K,  devient 

(■3o)       g§  =  (HH-<:)M  +  A.[|!  +  <14:i)!A,*]. 

Le  second  membre  se  réduit,  en  première  approximation,  à  son 
terme  (H  -h  'C)A2<I>;  ce  qui  donne  bien  alors  Téquation  du  refroidis- 
sement d'une  plaque  homogène.  Et  l'on  voit  que  la  deuxième  approxi- 

mation  ajoute  à  ce  second  membre,  outre  le  terme  non  linéaire  X., — > 

que  l'on  connaissait  déjà,  un  terme  linéaire  en  AoAo<T>,  comparable  au 
précédent  quand  Ao4>  est  de  l'ordre  de  petitesse  de  4>-. 

11.  Si  l'on  posait  H  =  o  et  ^  =  o,  comme  nous  l'avons  fait  (au  §  VI 
du  Mémoire  principal)  dans  le  cas  d'un  fond  plat  avec  source  au  ni- 
veau de  ce  fond,  l'équation  (1  2G),  réduite  à 
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donnerait 
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(i3i) 


dh_ 

dt 


d4> 
'dt 


(b\  

\     d.r  dj 


dv   \d^ 


,    I  d.K-j-        d.K—-\ 
rt<î>l  dj^  dy    j 

dt  \     dx  dy      / 


,    d^ 


OÙ  l'on  substituerait  à  -7-5  dans  les  petits  termes  entre  crochets,  sa 


dt 


dh 


valeur  de  première  approximation  -j->  alors  égale  à 


(.32) 


Il      '      dx 


dy   I  *' 


[J-o 


dx 


dy 


en  vertu  de  (127).  Et  cette  expression  (i3i);  ainsi  transformée,  de 
-T-»  portée  dans  (127),  conduirait  à  l'équation  indéfinie  en  <ï>  : 


d^ 


'd.^4- 

dx 

.      dx 


dy  U^ 


^7 


(i33; 


2  *M  O 


'4-       d.K±\ 
dx 


d 


<ir  )  I    I       *     dx 


d.K^: 

I  dy 


^fy 


$' 


-.     </-^'         '         dy     /    \     dx  dy     , 


?] 


Lorsque  K  et  [x,,  sont  constants,  il  vient,  en  divisant  par  K, 

Ç-  -77  =  A. — V-  -A  —^.^. — h($Ao$)Ao  — 

K    dt  "2  3^2      --2  ^        -     ^     -  1 


(■34) 


=  A, 


[î!Aa.îî^(.,a.)=..î'-.(..î!)']. 


12.  Je  n'essaierai  pas  de  tirer  parti  de  ces  formules,  les  calculs  de 
seconde  approximation  étant  loin  d'offrir,  dans  la  question  présente, 
l'intérêt  qu'ils  auraient,  par  exemple,  dans  une  étude  d'ondes  régies 
approximativement  par  Téquation  de  d'Alembert  ou  des  cordes  vi-» 
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branles.  En  effet,  les  lentes  déformations  qu'éprouvent  de  telles  ondes, 
déformations  caractéristiques  des  phénomènes  et  dès  lors  importantes 
à  considérer,  sont  données  uniquement  par  la  deuxième  approxima- 
tion; car  l'équation  de  d'Alembert  les  annule.  Mais,  ici  où  la  première 
approximation  ramène,  en  «général,  le  problème  des  mouvements  de 
la  nappe  à  celui  du  refroidissement  d'une  plaque  et  non  à  la  question 
des  cordes  vibrantes,  cette  première  approximation  règle  déjà,  même 
dans  le  cas  particulier,  plus  complexe,  des  équations  (i33)  et  (iSl), 
les  altérations  assez  rapides  du  phénomène,  et  une  approximation  plus 
élevée  ne  peut  y  changer  relativement  que  peu  de  chose  ('  ). 


§111.  —  Petites  dénivellations  d'une  masse  aqueuse  infiltrée, 
de  profondeurs  quelconques,  avec  ou  sans  écoulement  au  dehors. 

15.  Abandonnant  l'hypothèse  de  la  quasi-horizontalité  des  mou- 
vements moyens  locaux,  supposons  maintenant  quelconques  la  pro- 
fondeur H  et  les  pentes  du  fond,  mais  petites  les  dénivellations  h  de  la 
surface,  ou  plutôt  leur  partie  dynamique  Oq,  autre,  d'après  (ii5), 
que  celle,  '(,  due  à  la  capillarité.  La  charge  9  étant,  dès  lors,  partout 
très  petite,  nous  négligerons  les  carrés  et  produits  de  cette  fonction  ou 
de  ses  dérivées.  Enfin,  pour  simplifier,  nous  supposerons  constante, 
dans  la  dénivellation  A,  la  partie  '(produite  par  l'action  capillaire,  afin 
de  pouvoir  prendre,  pour  surface  finale  d'équilibre  de  la  nappe,  un 
plan  horizontal,  z  =  —  '(. 

En  raison  de  la  continuité  de  o,  la  valeur  de  cette  fonction  o  ou 
de  ses  dérivées  partielles,  sur  chaque  verticale  (r,  y)  et  au  point  où 


(')  Au  moment  où  s'imprimait,  vers  le  commencement  île  janvier,  le  Para- 
graplie  \I  de  ces  Reclierclics,  consacré  à  leur  ap|ilicalion  aux  trois  sources  de 
Cérilly,  d'Armentièrcs  et  de  la  Dhuis,  dont  les  deux  premières  appartiennent 
au  bassin  de  la  Vanne,  M.  Edmond  Maillet  calculait  les  débits  d'été  d'une  troi- 
sième source  de  la  Vanne,  celle  dite  du  Miroir,  pour  laquelle  il  obtenait,  d'après 
les  observations  faites  de  188G  à  1900,  un  coeflî<Ment  de  tarissement  a  égal  à 
o,o5o65.  Celte  quatrième  source  se  classe  donc  dans  le  type  de  celles  de  a 
Dhuis  et  de  Cérilly,  (|ui  so  présentait  lliéoriquemcnt  comme  devant  être  le  plus 
ordinaire. 
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passe  actuellement  la  surface  libre  souterraine  j  m  —  '(  —  Oq,  pourra 
n'être  pas  distinguée  de  leur  valeur  au  point  (x,y)  du  plan  iiorizontal 
^  =  — '(;  car  l'erreur  entraînée  par  une  telle  substitution,  étant  de 
l'ordre  du  produit,  parcp^,  de  la  dérivée  en^  de  la  fonction  considérée, 
sera  négligeable  d'après  l'bypolhèse  faite.  Cela  revient  à  yZ.xY?/- le  champ 
où  existe  et  où  doit  être  obtenue  la  charge  ç,  dans  les  limites  qu'il  a 
effectivement  pour  /infini,  ou  pour  cp  évanouissant.  Et  ce  sont  bien  les 
limites  à  adopter  ici;  car,  par  le  fait  même  de  la  réduction  convenue 
des  équations  à  leurs  parties  linéaires  en  ^^,  on  cherche  la  forme  admis- 
sible pour  (p  dans  le  cas  de  valeurs  initiales  ç,,  infiniment  petites, 
produits  d'une  fonction  arbitraire  de  x  et  âey  par  une  constante  voi- 
sine de  zéro. 

14.  La  condition  (i  i5),  ainsi  devenue 

A  =  ^  -f-  <p         (pour  ^  =  —  (^), 

différentiée  en  /,  donnera,  comme  vitesse  -r-  d'exhaussement  de  la 

surface,  la  dérivée  -~  prise  pour  z  =--  —  t.  Et  cette  valeur  portée,  afin 

d'éliminer /<,  dans  la  relation  (i  17),  rendue  linéaire  par  la  réduction 
de  son  second  membre  au  premier  terme,  la  transformera  en  une  rela- 
tion capitale,  régissant  o  à  la  limite  supérieure  z  =  —  '(  du  champ, 
savoir 

(^35)  j^^_|==kJ        (pouri?=  — ^). 

Celle-ci  vient  compléter  la  condition  d'état  initial,  où  //(,  désignera 
la  valeur  primitive  de  A  et/(x,y)  la  fonction  arbitraire  donnée  /iq  —  '(  : 

(i36)      o  =  /<o  —  'C  =f(x,y)         (pour  ^  =  —  '(  et  /  =  o). 

Ces  relations  (i35)  et  (i36),  en  s'adjoignant  aux  équations  (i  12), 
(ii3)et  (ii4)?  déterminent  complètement  ç.  Car,  s'il  existait  deux 
fonctions  différentes  9  et  9  4-  9'  les  vérifiant,  leur  différence  9'  satis- 

Jouni.  de  Math.  (5=  série),  tome  X.  —  Fasc.  IV,  1904.  4^ 
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ferait  évidemment  aux  équations  suivantes  : 
(137)   {  (à  la  superficie  ^  =  —  '()      K.-3r  =  f^o"^' 

f  f  d-:.'  \ 

\  (sur  le  reste  de  la  surface)     (  -v-  ou  o'  1  =  o, 

et,  enfin, 

(i38)  (pour  /  =  o  et  r  =  — '()     o'=o. 

Or,  la  première  équation  (^87),  multipliée  par  ç'  et  par  un  élément 
de  volume  ^cr,  puis  intégrée,  par  parties,  à  la  manière  ordinaire,  dans 
toute  l'étendue  m  comprise  entre  le  plan  j^  =  —  '(  et  les  parois  ou  les 
orifices,  donne  immédiatement,  grâce  aux  trois  dernières  relations  (137) 
et  en  appelant  ch  les  divers  éléments  de  la  surface  supérieure,  con- 
fondue avec  sa  projection  cr  sur  le  plan  z  ■=  —  X,^ 


dt 

'^'  da 

-l-m 

^  dy- 

—  0 

d     fix 

y' 

.7           Tt'  (d'^'-         d'^'^         d'o'^\    j 

:  0. 

ou  bien 

Mais,  d'après  (i38),  le  carré  cp'^  est  nul  initialement  sur  toute  la 
surface  a;  et,  s'il  cessait  de  l'être  à  un  moment  donné,  ce  serait  pour 
rendre  positive,  ainsi  que  sa  dérivée  en  /,  l'intégrale  de  surface  figurant 
au  premier  membre  de  la  formule  (iSq),  lequel  aurait  alors  tous  ses 
éléments  de  même  signe  et  ne  pourrait  pas  s'annuler. 

Donc  cp'=  o;  et  la  fonction  :p  qui  satisfait  aux  équations  (i  12),  (1 13), 
(i  i4),  (i35)  et  (i3G)  du  problème  est  unique. 

15.  Le  mode  de  démonstration  qui  précède  rappelle  tout  à  fait  celui 
par  lequel  on  prouve  que  la  question  du  refroidissement  d'un  corps  est 
déterminée  par  son  équation  indéfinie  et  parles  conditions  ordinaires 
aux  limites  ou  initiale.  C'est  que,  en  clTot,  le  problème  actuel  est. 
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analytiquement,  identique  à  celui  du  refroidissement  d'un  corps  atlicr- 
mane  isotrope,  pourvu  de  la  conductibilité  intérieure  K,  occupant 
même  situation  que  la  nappe  aqueuse  dans  son  état  final  de  repos, 
avec  surface  maintenue  à  la  température  zéro,  aux  orifices,  mais  calo- 
rifiquement  imperméable,  aux  parois,  ainsi  que  dans  le  plan  z  =  —  t^ 
et  dont,  enfin,  la  capacité  pour  la  chaleur  serait  nulle,  sauf  dans' une 
couche  supérieure  mince  où,  très  grande  par  unité  de  volume,  elle 
aurait  la  valeur  finie  [x^  par  unité  d'aire. 

Car,  alors,  la  relation  (i35)  exprimerait  bien  réchauffement  de 

cette  couche  par  le  flux  calorifique  K  -^  venu  de  l'intérieur,  tandis 

que,  dans  le  reste  du  corps,  l'annulation  de  la  capacité  pour  la  chaleur 
réduirait  l'équation  indéfinie  du  refroidissement  à  celle,  (112),  des 
températures  stationnaires  ('). 

J6.  Il  est  clair  qu'une  pareille  condensation  de  toute  la  capacité 
calorifique  du  corps  dans  sa  couche  supérieure,  tout  en  donnant  un 
cas  limite  ou  extrême  de  la  question  du  refroidissement,  n'est  pas  de 
nature  à  changer  la  formule  générale  de  la  températwe  cp.  Il  y  aura 

donc  lieu  de  prendre  pour  zi  la  somme  VcUT  d'une  infinité  de  so- 
lutions simples,  produits  de  constantes  arbitraires  c,  dépendant  de 
l'état  initial  (i36),  par  des  facteurs  U,  T  fonctions,  respectivement, 
les  premiers,  des  coordonnées  x,  y,  z,  les  seconds,  du  temps  ^  ('). 

(')  Si  l'on  remplaçait,  dans  (i35),  ~-  par  —rfi  les  équations  de  notre  pro- 
blème des  petits  mouvements  de  la  nappe  infdtrée  prendraient  la  forme  de  celles 
des  ondes  provoquées,  à  la  surface  du  liquide  pesant  remjDlissant  un  bassin,  par 
de  rapides  impulsions  qu'on  y  exerce  du  dehors  [voir,  par  exemple,  mon  Volume 
intitulé  Applications  des  potentiels,  etc.,  p.  5^8  à  582).  Aussi  passe-t-on  de  la 

solution  (p^\  cUe~'"'  delà  question  présente,  à  celle  de  la  question  de  ces 

ondes,  en  remplaçant  simplement  les  exponentielles  g-""  par  les  facteurs  trigo- 
nométriques  cos(^\/m). 

(■-)  On  pourrait  même,  tout  de  suite,  s'appuyant  sur  les  démonstrations 
données  à  propos  du  problème  du  refroidissement,  prendre  T  =  (?-"".  {Voir  la 
X\«  de  mes  Leçons  sur  la  Théorie  analytique  de  la  chaleur,  mi^e  en  harmonie 
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Les  cqualions  (112),  (ii3),  (114)5  vérifiées  séparément  par  chaque 
solution  simple,  deviennent 

;    d  f^r  d\]\         d  (^  dW\         d  (rr  d\]\ 

\  (aux  orifices  et  aux  parois)  (  U  ou  -^  )  =  o, 
tandis  que  la  relation  (i35),  vérifiée  de  même,  prend  la  forme 

I      dT  K        I       d\]     .  y. 

Les  deux  membres  étant  indépendants,  le  premier,  des  deux  coor- 
données X  et  y,  le  second,  du  temps  /,  ont  pour  valeur  une  même 
constante  — jn.  Par  suite,  d'une  part,  T  est  proportionnel  à  e~"'^,  et 
l'on  peut  écrire 

d'autre  part,  aux  relations  (i4o)  s'adjoint,  pour  compléter  la  déter- 
mination de  la  forme  de  U  et  des  coejjficients  d' extinction  m  des  expo- 
nentielles, la  condition  spéciale 

(142)  K— =  —  mp.o  U  (pour  ^  =  —  'Q. 

17.  Multiplions  l'équation  indéfinie  eu  U,  qui  est  la  première  (i4o), 
par  l'élément  dxs  du  volume  ter  de  la  nappe  et  par  une  fonction  con- 
tinue U'  de  x^  y,  ^,  qui  soit,  ou  la  fonction  L  elle-même,  ou  la  fonc- 
tion analogue  correspondant  à  une  exponentielle  e  '"'',  autre  que  <?"""; 
puis  intégrons  par  parties  comme  on  a  fait  ci-dessus  pour  établir  la 
formule  (iSq),  en  tenant  compte  des  conditions  aux  limites  (i4o)j 
tant  pour  la  fonction  U'  que  pour  la  fonction  U,  et  de  la  condition  (142) 
pour  la  fonction  U.  Nous  aurons 

/     r-i\  r       TTTT'    /  r.r[d\}d\^'     ,     d\}   dV>'     ,     d\jd\2'\, 

( , 43)     mj  p.0 UU  r/a  =j  Kl^-  —  ^--^  -;-  -  _  j  d^. 


avec  la   Tliennodynamique  cl  ai'cc  ta  t/icoric  mécanique  de  la  lumière,  t.  I, 
p.  280  à  '.>,45.  ) 
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Si  l'on  fait  U'=  U  dans  cette  relation,  il  vient  pour  m  le  quotient 
de  deux  intégrales,  l'une,  de  volume,  l'autre,  de  surface,  essentielle- 
ment positives;  ce  qui  montre  que  tous  les  nombres  m  possibles  sont 
positifs,  ou  que  ce  sont  bien  des  coefficients  d'extinction. 

Si,  au  contraire,  l'on  fait  U'  différent  de  U  et  correspondant  à  un 
coefficient  d'extinction  m'  autre  que  ni^  l'équation  analogue  à  (i43), 
mais  en  m'  et  non  en  ni^  retranchée  de  (i43),  donnera 

(i44)   ('^^  —  ^^')  f  fJ-oUUV/a  —  o,       c'est-à-dire        /  [x^^UU'  ch  =  o. 

On  pourra  donc  appliquer  la  méthode  d'élimination  de  Fourier  au 
calcul  des  coefficients  c  affectant  les  diverses  solutions  simples,  et  qui 
dépendent  de  l'état  initial  (i36).  En  effet,  si  nous  appelons  U,,  les 
valeurs  des  fonctions  U  à  la  superficie  ^  =  —  '(,  la  condition  (i3G) 
devient 

(i45)  2;^U,  =  /(x^y). 

Or,  en  multipliant  celle-ci  par  \y,^\}^da^  puis  intégrant  sur  toute 
l'étendue  cr  de  la  surface  supérieure,  enfin,  observant  que  les  termes 
du  premier  membre  de  (t4^)  autres  que  cUq  pourront  s'écrire  c'U|, 

ou  donneront  lieu  à  l'intégrale  c'  \  [x,,  U^  U,,  di^  nulle  en  vertu  de  (  1 44)? 

l'on  aura  bien 

('46)  c  fiJ,,l]ld(j=  fiJ,,f{x,y){J,d:^. 

Et  l'on  en  déduira  le  coefficient  c  quelconque  d'amphtude,  qui  s'y 
trouve  séparé  de  tous  les  autres. 

18.  Supposons  maintenant  la  nappe  acjueuse  cylindrique  ou  pris- 
matique, c'est-à-dire  limitée  par  des  bords  verticaux,  reliant  la 
surface  libre  :r  =  —  '(  à  un  fond  horizontal  ^  =  H.  Et  admettons, 
d'une  part,  que  le  coefficient  K  des  llux  soit  le  produit  /c/.  d'une  fonc- 
tion positive  k  de  x  et  de  y^  par  une  fonction  x  de  z,  également  posi- 
tive, égale  à  I  à  la  surface  supérieure  ;:  =  —  '(,  et  que  le  rapport  y  soit 

43. 
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constant;  d'autre  part,  que  le  fond  soit,  tout  entier,  ou  une  paroi,  ou 
un  orifice,  et  que  chaque- bande  verticale  des  bords  se  trouve  aussi,  de 
haut  en  bas,  ou  tout  entière  paroi,  ou  tout  entière  orifice. 

Si  alors  on  prend  pour  fonctions  U  les  produits  de  facteurs  V, 
dépendant  de  x  et  de  y^  par  des  facteurs,  Z,  dépendant  de  z  seul  et  se 
réduisant  à  i,  comme  x,  à  la  surface  supérieure,  d'abord,  l'équation 
indéfinie,  déduite  de  la  première  relation  {\\o)^  deviendra  immédia- 
tement 

ks\_dx\     dx )         dy\    dy  J  \         /.Z  dz  \    dz  ) 

Et  ses  deux  membres,  indépendants,  le  premier,  de  ^,  le  second, 
de  X  et  dey,  se  réduiront  à  une  môme  constante,  que  j'appellerai  v; 
de  sorte  que  l'équation  indéfinie  se  dédoublera,  pour  régir  séparément 
U  et  Z,  dans  les  deux  suivantes  : 

,        ,         .  d      fj     d\\  d      /,     d\\  j    .r  d     [        d'L\  r. 

(»'^^7)  .7^(^^'^)  +  ^(^7^)  =  -^^^■^^    -d-z\;^di)=''''^- 

L'on  peut,  pour  fixer  les  idées,  considérer  la  fonction  V  uniquement 
sur  la  surface  supérieure  ct,  où  x^  y  prennent  toutes  leurs  valeurs  et  au 
contour  de  laquelle  pourront  alors  être  rapportées  les  conditions  (i4<>) 
concernant  les  parois  et  ouvertures  verticales,  à  normales  dn  dirigées 
comme  celles  de  ce  contour.  En  effet,  ces  conditions,  où  il  faudra  faire 
U  =  YZ,  seront 

(148)  (  -7-  ou  V  j  =  o     (sur  le  contour  de  7), 

tandis  (|ue  la  relation  d'état  initial  (i45),  où  LJ  =  U„  =  VZo  =  V, 
deviendra 

(149)  i;^-V-/(.r,7). 

Or  l'adjonction  des  relations  (148)  et  («49)  <i  !«*  première  é(|ua- 
tion  (147)  constitue  précisément  le  système  d'équations  qui  déter- 
minerait la  température  r,  mise  sous  la  forme  ordinaire  r  =  y  cVt'^% 
dans  une  plaque  à  bases  imperméables  qui  recouvrirait  la  surface  a  et 
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aurait,  avec  f{x,  y)  pour  température  initiale,  son  contour  en  partie 
imperméable  et  en  partie  maintenu  à  zéro,  pourvu  que  l'équation 
indéfinie  de  son  refroidissement  fût 

,    f,    ^  j  d\'  d   /j  dç\  d  [  i.dv\ 

^         ^  dt         dx  \    dx)         dy  \    dy  ) 

Donc,  si  nous  admettons  qu'on  ait  résolu  ce  problème  de  refroidis- 
sement, les  fonctions  V,  les  constantes  v,  toutes  positives,  et  les  coef- 
ficients c  d'amplitude,  seront  connus. 

Cela  posé,  et  l'intégration  de  la  seconde  équation  indéfinie  (1^7 )> 
en  Z,  introduisant  deux  constantes  arbitraires,  il  restera,  pour  déter- 
miner ces  constantes  et  le  coefficient  corrélatif  m  d'extinction  de 
l'exponentielle  ^~'"',  d'une  part,  les  deux  relations 

(i5i)      Z  =  i      (pour  :i  =  —  *C),        (--^ouZj  =  o     (pour  j  =  H), 

dont  la  seconde  résultera  des  troisième  ou  deuxième  conditions  (i4o) 
relatives  au  fond,  et,  d'autre  part,  une  fois  Z  ainsi  complètement 
défini,  l'équation  (142),  devenue 

(i52)  —  =  — /7^Ç     (pouriJ  =  — ^); 

d'où  se  tirera  la  valeur  de  m  correspondant  à  chaque  valeur  de  v.  Le 
problème  sera  donc  résolu. 

19.  Supposons  X  —  I  ou  K  fonction  uniquement  de  x  et  de  y, 
comme  au  §  II.  Alors  la  seconde  équation  (i^?)  admet  les  deux  inté- 
grales particulières  coh(Hv^v  —  ^v'v),  sih(H\/v  —  ^V^),  dont  l'une 
sera  exclue  par  la  relation  (i5i)  relative  au  fond  ^  =  H,  savoir  la 
seconde,  si  ce  fond  est  une  paroi,  et  la  première,  s'il  est  un  orifice.  En 
attribuant  à  l'intégrale  particulière  subsistante  le  coefficient  convenable 
pour  vérifier  la  première  relation  (i5i),  l'on  aura  donc,  dans  ces  deux 
cas  respectifs  d'un  fond  iinj^erméable  et  d'un  fond  orifice, 

(i53)    Z=soit      o°i'('V;-'=v^)        soit       ^"'(Hv^— v^). 

^         '  coIi(Hv/v+  Cv'^)  sih(Hv/v+ CV») 


i 
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et  l'équation  (i52)  donnera  enfin,  pour  calculer  les  coefficients  d'ex- 
tinction m,  la  formule 

(ia4)  m  =  —  v^v(tah  ou  coth)(Hv'v  +  (^\/v). 

Si  l'on  y  pose,  pour  abréger,  (H  +  'QyÇ  =  a,  cette  expression  de  m 
sera  proportionnelle  à  l'une  des  deux  fonctions  a  taha  ou  a  cotha.  Or 

la  dérivée  de  celle-ci  en  a  est— — r — -~-^, — ^'  fraction  positive  comme  a: 

2  (colla  ou  sih  a)-  ^  ' 

car  son  numérateur,  nul  pour  a  =  o,  a  sa  propre  dérivée  par  rapport 
à  2a,  savoir •coh( 2a)  ±  I,  essentiellement  positive.  Donc  /;?  croît 
avec  a,  ou  avec  v;  et  la  plus  petite  valeur  de  v  donnera  la  plus  petite 
de  m,  celle  à  lac|uelle  correspond  l'expression  asymptotique,  cU e'"'% 

de  (p. 

20.  Les  résultats  deviennent  particulièrement  simples  quand  la 
profondeur  H  est  très  grande;  car,  alors,  tous  les  cosinus  ou  sinus 
hyperboliques  figurant  dans  les  formules  (i53)  sont,  du  moins  pour 
les  valeurs  modérées  de  ',  ceux  d'arguments  considérables  et  se 
réduisent  à  des  moitiés  d'exponentielles.  Il  vient  donc,  vu  que,  d'ail- 
leurs, dans  (i54),  la  tangente  ou  cotangente  hyperbolique  ne  dilTère 
plus  sensiblement  de  i. 


(i55)       (pour  H  très  grand) 


Z  =  6>-'^"='^        m  =  -s/y, 


=  2cVe 


-v^l^-^-^èO 


On  voit  que  la  charge  9  ne  dépend  plus  que  des  trois  variables 

K  ^ 

ou  que  la  relation  (i35),  écrite 


(i5G)  ^^  — v-  =  o, 


K  dt~dï 


cesse  d'être  une  condition  spéciale  à  la  surface  supérieure,  pour  devenir, 
concurremment  avec  (112),  une  véritable  écpiation  indéfinie.  Mais  ce 
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cas  limite  d'une  nappe  infiniment  profonde  mérite  d'être  traité  plus 
simplement,  et  c'est  par  son  étude  c^ue  je  terminerai  le  présent  travail. 


§  IV.  —  Extinction  graduelle  du  mouvement  dans  une  nappe  infiltrée 
profonde  et  à  bords  verticaux,  par  propagation  uniforme  d'une 
onde  ascendante. 

21.  Ne  faisons  pas  tout  de  suite  infinie  la  profondeur  H.  Suppo- 
sons-la seulement  constante,  et,  dans  cette  hypothèse,  considérant 
l'équation  indéfinie  (i  12)  en  ^  (où  K,  ici,  ne  dépend  pas  de  z)  à  l'in- 
térieur de  la  section  horizontale,  que  nous  appellerons  a-,  faite  à  un 
niveau  z  quelconque  dans  la  nappe  prismatique,  multiplions  (112) 
par  tp  <ia-;  puis  intégrons  dans  toute  l'étendue  c,  en  appliquant  aux  deux 

premiers  termes  l'intégration  par  parties.  La  condition  (  yt  ou  9  j  =  o 

relative  au  contour  de  la  section  annulera  partout  la  somme  des  deux 
termes  intégrés;  et  nous  aurons 


-£^m-':$y^ -/:'&' 


(7  =  0, 


ou  bien,  en  remplaçant  9  j^f  par  -7^  (  —  )  —  -^>  multipliant  par  2  et 
réduisant, 

(.57)  ^jKfch  =  ^fK(\,:^ych. 

Cette  équation  montre  que  l'intégrale  /  Kç-<:/c7  a  sa  dérivée  seconde 
en  z  essentiellement  positive,  ou  sa  dérivée  première  en  ^, 


■L 


croissante  depuis   la    surface   z  =^  —  Z,   jusqu'au  fond  :;  =  H.    Celte 
dérivée  première,  étant  visiblement  nulle  au  fond,  où  disparaît  soit 

la  charge  9,  soit  le  flux  entrant  K-t^j  se  trouve  donc  négative  quel  que 
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soit  ^;  et,  par  suite,  l'intégrale  /  JLo"^  ch  est  décroissante  de  haut  en 

bas.  Comme  sa  valeur,  essentiellement  positive,  ne  lui  permet  de 
décroître  en  tout  que  dans  une  mesure  finie,  sa  dérivée  en  z  devra 
donc  s'évanouir  asymptotiquement  aux  grandes  profondeurs  z,  si  l'on 
fait  H  de  plus  en  plus  considérable. 

Ainsi  la  fonction  continue  ç;,  à  valeurs  comparables  sur  toute 
l'étendue  de  a,  ne  croît  pas  sans  limite  avec  z,  quelque  grand  que 
devienne  H,  puisque  la  moyenne  (convenablement  définie)  de  o^, 
à  chaque  niveau  z,  est  tenue  de  diminuer  quand  z  grandit. 

22.   Si  la  condition  relative  au  fond  est  0  =  0,  l'intégrale  /  Ko^  t/o- 

s'y  annulera.  Or  cette  intégrale,  ayant  sa  dérivée  en  z  évanouissante 
aux  grandes  profondeurs,  s'annulera  aussi,  très  sensiblement,  aux 
niveaux  z  plus  ou  moins  voisins  du  fond;  et,  comme  tous  ses  éléments 
sont  de  même  signe,  l'on  y  aura,  quand  H  croîtra  sans  limite,  o  très 

petit,  ou  -ji  tendant  vers  zéro. 

De  même,  quand  la  condition  au  fond  est  -^  =  o,  la  dérivée  sui- 

vante -T^  y  tend  vers  zéro,  si  H  grandit  indéfiniment.  Car  l'équation 
(112),  où  K  ne  dépend,  par  hypothèse,  que  de  x  et  de  y,  diflerentiée 
en  z,  montre  que  -^,  substitué  à  9  dans  cette  équation  (i  12),  y  satisfait 
non  moins  que  9.  Et  l'on  peut  en  dire  autant  de  la  condition  relative 
au  contour  des  sections  a,  savoir  -^^  ou  ç-  =  o  :  le  symbole  -7-  y  dési- 
gnant (cosa)-^^ — h  (sina)-^,  avec  a  indépendant  de  z,  la  dérivation 

par  rapport  à  z  les  transforme  en  (^;77  0U-t^j  =  0. 

On  peut  donc  bien,  dans  le  cas  présent  où  le  fond  est  une  paroi, 

dire  de  -p-  ce  (lu'on  disait  de  o  (luand  le  fond  était  un  orifice. 
dz        ^  '    i 

D'après  cela,  l'expression  ^  -if 77»  premier  membre  de  (i56), 

que  j'appellerai  'j^  et  qui,  d'après  (i3j),  s'annule  à  la  surface  supé- 
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Heure  z  =  —  ^,  s'annulera  aussi  au  fond,  avec  <p  et  -^j  quand,  H  crois- 
sant indéfiniment,  le  fond  sera  un  orifice.  Et  dans  le  cas  où  ce  serait 
une  paroi,  la  dérivée  -p  s'y  annulera.  D'ailleurs,  môme  dans  ce  cas, 

9  et,  par  suite,  ~  restent  finis  pour  z  infini;  de  sorte  que  l'expression  '\i 
elle-même  ne  grandit  pas  sans  limite.  Ainsi,  l'on  aura  toujours 

(i58)  (pour  H  et  :r  infinis)         '^—^  =  o. 

25.   Cela  posé,   continuant  à   appeler  «|/   le  premier    membre  de 
l'équation  (i56),  évaluons  l'expression 

0^9)  è(Kè)  +  ^(K|)H-i^(Ki|> 

analogue  au  premier  membre  de  (112).  Il  viendra,  vu  que  le  rapport  — 
est  supposé  constant  et  le  coefficient  K  des  flux  indépendant  de  z, 

K^  —  f'^—  —  — ^  [k  ^\ 
dj;        \K   dt        dz)  \      dx)' 

puis 


dx  \      dx  J        \]s.  dt        dz  J  dx  \      dx 

L'on  aura  de  même  -7-  (  K  V- 1  et  enfin 

dy  \      dy) 

^  (\i  f^\  —  K  —  /i^  ^ ^\  —  l^^ i^\  il  (\c  ^\ 

dz  \     dz)        ^  dz-  \K  dt         dz)  ~  VK  dt        dz)  dz  V      dz)' 

L'expression  (i  J9)  devient  ainsi 

dx  \      dx  J         dy  \      dy  J         dz  \      dz  /  j 


[t-o   d  d 

K   dt  ~~  dz 


c'est-à-dire  zéro,  en  vertu  de  (112). 

Donc  la  fonction  J/  vérifie  la  môme  équation  (112)  que  9.  Et  elle 
satisfait  également,  sur  le  contour  de  chaque  section  horizontale  cr, 


que,  d'autre  pari,  (  -^  -^  ou  ^  )  =  o.  L'on  a  bien,  par  suite, 
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à  la  même  condition  que  o  :  car  cette  condition,  ( -t"  ou  o  j  =0,  difîé- 

rentiée  en  /,  donne  /-^  y^  ou  ^)  =0;  et  Ton  vient  de  voir  (p.  388) 

do        d' 
du  dz         d- 

(160)  (y^ou'];j=o         (sur  le  contour  de  a). 

L'on  obtiendra  en  conséquence,  pour  'j/,  à  chaque  niveau  z.  une 
relation  analogue  à  (137),  ou  prouvant  que  l'intégrale  /  K'|-f/c7  a  sa 

K'-L^^-Zg-,  décroissante  de  haut  en  bas. 

Comme  celle-ci,  dans  le  cas  d'une  profondeur  H  infinie,  est  nulle  au 
fond  d'après  (i58),  elle  ne  pourra  qu'être,  alors,  négative  à  tous  les 

niveaux;  et  la  fonction  essentiellement  positive  /  K-]/- r/o-  ne  pourra 

pas  croître  de  la  surface  au  fond.  Or,  l'équation  (i35)rannulc  à  la 
surface.  Donc  elle  sera  nulle  partout,  et  l'on  aura  identiquement  '|  =  o. 

24.  C'est  bien  dire  que  la  relation  (i56)  devient  une  équation 
indéfinie  du  problème,  rehant  directement  la  manière  dont  la  charge  9 
varie  avec  t  à  la  manière  même  dont  elle  variait  initialement  avec  z. 
Son  intégrale  exprime,  en  effet,  que  9  dépend  de  ^  et  de  ^  uniquement 

par  la  variable  intermédiaire  z  -\-  ^^t.  Donc,  dès  que  les  dénivellations 

données,  pour  t  =  o,  à  la  surface  ^  =  —  '(,  ont  fait  connaître  partout 
la  charge  initiale  9  =  F(x,y,  r),  déterminée,  en  tous  les  points  (a:,  y,  z^ 
de  la  nappe,  par  les  relations  (i  12),  (1 13),  (i  i4)  ct(i  i5),  ces  charges 
résultent,  à  toutes  les  époques  t  ultérieures,  de  la  formule 


(161)  9  =  F(^^,j,.-  +  ^^j; 

et  l'état  physique,  les  flux  de  transpiration,  qu'elles  entraînent,  se 
propagent  de  bas  en  haut,  sur  chaque  verticale,  avec  la  vitesse  ou 

célérité  constante  y"  Chaque  état  physique  réalisé  d'abord  aux 
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profondeurs  z  croissantes ,  vient  se  produire  successivement  à  fous 
les  niveaux  supëi'ieurs,  jusqu'à  la  surface  z  ^=  —  t,  où  il  disparaît. 
Et  révanouisscment  graduel  du  phcnoincne,  dans  le  temps,  se  fait, 
à  chaque  niveau  z,  comme  il  s'était  fait  initialement,  dans  l'espace,  de 
ce  niveau  aux  niveaux  plus  bas.  Le  mouvement  s'éteint  par  la  durée, 
comme  par  la  profondeur. 

Il  est  vrai  que  les  équations  (112),  (ii3)  et  (ii4)  doivent  être 
vérifiées,  par  ç,  à  toute  époque  /  et  non  pas  seulement  pour  i^o. 
Mais,  dès  que  la  nappe  cylindrique  est  supposée  indéfinie  vers  le  bas, 
avec  évanouissement  simplement  asymptotique  de  ç»  pour  5  =  oo,  ces 
équations  (i  12)  à  (11 4),  qui  régiraient  les  températures  stationnaires 
dans  un  cylindre  géométriquement  identique  à  la  nappe  cl  à  généra- 
trices ou  imperméables  ou  maintenues  à  zéro  sur  toute  leur  longueur, 
sont  autant  satisfaites,  en  chaque  point  (x,  y,  z)  de  l'espace  situé,  au- 
dessous  du  plan  ^  =  —  '(,  quand  le  cylindre  a  un  mouvement  ascen- 
dant arbitraire,  que  lorsqu'il  est  fixe.  Et  elles  admettent  ainsi  pour 
intégrale,  non  seulement  ©  =  F(.r,j',  z),  mais  aussi  (p  =  F(x,y,  ^-hT), 
où  T  désignerait  une  fonction  cjuelconque  du  temps.  C'est  cette  fonc- 
tion arbitraire  T,  nulle,  pour  ^  =  o,  en  raison  de  (i  i5)  où  h  est  alors 
connu,  que  l'équation  (i35)  a  déterminée  pour  tous  les  instants 
ultérieurs  ('  ). 

2o.  Il  y  a,  du  moins  quand  le  coefficient  K  des  flux  est  constant, 
des  cas  intéressants  où  la  fonction  F  elle-même  peut  être  exprimée 
non  plus  seulement  en  série  de  solutions  simples,  sous  la  forme 

mais  en  termes  finis.  C'est,  d'abord,  le  cas  où  la  dénivellation  initiale  (p„ 
n'a  des  valeurs,  f(^,y),  différentes  de  zéro,  que  sur  une  très  petite 
fraction  de  la  surface  supérieure  z  =  —  '(,  et  loin  de  son  contour;  en 
sorte  que  la  condition  relative  aux  limites  tant  inférieure  que  latérales 


(')  Les  résultats  précédents  ont  été  résumés  dans  trois  Notes  des  8,  16  et 
22  août  1904  (Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  t.  CXXXIX, 
p.  387,  417  et  44:). 
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de  la  nappe  puisse  être  censée  se  réduire  à 

(p  =  o     (pour  a?,  JK  ou  ;:  infinis). 

Alors  le  potentiel  newtonien,    jL^^nAÏLl,  d'une  couche  fictive  de 

matière  étalée  sur  le  plan  ;:  =  —  '(,  et  ayant,  au  point  quelconque 
(^0)  JKo)  ^6  ce  plan,  la  valeur  /(^o?  Jo)  P^r  unité  d'aire,  potentiel 
où  7'  désigne  la  dislance  du  point  quelconque  (x,y,  z)  de  la  nappe 
à  l'élément  /(^o,  ;Ko)<^^'7  de  la  couche,  permet  de  représenter  sim- 
plement la  charge  initiale  F(x,  y,  ^)  ;  car  l'on  a 


F(^,y,.-)=-^^jr/<^«-'«>'" 


/• 


/ 


En  eiïet,  la  fonction  potentielle  et,  par  suite,  sa  dérivée  en  ir,  nulles 
aux  distances  infinies  de  la  couche  supposée  limitée,  vérifient,  en  outre, 
à  toutes  les  distances  (^  +  ;s  de  son  plan  autres  que  zéro,  l'équation  in- 
définie (112),  devenue  A09  =  o;  'et,  enfin,  la  dérivée  en  z  de  la  même 
fonction  potentielle  se  réduit,  comme  on  sait,  pour  T  +  ^  infiniment 
petit,  au  produit  de  — iiz  par  la  densité  superficielle /(a:,  y),  prise 
égale  à  ipoj  de  la  couche. 

Un  second  cas  est  celui  où  la  dénivellation  initiale  ne  s'étend  que 
sur  une  région  de  la  surface  supérieure  encore  petite  relativement, 
mais  voisine  d'un  côté  vertical  de  la  nappe  constitué  soit  par  une 
paroi,  soit  par  un  orifice.  Il  suffit  alors  d'imaginer  la  nappe  latérale- 
ment indéfinie  en  tous  sens,  comme  dans  le  cas  précédent,  et  de  cal- 
culer,  dans  (162),  le  potentiel    \  î^A£«iAoi_!,   pour  une  couche  qui 

aurait  encore  la  masse  /(^oîJKo)?  V^"^  unité  d'aire,  sur  la  superficie 
^  =  —  ^  effective,  mais  une  masse  égale  à  celle-là,  en  valeur  absolue  y 
au  point  du  plan  z  =  —  t  symétrique  du  point  quelconque  (.r„,  jKo)  de 
cette  superficie,  par  rapport  à  la  face  verticale  considérée,  en  attri- 
buant, d'ailleurs,  à  cette  masse  géométriquement  symétrique  do  la 
première,  même  signe  qu'à  celle-ci,  si  la  face  latérale  en  question  est 


i 
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une  paroi,  et  signe  contraire,  si  elle  est  un  orifice.  Car  les  valeurs  du 
potentiel  total  et,  par  suite,  de  sa  dérivée  en  z,  proportionnelle  à  9, 
seront  alors,  évidemment,  égales  et  de  môme  signe  de  part  et  d'autre 
du  plan  vertical  de  symétrie,  dans  le  premier  cas,  égales  et  de  signe 
contraire,  dans  le  second;  de  sorte  que  la  condition  correspondante 

do  \ 

se  trouvera,  vu  la  continuité  de  (p,  vérifiée  d'elle-même  sur  ce  plan. 
Celui-ci  pourra  donc  devenir  soit  une  paroi,  soit  un  orifice,  dans 
la  nappe  censée  d'abord  indéfinie  latéralement,  sans  que  rien  soit 
changé  au  phénomène. 

26.  On  conçoit  qu'en  associant  ainsi,  aux  valeurs  effectives /(X(,,jKo) 
de  cpo  sur  la  partie  du  plan  horizontal  ^  =  —  '(  où  existe  la  nappe,  cer- 
taines valeurs  fictives  sur  plusieurs  parties  du  même  plan  où  elle  n? 
s'étend  pas,  valeurs  syinétriques  des  premières  (quant  à  leur  distribu- 
tion), par  rapport  aux  bords  verticaux  effectifs,  et  prises  soit  avec  mêmes 
signes,  soit  avec  signes  contraires,  suivant  qu'ils  sont  occupés  par  des 
parois  ou  par  des  orifices,  l'on  obtienne  parfois,  sur  une  partie  en  tout 
finie  ou  infinie  du  plan  z  =  —  t,  une  couche  fictive  totale, 


ff(^o,ro)d(Ji 


offrant  ces  deux  genres  respectifs  de  symétrie  par  rapport  à  toutes  les 
faces  latérales  de  la  nappe  proposée.  Et  il  est  clair  cju'alors  la  for- 
mule (162)  continue  à  exprimer,  en  tous  les  ^oin\.s(x,y,  z)  de  celle-ci, 
la  charge  initiale  o  ^F{x,  y,  z). 

Toutefois,  quand  la  superficie  ^  =  —  ^  de  la  nappe  a  plus  de  deux 
côtés  ou  en  a  de  parallèles,  que  c'est,  par  exemple,  un  rectangle,  ou 
un  triangle  équilatéral,  etc.,  et  que,  par  suite,  la  couche  fictive  totale 

I /(xq,  yQ)d'y  offre  une  distribution  périodique  5/^r  ?///(?  étendue  du 

plan  z  =  —  Z,  infinie  dans  les  deux  sens,  si,  de  plus,  les  faces  laté- 
rales sont  toutes  des  parois,  ou  cpie  la  nappe  infiltrée,  privée  d'écoule- 
ment, ait  son  volume  invariable,  il  y  aura  lieu  (comme  j'ai  dit  au  n"  2) 
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de  placer  l'origine  des  ^,  de  manière  à  annuler  la  valeur  moyenne  de 
la  dénivellation  initiale  o^  =--/"( a:,  y).  Sans  cela,  le  potentiel  serait 
infini  et  la  charge  initiale  (162)  ne  tendrait  pas  vers  zéro  dans  les 
grandes  profondeurs  ^  (')• 

Si  l'on  veut  en  arriver  alors  jusqu'aux  valeurs  numéricjucs  de  o, 
chacun  des  compartiments  périodiques,  égaux  à  la  base  supérieure  de 
la  nappe  proposée,  en  lesquels  se  trouve  divisé  le  plan  s  =  —  ^,  donne 
une  partie  distincte  de  l'intégrale;  et  celle-ci  devient  ainsi  une  série 
double,  plus  ou  moins  convergente,  dont  le  calcul  peut  être  fort 
abrégé  par  des  procédés  spéciaux  (-). 


(  •  )  On  peut  voir  à  ce  sujet,  dans  le  Tome  II,  p.  45,  de  ma  Théorie  analytique 
de  la  chaleur,  mise  en  harmonie  avec  la  Thermodynamique  et  avec  la  théorie 
mécanique  de  la  lumière,  la  discussion  concernant  le  problème  analogue  de 
réchauffement  permanent  d'un  corps  par  des  sources  calorifiques  extérieures, 
voisines  de  sa  surface. 

(-)  J'ai  exposé,  au  n°  316*  de  mon  Cours  d'Analyse  infinitésimale  pour  la 
Mécanique  et  la  Physique  (t.  II,  Compléments,  p.  io3*  à  108*),  ces  procédés 
de  réduction,  qui  ont  été  appliqués  effectivement  en  novembre  i883,  par  Barré 
de  Saint-Venant  et  M.  Flamant,  à  la  question  des  mouvements  d'un  liquide 
dans  un  vase  prismatique,  d'où  ce  licjuide  s'écoule  par  un  petit  orifice  percé  au 
milieu  de  la  base  {Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris, 
t.  XCYII,  p.  1027  et  iio5).  La  solution  de  ce  problème  dépend  d'un  potentiel 
des  vitesses  complètement  analogue  au  potentiel  newlonien  que  nous  considérons 
ici,  comme  je  l'avais  montré,  dès  1878,  au  n°  202,  p.  546,  de  mon  Essai  sur  la 
théorie  des  eaux  courantes  {Mémoires  des  Savants  étrangers  de  lAcadémie 
des  Sciences  de  Paris,  t.  XXIII). 
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Les  fonctions  fondamentales  de  M.  Poincaré  et  la  méthode  de 
Neumann  pour  une  frontière  composée  de  polygones 
curvilignes  ; 


Par  m.   s.   ZAREMBA, 

Professeur    à    l'Université    de    Cracovie. 


I.  —  Introduction. 

1.  Dans  les  nombreux  travaux  provoqués  par  le  célèbre  Mémoire 
de  M.  Poincaré  :  La  méthode  de  Nemnann  et  le  problème  de  Diri- 
chlet  ('),  on  s'est  borné,  presque  exclusivement,  à  Tétude  du  cas  où  les 
angles  formés  avec  des  droites  fixes  par  la  normale  ^à  la  frontière  sont 
des  fonctions  continues  des  coordonnées  du  pied  de  la  normale.  A 
notre  connaissance,  M.  Korn  (-)  seul  s'est  aflVanchi  de  cette  restric- 
tion dans  le  cas  de  deux  variables  indépendantes  où  il  a  considéré  une 
frontière  affectant  la  forme  d'un  polygone  curviligne.  Mais  M.  Korn 
s'est  borné  strictement  à  étendre  à  ce  cas  la  solution  du  problème 
de  Dirichlet  par  la  méthode  de  Neumann,  sans  chercher  à  effectuer 
l'extension  correspondante  de  la  théorie  des  fonctions  fondamentales. 

Ajoutons  que  M.  Korn  est  conduit  à  faire,  au  sujet  des  valeurs  péri- 
phériques de  la  fonction  demandée  dans  le  problème  de  Dirichlet,  une 
hypothèse  bien  plus  particulière  que  celle  de  la  simple  continuité.  Il  y 


{^)  Acta  Mathematica,  1896. 

(^)  Korn,  Abhavdlungen  zur  Potentialtheorie.  Diimmler,  Berlin. 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  X.  —  Fasc.  IV,  190^.  4-1 
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a  donc  intérêt  à  reprendre  Tétude  de  toute  la  théorie  dans  le  cas  où, 
dans  le  voisinage  de  certains  points  de  la  frontière,  la  direction  de  la 
normale  éprouve  des  variations  brusques;  tel  est  précisément  le  but  de 
ce  travail. 

En  principe,  la  même  méthode  est  applicable  au  plan  et  à  l'espace; 
il  existe  cependant  entre  ces  deux  cas  des  différences  assez  marquées 
pour  que  chacun  d'eux  exige  une  étude  spéciale.  Nous  n'envisagerons 
ici  que  le  cas  du  plan. 

Après  avoir  défini  certains  termes  et  certaines  notations  dont  nous 
nous  servirons  constamment,  et  rappelé  certains  faits  analytiques, 
nous  énoncerons,  à  la  fin  de  l'Introduction,  les  résultats  principaux 
que  nous  avons  obtenus. 

2.  Les  problèmes  dont  nous  aurons  à  nous  occuper  concernent  un 
domaine  déterminé  dans  le  plan  par  sa  frontière  (S).  Il  faut  donc, 
tout  d'abord,  préciser  la  notion  de  ces  éléments.  A  cet  effet,  considé- 
rons dans  le  plan  n  lignes  fermées,  soit 

(i)  (so,    (S,),   (S3),    ...,    (s„), 

et  supposons  :  l'^que  chacune  d'elles,  considérée  isolément,  partage  le 
plan  précisément  en  deux  régions  connexes  dont  elle  serait  la  frontière 
commune;  a*' qu'aucune  des  lignes  précédentes  n'ait  un  point  commun 
avec  une  autre  d'entre  elles.  Le  plan  sera  évidemment  partagé  par 
l'ensemble  des  lignes  (i)  en  /^  -h  i  régions. 

Aucune  des  lignes  (i)  n'ayant  de  points  situés  à  l'infini,  il  n'y  aura, 
parmi  les  régions  précédentes,  qu'une  seule  région  (Rq)  s  étendant  à 
l'infini.  Nous  l'appellerons  la  région  infinie  et  nous  diviserons  les  n 
autres  régions  en  catégories  de  la  manière  suivante  :  toute  région  con- 
tiguë  à  la  région  (Ro)  sera  dite  de  première  catégorie,  toute  région 
autre  que  (Ro)  et  contiguë  à  une  région  de  première  catégorie  sera 
dite  de  seconde  catégorie;  enfin,  d'une  manière  générale,  toute  région 
contiguë  à  une  région  de  catégorie  k  sans  être  elle-même  une  région 
de  catégorie  k  —  i  sera  dite  de  catégorie  k  -h  i . 

Cela  posé,  nous  dirons  que  les  lignes  fermées  (i)  sont  dos  brandies 
dijjfé  rente  s  d'une  même  ligne  fermée  non  connexe;  convenons  une 
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fois  pour  toutes  de  désigner  cette  ligne  non  connexe  par  le  sym- 
bole (S). 

Nous  dirons,  en  outre,  que  l'ensemble  des  régions  de  catégories  im- 
paires constitue  le  domaine  intérieur  (D),  et  que  l'ensemble  des  autres 
régions,  y  compris  la  région  infinie  (Ro)»  constitue  le  domaine  exté- 
rieur (D').  D'après  cela,  la  ligne  (S)  sera  la  frontière  commune  des 
domaines  (D)  et  (D).  Le  sens  que  nous  venons  de  donner  aux  sym- 
boles (S),  (D)  et  (D')  leur  sera  conservé  dans  toute  l'étendue  de  ce 
Mémoire. 

Il  va  sans  dire  que  nous  ferons  certaines  hypothèses  restrictives  au 
sujet  de  la  ligne  (S). 

Nous  supposerons  que  chaque  branche  de  la  ligne  (S)  est  formée 
d'un  nombre  fini  d'arcs  que  nous  appellerons  côtés  de  la  ligne  (S);  et 
nous  dirons  que  les  points  de  concours  des  côtés  sont  les  sommets  de 
cette  ligne. 

Voici  les  hypothèses  que  nous  ferons  au  sujet  des  arcs  précédents  : 

i"  Chacun  de  ces  arcs  admet  une  tangente  déterminée  en  chacun 
de  ses  points. 

2**  Si  l'on  désigne  par  ^  l'angle  positif  non  supérieur  à  -  formé  par 

les  normales  élevées  en  deux  ipoints  quelconques  A  et  B  situés  sur  un 
même  côté  de  la  ligne  (S),  on  a 


C<G.AB, 

où  C  désigne  un  nombre  positif,  le  même  pour  chacun  des  côtés  de  la 
ligne  (S). 

3"  11  existe  une  certaine  longueur  constante  o,  la  même  pour  tous 
]&?,  côtés  àe  laligne(S),  telle  que  si  l'on  décrit  d'un  point  quelconque  O, 
pris  sur  la  ligne  (S),  comme  centre  un  cercle  (S)  de  rayon  o,  <  §, 
mais  d'ailleurs  quelconque,  la  circonférence  de  ce  cercle  ne  rencon- 
trera le  côté  (C)  de  la  ligne  (S),  sur  lequel  ce  point  est  situé,  qu'en 
deux  points  ou  en  un  seul  point,  suivant  que  la  distance  du  point  O  à 
l'extrémité  la  plus  proche  du  côté  C  ne  sera  pas  ou  sera  inférieure  à  o,, 
et  toute  parallèle  à  la  normale  en  O  à  la  ligne  (S)  ne  pourra  rencon- 
trer la  portion  du  côté  (C)  située  à  Tintérieur  du  cercle  (S)  qu'en  un 
seul  point  au  plus. 


3^8  s.     ZXUEMBA. 

4''  Tout  angle  6  de  la  ligne  (S),  c'est-à-dire  l'angle  formé  par  les 
deux  côtés  issus  d'un  même  sommet  et  compté  à  l'intérieur  du  do- 
maine D  vérifiera  les  inégalités  suivantes  : 

o<0<27:. 

5.  De  même  que  dans  nos  autres  travaux  sur  la  méthode  de  Neu- 
mann,  nous  envisagerons,  en  même  temps  que  l'équation  de  Laplace, 
l'équation  plus  générale 

(2)  Aw   -  [x'-u  =  o, 

où  l'on  a  désigné  par  [j.  un  nombre  réel  non  négatif,  et  par  Au,  suivant 
l'usage,  l'expression 

Convenons,  une  fois  pour  toutes,  de  représenter  par /( 5)  la  fonc- 
tion définie  par  l'équation  suivante  : 


v/=2  4-  f 

où,  pour  les  valeurs  réelles  de  z,  les  seules  que  nous  aurons  à  consi- 
dérer, le  radical  doit  être  pris  avec  le  signe  positif. 
Posons  ensuite 


r=  sl{x  —  x'Y^{^y  -yy, 


en  convenant  de  prendre  la  détermination  positive  du  radical  et  consi- 
dérons la  fonction /(rpi.).  Cette  fonction,  regardée  comme  fonction 
des  variables  x  cl  y,  est,  comme  on  le  sait  ('),  et  comme  on  le  vérifie- 
rait immédiatement,  une  intégrale  dont  le  rôle,  par  rapport  à  cette 
équation,  est  absolument  analogue  à  celui  de  la  fonction  log/*  dans  la 
théorie  de  l'équation  de  Laplace.  On  trouvera  une  étude  détaillée  de 
la  fonction /"(r)  et  de  fonctions  analogues  dans  l'Ouvrage  de  M.  Poin- 


(')  PoiNCAUfi,   Sur  les  équalions  de  la  Physique  {Rendiconti  dcl  Circolo 
maleinalico  di  Palermo,  i8g4). 
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caré,  Théorie  analytique  de  la  propagation  de  la  clialeur.  Mais, 
pour  les  applications  que  nous  avons  en  vue,  il  suffira  de  savoir  que 
l'on  a  (') 

i/(.)  =  (log-.-^c)[.+2(^0 
(3) 


A  =  l 


(2''.A!)2 


où  c  représente  une  constante  qu'il  ne  nous  importe  pas  de  connaître. 

Si,  dans  l'expression  d'un  potentiel  logarithmique,  de  simple  couche 
ou  de  double  couche,  on  remplace  la  fonction  log/*  par  la  fonction 
y(p,r),  on  obtient  une  nouvelle  fonction  que  nous  appellerons  un 
potentiel  logarithmique  généralisé  de  nombre  caractéristique  [x  de 
simple  couche  dans  le  premier  cas  et  de  double  couche  dans  le  second. 
Il  est  évident  que  tout  potentiel  logarithmique  généralisé  représente 
une  intégrale  de  l'équation  (i). 

La  terminologie  que  nous  avons  adoptée  pourrait  faire  croire  que, 
pour  fjt,  =  o,  les  potentiels  logarithmiques  généralisés  se  réduisent  aux 
potentiels  logarithmiques  ordinaires.  C'est  bien  ce  qui  a  lieu  pour  les 
potentiels  de  double  couche,  mais  la  même  circonstance  ne  se  présente 
pas,  en  général,  pour  les  potentiels  de  simple  couche  :  pour  qu'elle  se 
présente,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  la  densité  a'  de  la  simple 
couche  vérifie  la  condition  suivante  : 


(.'.)        ■  / 


<ids 


où  l'intégration  doit  être  étendue  à  toute  la  ligne  portant  la  simple 
couche.  Rien  d'analogue  n'a  lieu  dans  l'espace  et  c'est  ce  qui  empêche 
de  considérer  le  cas  du  plan  comme  un  simple  cas  particulier  compris 
dans  le  cas  de  l'espace. 

4.  Il  résulte  des  recherches  récentes  sur  la  théorie  de  la  méthode  de 


(')  Skrret,  Calcul  intégral,  2^  édilion,  p.  58i  et  582. 
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Neumann  et  sur  celle  de  la  méthode  de  Robin,  théories  qui,  en  réalité, 
ne  sont  que  deux. aspects  d'une  même  théorie,  que  ces  théories  sont 
comprises  dans  celles  des  deux  problèmes  suivants  : 

Convenons  de  représenter  par  (F)/  et  {^)e  les  valeurs  limites  sur  la 
ligne  (S)  des  fonctions  F  et  $  définies,  la  première  dans  le  domaine 
intérieur  (D)  et  la  seconde  dans  le  domaine  extérieur  (D');  désignons 

en  outre  par  (  7^  )    ^t  (  -^  j    les  dérivées  normales  d'une  fonction  •]/ 

calculées,  la  première  pour  le  côté  intérieur  de  la  ligne  (S)  et  la 
seconde  pour  le  côté  extérieur,  la  normale  elle-même  étant,  dans  les 
deux  cas,  dirigée  vers  Tintérieur  du  domaine  (D);  cela  posé,  on 
donne  deux  fonctions  a'^  et  ho  définies  sur  la  ligne  (S)  et  l'on  propose  : 
j''  D'clablù'  l'cxLslciice  d'un  polenliel  de  simple  couche  u  et 
celle  d'un  potentiel  de  double  couche  v^  potentiels  qui  peuvent  être 
des  potentiels  logarithmiques  ordinaires  ou  des  potentiels  généra- 
lisés de  nombre  caractéristique  donné;  vérifiant  les  équations 
suivantes  : 

et 

(6)  (p)e-(^),-=A[(tOe+(^)/]  +  ^/^, 

OÙ  \  représente  un  paramètre  variable; 

2°  D'étudier  les  propriétés  des  fonctions  u  et  ç  considérées 
comme  fonctions  de  la  variable  complexe  A. 

Nous  allons  étudier  ces  problèmes  en  supposant  que  les  fonctions 
(3*0  et  ho  vérifient  les  hypothèses  suivantes  : 

1"  Chacune  d'elles  ne  peut  cesser  d'être  continue  qu'en  un  nombre 
limité  de  points; 

2**  Chacune  des  intégrales 


/  \c^o\ds     et      f\h,\ds 

iu  sens. 

3°  Lorsqu'un  point  A  situé  sur  la  ligne  (S)  tend  suivant  une  loi 
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quelconque  vers  un  sommet  M  de  cette  ligne,  le  produit 


l^o(A)|AM  , 

où  yo  représente  un  nombre  positif  constant  inférieur  k  l'unité,  reste, 
pour  des  valeurs  assez  petites  de  AM,  inférieur  à  une  constante  finie; 

[\°  La  fonction  h^  reste  finie  dans  le  voisinage  de  chaque  sommet. 

Gela  posé,  désignons  par  6  un  des  angles  de  la  ligne  (S),  par  R  la 
plus  petite  des  valeurs  que  prend  le  rapport 


|7r-f)| 


quand  on  envisage  successivement  tous  les  sommets  de  la  ligne  (S),  et 
par  (T)  le  domaine  limité  dans  le  plan  de  la  variable  complexe  X  par 
un  cercle  de  rayon  R  ayant  l'origine  des  coordonnées  pour  centre. 
Les  théorèmes  suivants  résumeront  alors  les  principaux  résultats  que 
nous  avons  établis  dans  ce  travail  : 

Théorème  fondamental  L  —  U équation  (5)  admet,  par  rapport  à 
V inconnue  w,  une  solution  u(X)  ('),  fonction  analytique  du  para- 
mètre \.  Cette  fonction  du  paramètre  X  existe  dans  toute  V étendue 
du  domaine  (T)  et  n'admet,  à  V  intérieur  de  ce  domaine,  d'autres 
singularités  que  des  pôles  simples  et  réels  faisant  partie  d'une 
suite  de  nomhres  réels  et  inégaux  : 

(7)  ^«5       ^^i>7       \^1        •••? 

suite  qui  ne  dépend  que  de  la  ligne  (S)  dans  le  cas  des  potentiels 
logarithmiques  ordinaires,  mais  qui,  dans  le  cas  des  potentiels  loga- 
rithmiques généralisés,  dépend  encore  du  nombre  caractéristique 
de  ces  potentiels .  D' ailleurs  la  suite  en  question  ne  dépend  en  au- 


(')  Nous  entendons  par  solution  de  l'équation  (5)  un  potentiel  de  simple 
couche  qui  la  vérifie  en  chaque  point  de  la  ligne  {s)  av^ec  exclusion,  cela  va  sans 
dire,  des  sommets  et  des  points  où  la  fonction  s'a  cesse  d'être  continue;  nous 
supposons  de  plus  que  ce  potentiel  dérive  d'une  simple  couche  dont  la  densité  j 
satisfait  aux  conditions  générales  imposées  à  la  fonction  (J'^. 
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cune  façon  de  la  fonction  o'^  et  Von  a 

(8)  rA,i=iA.i^i>^3is..<R. 

A  chaque  terme  \^  de  la  suite  (7),  on  peut  faire  correspondre  un 
nombre  fini,  soit  /';;.,  de  potentiels  de  simple  couche 

qui  formeront  ce  que  nous  appellerons  un  système  complet  de  fonc- 
tions fondamentales  de  M.  Poincaré  relatif  au  nombre  \i,  et  qui  joui- 
ront des  propriétés  suivantes  : 

i''  Ces  potentiels  sont  des  potentiels  logarithmiques  ordinaires  s'il 
en  est  ainsi  du  potentiel  u\  si,  au  contraire,  u  est  un  potentiel  généra- 
lisé de  nombre  caractéristique  \k,  il  en  est  de  même  des  potentiels  (9); 

1°  Les  fonctions  (9)  sont  linéairement  indépendantes;  en  d'autres 
termes,  aucune  combinaison  linéaire  et  homogène  à  coefficients 
constants  de  ces  fonctions  ne  peut  conserver  une  valeur  constante  dans 
toute  l'étendue  du  plan, 

3°  On  a,  en  chaque  point  de  la  ligne  (S)  distinct  d'un  sommet, 

4"  La  valeur  commune  des  deux  membres  de  l'égalité  (10)  est  une 
fonction  qui  ne  peut  devenir  discontinue  qu'aux  sommets  de  la 
ligne  (.ç)  et,  si  l'on  désigne  par  ^/^^(A)  la  valeur  de  cette  fonction  en 
un  point  variable  A  situé  sur  la  ligne  (5)  et  par  M  l'un  quelconque  des 
sommets  de  celte  ligne,  le  produit 

(11)  MÂ'''a',,(A), 

où  /?/t  représente  un  nombre  positif  inférieur  à  Tunité,  reste  fini 
lorsque  le  point  A  tend  vers  le  point  M  suivant  une  loi  quelcon(jue. 

5"  Lorsqu'un  potentiel  de  simple  couche  U  (bien  entendu  de  la 
môme  nature  que  les  autres  potentiels  considérés)  satisfait  à  la  rela- 
tion 

dNj,    U^A~    LU^'a"^ v/'N/cJ' 
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OÙ  \'  rc'[)rc'sentc  une  cousit» n te  vériliant  l'inégal ilô 

|A'|<I^ 

et  lorsque  de  plus  la  valeur  commune  des  deux  membres  de  Trcjua- 
tion  précédente  est  une  fonction  qui  vérifie  les  hypothèses  générales 
faites  au  sujet  de  la  fonction  a'„,  le  nombre  V  sera  égal  à  l'un  des 
nombres  de  la  suite  (7),  soit  à  X^.,  et  la  fonction  U  sera  une  combi- 
naison linéaire  et  homogène  à  coefficients  constants  des  fonctions  (9). 

6*^  Lorsque  la  fonction  m(X)  admet  le  nombre  "k,^  pour  pôle,  le 
résidu  correspondant  est  une  combinaison  linéaire  et  homogène  à  coef- 
ficients constants  des  fonctions  (9). 

7°  Dans  le  cas  des  potentiels  logarithmiques  généralisés,  on  a 
toujours 

(12)  |A,|>>, 

tandis  que,  dans  le  cas  des  potentiels  logarithmiques  ordinaires,  on  a 

1^.1  =  1. 

En  dehors  de  la  solution  analytique  par  rapport  à  X  dans  le  do- 
maine (T),  laquelle  est  unique,  réquation(5)  peut  admettre  une  solu- 
tion non  analytique  dans  ce  domaine.  La  solution  non  analytique 
n'existera  que  dans  le  cas  où  tous  les  termes  de  la  suite  (7)  ne  seraient 
pas  tous  des  pôles  de  la  solution  analytique,  et  alors  les  deux  solutions 
ne  différeront  entre  elles  que  pour  des  valeurs  de  A  égales  à  ceux  des 
termes  de  la  suite  (7)  qui  ne  sont  pas  des  pôles  de  la  solution  analy- 
tique. 

Théorème  fondamental  IL  —  Uéqualioii  (6)  admet,  par  rapport 
à  l'inconnue  v,  une  solution  (^  '  )  t^-  (X),  fonction  analytique  du  para- 
mètre A  dans  toute  V étendue  du  domaine  (T). 

(*)  Nous  entendons  par  solution  de  l'équalion  (6)  tout  potentiel  de  double 
couche  la  vérifiant  en  chaque  point  de  la  ligne  (S)  où  la  fonction  7?^  ne  cesse  pas 
dLè.\.rQ  cox\\^\.x\wQ  sans  exclusion  dex  sommets  %\.  dérivnni,  en  outre,  d'une  double 
couche  dont  la  densité  h  satisfait  aux  conditions  générales  imposées  à  la  fonc- 
tion /ig. 

Jourii.  de  Math.  (  5«  série),  tome  X.  —  Fasc.  IV,  1904.  4-* 
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Cette  fonction  ne  possède,  à  l'intérieur  du  domaine  (T),  d'autres 
singularités  que  des  pôles  simples  et  réels  faisant  partie  de  la  suite  (7). 
Le  résidu  relatif  à  un  pôle  quelconque  "k^  sera  un  potentiel  de  double 
couche  Y;t)  vérifiant  l'équation 

(V,),-(V,),  =  a4(V.).+  (V.)/J 

et  dérivant  d'une  double  couche  dont  la  densité  sera  égale  à  la  fonc- 
tion à  laquelle  se  réduit  sur  (S)  une  certaine  fonction  U^,  combinaison 
linéaire  et  homogène  ('  )  à  coefficients  constants  des  fonctions  (9)  ;  on 
aura  à  l'intérieur  du  domaine  (D) 

et  à  l'intérieur  du  domaine  (D') 

Enfin,  en  dehors  de  la  solution  analytique  par  rapport  à  X  dans  le 
domaine  (T),  l'équation  (6)  pourra  admettre  une  solution  non  analy- 
tique dans  ce  domaine.  La  solution  non  analytique  n'existera  que  dans 
le  cas  où  tous  les  termes  de  la  suite  (7)  ne  seraient  pas  tous  des  pôles 
de  la  solution  analytique  et  alors  les  deux  solutions  ne  différeront 
entre  elles  que  pour  les  valeurs  de  À  égales  à  ceux  des  termes  de  la 
suite  (7)  qui  ne  sont  pas  des  pôles  de  la  solution  analytique  (^). 

Il  va  sans  dire  que  notre  théorie  comprend  comme  cas  particulier 
le  cas  où  la  ligne  (S)  serait  dépourvue  de  sommets.  Le  domaine  (T) 
considéré  dans  l'énoncé  des  théorèmes  précédents  coïnciderait  alors 
avec  toute  l'étendue  du  plan  de  la  variable  complexe  "k. 


(' )  11  existe  un  cas  exceptionnel  où  le  mol  homogène  doit  être  supprimé  dans 
l'énoncé  précédent  :  c'est  celui  où,  dans  le  cas  des  potentiels  logarithmiques 
ordinaires,  on  envisage  le  pôle,  X,  :^  —  i  et  où  la  ligne  (S)  est  telle  que  parmi 
les  fonctions  U,y  il  en  existe  une  irrégulière  à  l'infini  et  nulle  sur  (S). 

C)  J'ai  résumé  sommairement  les  résultats  précédents  dans  une  Note  insérée 
aux  Comptes  rendus  le  (j  juillet   igoS. 
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II.  —  Propriétés  fondamentales  des  potentiels. 

il.  Rapportons  le  plan  à  un  système  de  coordonnées  rectangu- 
laires x^  y  et  désignons  :  par  r  la  distance  du  point  courant  P  (a?,  y) 
à  un  point  B  situé  sur  la  ligne  (S);  par  ds  l'élément  de  cette  ligne 
relatif  au  point  B  ;  par  y  l'angle  formé  par  le  rayon  BP  avec  la  normale 
intérieure  à  la  ligne  (S)  en  B;  par  A  et  a'  les  valeurs  en  B  de  deux 
fonctions  définies  sur  (S),  fonctions  que  nous^upposerons  vérifier  les 
conditions  générales  imposées  (n*'  4)  aux  fonctions  a'o  et  h^.  Cela 
posé,  considérons  les  potentiels  logarithmiques  généralisés  de  simple 
couche  u  et  de  double  couche  v  définis  par  les  équations 

(i)  u  =  ^  f  a'/(ii.r)ds 

et 

(2)  p  =  _L   Ta^^cos      .s. 

On  établira  aisément  les  faits  analytiques  suivants  : 
1°  La  fonction  u  reste  finie  en  chaque  point  de  la  ligne  (S)  et  cela 
sans  exclusion  des  sommets. 

2°  Lorsqu'un  point  A  situé  sur  la  ligne  (S)  n'est  ni  un  sommet  ni 

un  point  de  discontinuité  de  la  fonction  o*,   les  quantités   { ^  )    et 
(  -TTj  )   sont  continues  en  ce  point  et  l'on  a 

(3)  (^v-(^-;^)=^. 


ainsi  que 

/  /  \  (  du  \  (  du 

où  3*  représente  la  fonction  définie  par  l'équation  suivante 
(5)  ^'==1  ro-^^^^cosa./., 


4oG  s.     ZAItEMnA. 

en  désignant  par  /•'  la  distance  du  point  A  à  Torigine  B  de  rélémenl 
d'arc  ds  et  par  a  l'angle  formé  par  le  vecteur  AB  avec  la  normale 
intérieure  à  la  ligne  (S)  en  A.  J'ajoute  que  la  fonction  a''  définie  par 
l'équation  (5)  ne  peut  avoir,  en  dehors  des  sommets  de  la  ligne  (S), 
aucun  autre  point  de  discontinuité. 

?>^  Pourvu  que  la  fonction  h  soit  continue  en  un  point  A  situé  sur  la 
ligne  (S),  ce  point  fùt-il  un  sommet,  les  fonctions  (r)/  et  (v\  seront 
continues  en  A  et  Ton  aura  en  ce  point 

(6)  '    (,■),— (r).=  A; 

si,  en  outre,  le  point  A  n'est  pas  un  sommet  de  la  ligne  (S),  on  aura 
encore 

en  désignant  par  //'  la  fonction  définie  par  l'équation  suivante  : 

(7)  l,f=',Jj,.'Vip^co.^ds, 

OÙ  ^  représente  l'angle  formé  par  la  normale  intérieure  élevée  à  la 
ligne  (S)  au  point  B,  origine  de  l'élément  d'arc  d^5 avec  le  vecteur  BA, 
de  longueur  /•'. 

4'*  La  fonction  11  n'admet,  en  dehors  des  sommets  de  la  ligne  (S), 
aucun  autre  point  de  discontinuité;  en  outre,  elle  est  limilée,  même 
dans  le  voisinage  des  sommets. 

5"  Désignons  par  cp(ic-,  y)  un  potentiel  logarithmique  généralisé 
dérivant  d'une  couche  simple  ou  double  portée  par  la  ligne  (S).  Le 
produit 

(8)  ?u-,r)(-^^H-/-"/'s 

où  m  représente  un  nombre  positif  quelconcjnc,  tendra  vers  zéio  en 
même  temps  que  l'expression 

I 


'I  il  (Ml  sera  de  nirnic  de  loiil  pi'odnil  (pic  Ton  obtiendrait  en  r<Mnpla- 
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çant  la  fonclion   o(.i:,y)  par  une  de  ses  dérivées  partielles  d'ordre 
quelconque. 

(>.   Considérons  dans  le  plan  trois  points  A(./;,y),  A^(.v^,y^)  et 
A2(.x",  y),  et  posons 


/•,  =  AA,,         /•,,  =  AA.,         /•  =  A,Ai. 

Une  application  facile  du  théorème  de  Green  permettra  d'établir  la 
relation  suivante  : 

I       fir-,  'n)f{^'^  f^,^  dx  dy  =  •>.  tt  \f(rm )  —  f(nx)  \ 

où,  cela  va  sans  dire,  /y/  et  y,  représentent  deux  nombres  positifs. 
Cela  posé,  considérons  quatre  potentiels  logarithmiques  généralisés 
?(-^S  r),  "i-^-,  r),  'K-^S  y)  et  <'(^',  y)  et  supposons  : 

1°  Que  les  potentiels  ç  et  w  de  nombres  caractéristiques  /;/  et  [j. 
dérivent  d'une  même  simple  couche  ; 

2"  Que  les  potentiels  ^  et  v  aient  pour  nombres  caractéristiques 
respectifs  les  nombres  caractéristiques  ///  et  [j.  des  potentiels  q>  et  u  et 
dérivent  d'une  inênw  double  couche.  On  déduira  aisément  de  la  rela- 
tion (9)  les  relations  suivantes  : 


\  (m-  -  ur)J         I       f(rm)  u{.i-\  y' )  d.v'  dy' 
{        =-i'[r:^{x,y)~-u{x,y)\ 


(10) 

et 

\  (^rri^—u:')  j         /       /( rm )  v(x',  y' ) dx' dy' 

(        =  27r[^(x,  j)-P(x-,7)], 

où  r  représente  la  distance  des  points  (x-,  y)  et  (x',  y'). 

J'ajoute  que,  dans  les  relations  précédentes,  il  est  permis  de  regarder 
u  et  V'  comme  des  potentiels  logarithmiques  ordinaires  à  condition  de 
remplacer  dans  les  premiers  membres  le  facteur  m-  —  a.-  par  nr .  C'est 
ce  que  l'on  vérifiera  aisément  au  moyen  d'une  relation  analogue  à  la 
relation  (9). 


.lo8 
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Les  fonctions  de  x  et  y  formant  les  premiers  membres  des  équa- 
tions (lo)  et  (il)  rentrent  dans  la  catégorie  des  fonctions  F(x,jy)  que 
Ton  peut  définir  au  moyen  de  la  formule  suivante  : 

^  -H  oe         ',  -(-  oc 

(12)  F(.z-,  y)=  j        I      /(rm)f^(x',  y)  dx'  dy\ 

où  g{x\  y')  représente  une  fonction  donnée.  Lorsque  la  fonction 
g{x\  y),  continue  en  général,  ne  cesse  de  l'être  que  sur  certaines 
lignes  (L)  et  lorsqu'en  outre  elle  est  limitée,  la  fonction  F (j7,j>^)  jouit 
des  propriétés  suivantes  : 

1°  Les  dérivées  premières  sont  finies  et  continues  en  chaque  point 
du  plan  et  Ton  a 


âF 


*y  —  oQ       *^  —  00 


dF 


avec  une  formule  analogue  pour  ^• 

2°  Si  l'on  désigne  par  ç  une  limite  supérieure  des  valeurs  absolues  de 

,  ■    ,      dF        ôF 
lafonction  g{x' ,y)  et  par  DF  l'une  quelconque  des  dérivées  j-  ou  — , 

on  a,  en  chaque  point  du  plan  : 

(i3)  |Fi<27r-^, 

(i4)  |DF|<4t^-- 

7.  Voici,  sous  forme  de  théorèmes,  une  série  de  propriétés  des  fonc- 
tions o"  et  h'  définies  par  les  formules  (5)  et  (7),  propriétés  qui  nous 
seront  indispensables  dans  la  suite  et  que,  avec  un  peu  d'attention,  on 
n'éprouvera  pas  de  difficulté  à  établir. 

Théohème  L  —  Soient  M  un  des  sommets  de  la  ligne  (S)  et  A  un 
autre  point  quelconque  situé  sur  cette  ligne. 

Supposons  qu'il  existe  deux  constantes  positives  5^  et  E  telles  que 
l'inégalité 


(i5)  MA<S, 
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eiiiraine  l'inégalité  suivante  : 

MA 

OÙ  p  représente  un  nombre  positif  inférieur  à  l'unité. 

Si  l'on  impose  à  la  constante  o„  la  condition  de  ne  pas  dépasser 
une  certaine  limite  B  dépendant  uniquement  des  propriétés  géo- 
métriques de  la  ligne  (S),  on  pourra  déterminer  deux  constantes 
positives  C,  et  C.^  ne  dépendant,  comme  o,  que  des  propriétés  de  la 
ligne  (S),  telles  que  l'inégalité  (i5)  entraîne  l'inégalité  suivante  : 

(i6)         |(rf')xl<=|;.    T^^r+îH  +  r/Vl*, 

MA     L»        A"  J  °o  ^isi 

en  désignant  par  ^(p)  la  fonction  définie  par  l'équation  suivante  : 

où  0  repj'ésente  l'angle  de  la  ligne  (S)  en  M. 

J'ajoute  que  le  théorème  précédent  subsiste  sans  aucun  changement 
quand  on  remplace  dans  l'équation  (5),  servant  de  définition  à  la  fonc- 
tion a-',  la  fonction  fd^-r)  par  la  fonction  log/'. 

Théorème  II.  —  Désignons  par  l  la  distance  d'un  point  A  situé 
sur  la  ligne  (S)  au  sommet  le  plus  voisin.'  On  aura,  même  dans  le 
cas  où  l'on  remplacei'ait  la  fonction  f([j.r)  par  la  fonction  logr, 
l'inégalité  suivante  : 

(i8)  \(^'\\<^  f  \c^\ds, 

où  C3  repj'ésente  une  constante  positive  dépendant  uniquement  de  la 
ligne  (S). 

Théorème  III.  —  Lorsque  la  valeur  absolue  de  la  fonction  Ji  en- 
trant dans  la  formule  (■7)  a  une  limite  supérieure  H,  on  a,  en  chaque 
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point  de  la  ligne  (S),  à  la  fois  les  deux  iiiégalilès  sulvanlrs 


(19) 
et 

(20) 


^'l<U^7)" 


ii'\<c,n 


où  l'on  a  désigné  par  R  le  même  nombre  que  page  /|Oi  et  par  Cj 
et  C5  deux  nombres  positifs  ne  dépendant  que  de  la  ligne  (S).  Au 
surplus,  V  Inégalité  (20)  subsiste  même  dans  le  cas  où,  dans  la  for- 
mule {'j)^  on  remplacerait  la  fonction  f{\L^  r^  par  la  fonction  log/\ 


Théorème  IV. 


On  a  à  la  fois  les  deux  inégalités  suivantes 


et 

.(22) 


f  \y\ds<::C,  f\^\d.s 


OÙ  les  lettres  R,  C.^  et  C^  représentent  les  mêmes  nombres  que  dans 
les  inégalités  (19)  et  (20).  Ajoutons  que  l'inégalité  (22)  subsiste 
même  quand  on  remplace,  dans  la  formule  (5),  /a  fonction  /"(fJ-/'  ) 
par  la  fonction  iogr'. 

Théorème  V.  —  Soit  0'  une  longueur  au  plus  égale  à  une  cer- 
taine longueur  §  dépendant  uniquement  de  la  ligne  (S),  mais 
d''ailleurs  quelconque.  Décrivons  de  chaque  sommet  de  la  ligne  (S) 
comme  centre  un  cercle  de  rayon  S';  désignons  ensuite  par  (S") 
l'ensemble  des  points  de  la  ligne  (S)  situés  à  l'exléi'ieur  de  tous  ces 
cercles  et  par  (S')  l'ensemble  de  tous  les  autres  points  de  cette  ligne. 
Cela  posé,  si  h'  est  la  fonction  définie  par  la  formule  (7)  ou  par 
celle  qui  s'en  déduit  en  remplaçant  la  fonction  f(u.r')  par  la  fonc- 
tion logr'  et  si  H,  et  \{.,  sont  les  limites  supérieures  des  valeurs 
absolues  de  la  fouet  Ion  h  sur  les  portio//s(^S')  et  {S")de  la  lig/te(S), 
ou  ai/ra,  e/t  chaque  point  de  la  portion  (S')  de  la  ligne  (S),  Viné- 
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galité  suivante  : 

(23)  |/,'|<^_'-  +  c^,.:')H,-f-^H, 

où  K  a  la  même  signification  que  dans  les  théorèmes  précédents, 
les  lettres  Cg  et  C^  désignant  de  nouvelles  constantes  positives  ne 
dépendant  que  de  la  ligne  (S). 


III.  —  Problème  de  Robin. 

8.  Nous  entendons  par  problème  de  Robin  le  problème  qui  con- 
siste à  déterminer  un  potentiel  de  simple  couche  u  vérifiant  Téqualion 
suivante  : 


(')      u^),-(Êl->[(:^.).-( 


du  \ 


+  '1'^. 


où  0*0  est  une  fonction  donnée  sur  la  ligne  (S). 

Nous  supposerons  d'abord  que  la  fonction  o'o  ne  peut  cesser  d'être 
continue  qu'aux  sommets  de  la  ligne  (S)  et  que  l'on  a 

où  E„  est  une  constante  positive,  p'  un  nombre  positif  inférieur  à 
l'unité  et  /  la  distance  du  point  auquel  correspond  la  valeur  consi- 
dérée de  0*0  au  sommet  le  plus  voisin.  Ce  n'est  qu'à  la  lin  de  ce  Cha- 
pitre que  nous  nous  placerons,  en  ce  qui  concerne  la  fonction  a'„,  dans 
les  conditions  plus  générales  énoncées  dans  l'Introduction. 

U  y  a  évidemment  deux  cas  à  distinguer  suivant  que  u  est  un  poten- 
tiel logarithmique  généralisé  ou  un  potentiel  logarithmique  ordinaire. 
Mais,  dans  ce  numéro,  nous  n'établirons  que  des  propositions  où  Ton 
n'a  pas  à  distinguer  ces  deux  cas. 

Désignons  par  -    la  densité  de  la  simple   couche  dont  dérive  le 

potentiel  u.  Nous  aurons 

,^.  /du\  /  du 

v^)  \d^J~\dH 

Jourii.  de  Malli.  ib'  série),  lome  X.  —  Fasc.  IV,  1904. 
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Cherchons  à  développer  la  fonction  a*  suivant  les  puissances  de  X. 
Le  terme  indépendant  de  À  se  réduira  évidemment  à  c^q.  Nous  pour- 
rons donc  poser 

(4)  a'=^c^,A''. 

Désignons  par  U/,  le  potentiel  dérivant  d'une  simple  couche  de  den- 
site  —  •  Nous  aurons 

et 

(6)  u^'^ii,!". 


Cela  posé,  les  équations  (i),  (5)  et  (6)  donneront 

Tous  ces  calculs  reposent  sur  l'hypothèse  que  les  développements 
en  série  que  nous  avons  employés  sont  légitimes.  Il  faut  donc  s'assurer 
dans  quelles  conditions  il  en  est  bien  ainsi.  Il  résulte  immédiatement 
du  théorème  I  du  n*'  7  que  l'on  pourra  calculer,  sans  rencontrer 
aucun  obstacle,  autant  de  coefficients  que  l'on  voudra  d«ins  les 
séries  (4)  et  (6).  Cette  remarque  faite,  considérons  la  série  suivante  : 


(8)  j;^!'^  f\^,\ds 


Le  théorème  IV  du  n**  7  nous  apprend  que  le  rayon  de  conver- 
gence p  de  cette  série  vérifiera  l'inégalité  suivante  : 

(9)  ?iè,- 

Voici,  d'autre  part,  ce  qui  résulte  du   théorème   II  du  n""  7  :  si 
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l'on  désigne  par  (S")  rcnsemble  des  points  de  la  ligne  (S)  situés  à 
\ extérieur  des  cercles  de  rayon  commun  •/]  décrits  des  sommets  de  la 
ligne  (S)  comme  centres,  la  série  (4)  convergera  absolument  et  uni- 
formément sur  (S")  pour  toute  valeur  de  À  de  module  inférieur  à  p,  et 
cela  si  petite  que  soit  la  longueur  y].  Donc,  exception  faite  des  som- 
mets, la  série  (4)  est  absolument  convergente  (sans  l'être  uniformé- 
ment) sur  toute  la  ligne  (S)  pourvu  que  l'on  ait 

(10)  |X|<p 

où,  comme  cela  résulte  de  l'inégalité  (9),  p  représente  un  nombre 
positif  non  nul. 

Comment  se  comporte  la  valeur  (o')^  de  la  somme  a*  de  la  série  (4) 
en  un  point  A  situé  sur  la  ligne  (S)  lorsque  le  point  A  tend  vers  un 
sommet  de  cette  ligne,  le  paramètre  X  ayant,  bien  entendu,  une  valeur 
vérifiant  l'inégalité  (10)? 

Nous  répondrons  à  cette  question  en  supposant  que  le  paramètre  X 
vérifie,  en  même  temps  que  l'inégalité  (10),  encore  l'inégalité  sui- 
vante : 

(11)  |X|<R, 

où  R  représente  le  nombre  considéré  dans  les  théorèmes  III  et  IV 
du  n''  7. 

Le  nombre  \  ayant  une  valeur  vérifiant  à  la  fois  les  inégalités  (10) 
et  (i  i),  désignons  par  R,  un  nombre  quelconque  vérifiant  à  la  fois  les 
trois  inégalités  suivantes  : 

|R.>|^I, 

(12)  \  R,<p, 

'  R.<R. 

Cela  posé,  considérons  l'inégalité  (16)  du  n"  7.  Il  est  aisé  de  voir 
qu'il  est  possible  de  donner  au  nombre /j  une  valeur  au  moins  égale 
à  jo'  et  assez  voisine  de  Tunité,  et  au  nombre  o^  une  valeur  assez  petite 
que  nous  supposerons  être  inférieure  à  Tunité,  pour  que  l'inégabté 
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suivante  : 

soit  véritiée  pour  chacun  des  sommets  de  la  ligne  (S).  Les  nombres  p 
et  Oo  étant  choisis  de  cette  façon,  Finégalité 


où  M  est  un  des  sommets  de  la  ligne  (S)  et  A  un  point  quelconque 
situé  sur  elle,  entraînera,  en  vertu  de  l'inégalité  (2),  Tinégalité 

MA 

laquelle,  eu  égard  au  choix  des  nombres  p  et  Oo  et   au   théorème  I 
du  n**  7,  entraînera  à  son  tour  les  inégalités  que  voici  : 


|(^a)J<^        (A-==,,2,3,...), 
MA 


en  posant 


E,=  -^-f-^;  1  \^u_,\ds  (A-  =  i,  2,  3,..). 

On  conclura  aisément  de  ces  inégalités  que  la  série  suivante  : 

entière  en  /,  a  R,  pour  rayon  de  convergence,  et  que,  par  conséquent, 
elle  est  absolument  convergente  pour  t  =  \.  Cela  étant,  voici,  on  le 
reconnaîtra,  avec  un  peu  d'attention,  la  réponse  que  nous  pouvons 
donner  à  la  question  que  nous  nous  étions  posée  :  //  est  possible  de 
faire  correspondre  à  toute  valeur  de  X  vérifiant  à  la  fois  les  iné- 
galités (10)  et  (i  i)  un  nombre  positif  p  inférieur  à  V unité,  mais 
d'autant  plus  voisin  de  ce  nombre  que  la  différence  U  —  |  A  |  sera 
plus  petite,  tel  que  le  produit  {<^)Jp,  où  l  représente  la  distance  du 
point  X  au  sommet  le  plus  voisin  de  la  ligne  (S\  reste  inférieur  en 
valeur  absolue  à  un  nombre  Jini  indépendant  de  L 
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Voici  les  autres  conséquences  les  pins  importantes  cjui  résultent  de 
l'étude  précédente  de  la  série  (4)  : 

i"  Bien  que  cette  série  ne  soit  pas  uniformément  convergente  sur 
la  ligne  (S),  elle  est  cependant  intégrable  terme  à  terme  pour  toute 
valeur  de  \  vérifiant  Tinégalité 

(i3)  |X|<R', 

où  R'  représente  le  plus  petit  des  nombres  R  et  p,  lesquels,  rappe- 
lons-le, sont  Tun  et  l'autre  difFérents  de  zéro; 

2*^  Pour  toute  valeur  de  X  vérifiant  l'inégalité  précédente,  la 
série  (6)  est  absolument  et  uniformément  convergente  sur  la  ligne  (S) 
et  même  dans  toute  région  finie  du  plan  (*)  et  la  somme  u  de  cette 
série  représente  le  potentiel  dérivant  d'une  simple  couche  de  densité  c' 
portée  par  la  ligne  (S); 

3°  Sous  la  même  condition,  on  a 

/.=0  /,=0 

en  chaque  point  de  la  ligne  (S),  pourvu  cjue  ce  point  ne  soit  pas  un 
sommet,  ce  qui  prouve  que  la  fonction  w,  somme  de  la  série  (6),  est 
une  solution  de  l'équation  (i)  pour  l'ensemble  des  valeurs  de  X  véri- 
fiant l'inégalité  (  i3). 

9.  Considérons,  pour  un  moment,  le  cas  particulier  des  potentiels 
logarithmiques  ordinaires.  On  s'assurera  aisément  que,  dans  ce  cas, 
les  relations  suivantes  seront  vérifiées  : 

I    3"/. ,,  <'/.y  +  j   a'/,  ds  =  o  (/i  =  o,  i ,  2,  . . .)  ; 

on  sait  d'autre  part  que,  pour  qu'un  potentiel  logarithmique  ordinaire 
dérivant  d'une  simple  couche  de  densité  i-  représente  une  fonction 


(*)  On  verra  plus  basque,  sauf  un  cas  exceplionnel  que  nous  iiuliquerons. 
l'illégalité  (i3)  assure  en  réalité  la  convergence  absolue  et  uniforme  de  la 
série  (6)  dans  tout  le  plan. 
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harmonique  régulière  à  l'infini,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  Ton 
ait 

p  ds  =  o; 


L 


en  outre,  lorsque  cette  condition  est  vérifiée,  le  potentiel  considéré  est 
nul  à  finfini;  enfin,  lorsque  la  condition  précédente  n'est  pas  vérifiée, 
le  potentiel  en  question  est  infini  à  Tinfini.  Voici  ce  que  Ton  peut 
conclure  de  tout  cela  en  ce  qui  concerne  la  série  (6)  dans  le  cas  des 
potentiels  logarithmiques  ordinaires, 
i^  Lorsque  la  condition 


(r4) 


/ 


a*»  ds  =  o 


n'est  pas  vérifiée,  cette  série  n'est  uniformément  convergente  dans 
tout  le  plan  pour  aucune  valeur  de  X  difîérente  de  zéro. 

2°  Lorsqu'au  contraire  la  condition  (i4)  est  vérifiée  l'inégalité  (i3) 
assure  la  convergence  absolue  et  uniforme  de  la  série  (6)  dans  tout  le 
plan  et  la  somme  u  de  cette  série  représente  une  fonction  harmonique 
régulière  à  l'infini.  Pour  établir  ce  point  il  n'y  a  qu'à  tenir  compte  des 
deux  faits  suivants  :  d'une  part  les  valeurs  absolues  des  fonctions  i/^ 
atteindront  leurs  maxima  en  certains  points  situés  sur  la  ligne  (S)  et 
d'autre  part  l'inégalité  (i3)  assure  la  convergence  absolue  et  uniforme 
de  la  série  (6)  sur  la  ligne  (S)  dans  tous  les  cas. 

Considérons  maintenant  le  cas  des  potentiels  généralisés.  On  sait 
qu'une  fonction  vj;  vérifiant  à  l'intérieur  d'un  certain  domaine  l'équa- 
tion suivante  : 

A'!»  —   [JL-']/  =:  O, 

où  a  représente  un  nombre  réel,  ne  peut  avoir,  à  l'intérieur  de  ce 
domaine,  ni  un  maximum  positif  ni  un  minimum  négatif.  On  en  con- 
clura aisément  que,  dans  le  cas  des  potentiels  généralisés,  les  valeurs 
absolues  des  fonctions  w^  atteindront  leurs  maxima  sur  la  ligne  (S). 
Donc,  dans  ce  cas  encore,  l'inégalité  (i3)  assurera  la  convergence 
absolue  et  uniforme  de  la  série  (G)  dans  tout  le  plan. 

Supposons  que  les  conditions  pour  que  le  rayon  de  convergence 
absolue  et  uniforme  R"  de  la  série  (G)  dans  tout  le  plan  soit  diflérent 
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de  zéro  soient  vérifiées  et  désignons  par  R„  le  plus  petit  des  nombres  R'^* 
et  R.  D'après  ce  qui  a  été  établi  plus  haut  on  aura 

(i5)  Ro>R'. 

Je  dis  que  l'on  a 

Rien  d'essentiel  ne  distingue,  dans  la  démonstration,  le  cas  parti- 
culier des  potentiels  logarithmiques  ordinaires. 

Nous  pourrons  donc  nous  borner  à  considérer  le  cas  des  potentiels 
généralisés. 

Désignons  par<ï>/,  le  potentiel  généralisé  de  simple  couche  défini  par 
l'équation  suivante  : 

et  posons 

(i6)  w;^  =  ^!L_lJ^_  y"     J     f(7-m)u,,(x',y)dx'dy, 

en  désignant  par  /•  la  distance  des  points  {x,  y)  et  (x',  y'). 
On  aura  (n**  6)  : 

Uk  =  <Ï>A-  -  ^k, 
ce  qui  donne  : 


(■')  /j^-i*^4.(l[(^).-(m]|^^^-X 


clN 


ds: 


Désignons  par  S  la  longueur  totale  de  la  ligne  (S)  et  par  H/^  le 
maximum  du  module  de  la  fonction  U),  ;  soit  en  outre 

m  >  ik. 

L'inégalité  (i4)  du  Chapitre  précédent  d'une  part  et  le  théorème  IV 
du  même  Chapitte  d'autre  part  permettront  de  déduire  de  l'inéga- 
lité (17)  l'inégalité  suivante  : 

f  I ^k+^ \ds<c(^^-h  ^jJ^\<3'k\ds-+-'AS mU/,. 
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Le  rayon  de  convergence  de  la  série 

A:  =  0 

étant  évidemment  égal  à  R",  Tinégalité  que  nous  venons  d'obtenir 
prouve  que  le  rayon  de  convergence  de  la  série  (8)  est  au  moins  égal 
au  plus  petit  des  nombres 

et     R". 


1        C, 

Î7  +  — - 


Mais  on  peut  prendre  m  aussi  grand  que  Ton  voudra.  Donc  le  rayon 
de  convergence  de  la  série  (8)  est  au  moins  égal  au  plus  petit  des 
nombres  R"  et  R. 

Par  conséquent 

R'^R„. 

Cette  inégalité  entraîne,  à  cause  de  l'inégalité  (i5),  la  relation  (iG) 
qu'il  s'agissait  précisément  de  démontrer. 

10.   Considérons  maintenant  les  intégrales  de  M.  Poincaré  (  '  )  : 

^nT'  r  r  [ àuj  du,.         ôui  ôiii.  .,  \    /      / 

^  -' = i  L  [-ôi^  +  Tvify^  i'--  "^  "'■)  '^'-  ''.'•' 

où,  comme  l'indiquent  les  indices,  les  intégrations  doivent  être  éten- 
dues :  dans. la  première  au  domaine  extérieur  (D')  el  dans  la  seconde 
au  domaine  intérieur  (D)  de  la  ligne  (S);  dans  le  cas  particulier  des 
potentiels  logarithmiques  ordinaires  on  devra  faire  a  =  o  et  admettre 
en  outre  que  la  condition  (  i  :^|)  est  vérifiée,  sans  quoi  les  intégrales  ^^  )^;^ 
cesseraient  d'avoir  un  sens. 


(')  PoiNCARfi,  La  nu'thor/e  de  I\ciimann  cl  le  problèine  de  Dirichlet  [Acta 
nialhemalica,  1896).  I'o/>' aussi  mon  Mémoire  :  Suri'  iiitégralion  de  V  cqualion 
A//  -t-  ^H  ;=  o  {Journal  de  Mattu''niati(jues  jxires  et  ajipliçuëes,   1902). 
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Cela  posé,  on  justifiera  la  notation  adoptée  en  prouvant  que  les 
intégrales  considérées  ne  dépendent  que  de  la  somme  des  indices/ 
et  k,  on  établira  en  même  temps  la  relation  suivante  : 

(•9)  w„  +  w;  =  w„_, -w,_,, 

et  l'on  en  conclura  que  la  suite  infinie 


(20) 


w;  -h  w,     w;  4-  w,     \v;  +  Wc 


évidemment  à  termes  positifs,  est  convergente  et  décroissante  (ou  du 
moins  non  croissante)  et  que  la  limite  de  cette  suite  ne  peut  être  infé- 
rieure à  l'unité.  Désignons  par  R'"  le  nombre  positif  dont  le  carré  est 
égal  à  la  limite  de  la  suite  (20).  On  prouvera  aisément  que  la  série 

a  R"  pour  rayon  de  convergence.  Or  cette  série  est  identique  à  la  série 
suivante  : 


~^'^l      "a'^o«^-^, 


dont  le  rayon  de  convergence  est  au  moins  égal  à  R". 
On  aura  donc 

R"'>R". 

Par  conséquent,  si  l'on  désigne  par  R|,  le  plus  petit  des  nombres  R'" 
et  R;  on  aura 

(21)  r;,>Ro. 

Je  dis  que  l'on  a 

(22)  r:,  =  Ro. 

Dans  le  cas  particulier  des  potentiels  logarithmiques  ordinaires,  on 
doit  évidemment  admettre  que  la  fonction  cTo  satisfait  à  l'équation  (i  4); 
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nous  supposerons  en  outre  que,  dans  ce  cas,  Ton  a 

(2.3)  R"'>i; 

on  verra  que  cette  restriction  ne  nous  gênera  en  rien.  D'ailleurs  la 
démonstration,  dans  le  cas  des  potentiels  généralisés,  ne  se  distingue 
de  celle  où  l'on  considère  les  potentiels  ordinaires  que  par  des  modifi- 
cations faciles  à  apercevoir,  modifications  qui  sont  en  même  temps 
des  simplifications  sensibles  liées  à  ce  fait  que,  dans  le  cas  des  potentiels 
généralisés,  les  hypothèses  exprimées  par  les  relations  (i4)  et  (23) 
deviennent  superflues.  Cela  nous  permettra  de  n'envisager  que  le  cas 
des  potentiels  logarithmiques  ordinaires. 

Considérons  sur  la  ligne  (S)  deux  points  A  et  B;  soit  /■'  leur  dis- 
tance, et  p  l'angle  formé  parla  direction  BA  avec  la  normale  intérieure 
en  B  à  la  ligne  (S). 

Le  point  A  étant  fixe,  l'expression 


I    /i  cos(3        I  \ 

2  7r\ir      /•'  S/ 


représentera  une  fonction  déterminée  du  point  B.  Soit  P  le  potentiel 
logarithmique  ordinaire  dérivant  d'une  simple  couche  dont  la  densité 
serait  égale  à  la  fonction  précédente (');  nous  aurons 

Posons 

La  fonction  K(A)  du  point  A  ne   pouri^a  cesser  d'être   continue 
qu'aux  sommets  de  la  ligne  (S). 


(')  T.'idée  d'introduire  la  fonction  P  nous  a  été  su^îrérée  par  le  Mémoire  de 
M.  E.-R.  Neuinanii  :  Veite  fntegraleigenschaflen  successii'er  Polenliele 
{Gôttinger  JSachriclilen,  1902). 


LES    FONCTIONS    DE    M.     l'OINCARÉ    ET    LA    MÉTHODE    DE    NEUMANN.       f\2l 

Moyennant  la  relation 

(26)  {Uf,)i,  =  ^  J    u^-t^ds, 

facile  à  établir,  l'équation  (24)  donne 

en  posant 

On  déduit  immédiatement  de  la  relation  précédente  les  inégalités 
suivantes  : 

(27)  I  "A  -f-  g  I.-,  j  <  V^ÎRÂ)  v/W,,_,  -h  \V,,_,        (/f  =  i,2,3,  ...). 

Considérons  maintenant  deux  potentiels  logarithmiques  de  simple 
couche  $0  6t  $,  définis  au  moyen  des  équations  suivantes  : 

f^A  -  ('^\  -  i 

\dNji  \dNje~      ' 

(-)    (a.-(a=-(m-(m- 

Le  potentiel  $  représentera  une  fonction  harmonique  régulière  à 
l'infini.  Cela  posé,  multiplions  l'équation  (28)  par  w^-,  ds  et  intégrons 
l'équation  obtenue  en  étendant  l'intégration  à  toute  la  ligne  (S);  il 
viendra 

/  X     î  ^  T      r""  r"*  (^^*  ^"-^-^  -4-  ^*  '^'''-'\riTfiv 
(29)     i^  +  i^-'==j_  j_  (,;â^ -d^ -^ d^ -^7";     •^' 

en  s'appuyant  d'une  part  sur  (26)  et,  d'autre  part,  sur  l'expression 

connue  de  la  somme 

(d^\     ,(^\ 

\dNji\dN); 

En  s'appuyant  sur  l'inégalité  de  Schwarz,  on  déduira  de  (29)  l'iné- 


s.    ZAREMBA. 


galité  suivante  : 

(3o)  1 1,  +  I,_.  I  <  B  vW;,_,-f-W,,_„ 


où  l'on  a  désigné  par  B  le  nombre  positif  défini  au  moyen  de  l'équa- 
tion 

Les  inégalités  (27)  et  (3o)  donnent 


dx  dy. 


(3i)  h^;i<[-WK(A)+|]v/A\,,_, 

en  posant 

(32)  U,  =  W^^,    +   Uk, 

et  en  tenant  compte  de  ce  que  l'on  a 


NN.A-  ., 


w;,  +  w,,<wv,  +  w,,_,. 


Posons  encore 
(33) 


*h+i 


^Âî 


et  faisons  la  remarque  suivante  :  si  l'on  remplace  dans  l'équation  (i) 
les  fonctions  CTo  et  u  par  les  fonctions  a^  et  u' ,  les  séries  (4)  et  (6) 
deviendront  identiques  aux  séries  suivantes  : 


(34) 
(35) 


Reportons-nous  maintenant  au  théorème  V  du  Chapitre  précédent, 
et  désignons  par  IF,''*  et  H!f'  les  maxima  des  valeurs  absolues  de  la  fonc- 
tion u\  sur  les  portions  (S')  et  (S")  de  la  ligne  (S);  nous  aurons 


(36) 


H 


,       <(j^-hC.G  jH,   -+-  gril,  . 
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Désignons  par  F  (S')  le  maximum  de  l'expression 


VK(A) 


lorsque  le  point  A  décrit  la  portion  (S")  de  la  ligne  (S).  La  quantité 
F((5')  représentera,  pour  toute  valeur  de  S'  différente  de  zéro,  un 
nombre  positif  fini  d'autant  plus  grand  que  S'  sera  plus  petit,  et  l'iné- 
galité (3 1)  nous  donnera 


d'où 

(37) 


Hf<F(§')\/WV^+W,,_„ 


H,       <t^(0)  jTTTTTl » 


Soit  a  le  plus  petit  des  nombres 


+  G«a' 


et     R' 


R 


les  inégalités  (36)  et  (37)  donneront 


ce  qui  donne 
(38)         Hr< 


H^'-f-  (A--  i)  ^^4;^av'W;  -+-  w„ 


Désignons  par  F,(o')  le  plus  grand  des  deux  nombres 

F(Ô')     et    ^4^R, 


il  résulte  des  inégalités  (37)  et  (38)  que  l'on  aura,  en  chaque  point  de 
la  ligne  (S),  '* 

(39)    |„,|<[HV  +  (A-.)F,(S')v'W:Tw:]^    (A-=o,3,...). 
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Cela  prouve  que,  pour  toute  valeur  deX  vérifiant  l'inégalité 

I  A  |<  a, 

la  série  (35)  est  absolument  et  uniformément  convergente  dans  tout  le 
plan.  D'ailleurs,  la  différence  R'^  —  a  peut  être  rendue  égale  à  zéro 
lorsque  R|,  <^  R  et  aussi  petite  que  l'on  voudra  lorsque  R'^  =  R  :  il  n'y 
a  qu'à  attribuer  à  0'  une  valeur  assez  petite. 
Il  résulte  de  là  que  l'inégalité 

(4o)  \M<K 

assure  la  convergence  absolue  et  uniforme  de  la  série  (35)  dans  tout  le 
plan.  11  s'ensuit  (n"9)  que  l'inégalité  précédente  assure  aussi  la  con- 
vergence absolue  de  la  série  (34).  Il  résulte  d'ailleurs  de  l'inéga- 
lité (23)  que  l'on  a 

Par  conséquent,  les  séries  (34)  et  (35)  convergeront  absolument 
pour  X  =  —  I.  On  en  conclura  au  moyen  des  relations  (33)  et  (32) 
que  l'on  a 

lim  ffa/t  ==  —  li^ïi  ^-ik-^-K  =  '^5 

limw^/t  =  —  lini  "2/1-1-1  =  '^j 

en  désignant  par  '^  une  fonction  [définie  sur  la  ligne  (S)]  vérifiant  les 
hypothèses  énoncées  au  sujet  de  la  fonction  o-„  au  début  du  n**  8,  et 
par  ']^  le  potentiel  de  simple  couche  défini  par  l'équation 

Un;,    UnA~   '• 

Cela  posé,  on  s'assurera  que  l'on  a 

Or,  en  vertu  de  l'inégalité  (23),  on  a 

lim(W;,-hW,,)  =  o, 
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par  conséquent,  la  fonction  ^,  nulle  à  l'infini,  sera  nulle  dans  tout  le 
plan.  On  aura  donc 

liml;t=   ^7 

ce  qui  permet  de  déduire  de  l'inégalité  (3o)  l'inégalité  suivante  : 


,^-k-i 


mais 


VW,,-,,  -h  W\j^,  <  ^v/W,^-4-  w 


2y' 


on  aura  donc 


BR 


Ià-,  I  <  ivrr7V'W;^_2+  ^\k~2, 


et  Ton  conclura,  au  moyen  de  cette  inégalité,   de   l'inégalité  (27), 
l'inégalité  suivante  : 


RRW  . 

(4 •  )  \{u,\\< ^^^^ s/w,,_,  +  vv,,_,  +  VK(A) v/w;,_,  +  w,,_,. 

Un  raisonnement  identique  à  celui  qui  nous  a  permis  de  déduire  de 
l'inégalité  (3  r)  l'inégalité  (39)  permettra  de  déduire  de  l'inégalité  (4 1) 
les  inégalités  suivantes  : 

(42)     |^.1<[H,--(A--.)(}(§')V/VV„+WJ^        (;f  =  2,3,...), 

où  l'on  a  désigné  par  a,  comme  dans  l'inégalité  (39),  le  plus  petit  des 
nombres 

—      et      R'», 


^+c.«' 


par  H,  le  maximum  du  module  de  la  fonction  u^  et  par  (2(S')  une 
fonction  de  0'  ayant  une  valeur  positive  finie  pour  toute  valeur  de  S' 
diftérente  de  zéro,  celte  valeur  étant  d'autant  plus  grande  que  S'  est 
plus  petit;  j'ajoute  que  la  forme  de  la  fonction  Çl[^o')  dépend  uni- 
quement de  la  ligne  (S). 
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On  conclura  immédiatement  de  rinégaiité  (42)  que  rinégalité 

|A|<l^o 

assure  la  convergence  absolue  et  uniforme  de  la  série  (6)  dans  tout  le 
plan.  On  aura  donc 

inégalité  qui,  jointe  à  l'inégalité  (21),  entraîne  la  relation  (22)  qu'il 
s'agissait  précisément  de  démontrer. 

11.  Lorsque  la  fonction  a'o  satisfait  aux  hypothèses  du  n°  8  et 
lorsque,  dans  le  cas  particulier  des  potentiels  logarithmiques  ordi- 
naires, elle  vérifie  encore  la  relation  (i4))  l«i  démonstration  du 
théorème  fondamental  I  de  l'introduction  n'exigerait  plus  main- 
tenant que  la  reproduction,  avec  quelques  modifications  évidentes, 
des  considérations  développées  dans  les  numéros  de  9  à  14  inclusi- 
vement, de  mon  Mémoire  Sui'  l'intégration  de  l'équation 

Aw  H-  ^w  =  o     ('). 

Nous  admettrons  donc  que,  avec  les  restrictions  que  nous  venons 
d'énoncer,  le  théorème  en  question  est  établi.  Voyons  comment  on 
peut  s'affranchir  de  ces  restrictions. 

Considérons  le  cas  des  potentiels  logarithmiques  ordinaires  sans 
admettre  que  la  relation  (i4)  soit  vérifiée.  Posons  alors 

(43)  u  = 


i  +  X 


en  désignant  par  u'  un  nouveau  potentiel  logarithmique  ordinaire  de 
simple  couche.  En  portant  cette  valeur  de  u  dans  féqualion  (1)  on 
trouvera 


(^),"(^^  =^ 


/  du' \         i  ^'"'\ 


4-20", 


(•)  Journal  de  niatlu'inati(jucs pures  et  apj>li<juées,   1902. 
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en  posant 
La  relation 


Tcj"  ds  =  o 


étant  satisfaite  dans  tous  les  cas,  la  substitution  (43)  ramène  le  cas  où 
la  relation  (i4)  n'est  pas  vérifiée  à  celui  où  elle  a  lieu. 

Montrons  enfin  qu'il  est  aisé  de  s'affranchir  de  la  restriction  qui 
consiste  à  admettre  que  la  fonction  0*0  satisfait  aux  hypothèses  du 
numéro  8.  En  effet,  supposons  que  cette  fonction  ne  vérifie  cjue  les 
conditions  spécifiées  dans  l'énoncé  du  théorème  fondamental  I  et 
posons 

(44)  uz=  u^^  +  Xu', 
L'équation  (i)  nous  donnera 

/du'\         fdu'\         -,  r/^«'\         fdu'\  "i 

Or  la  fonction  a',  satisfera,  on  le  prouvera  sans  peine,  aux  hypo- 
thèses faites  au  numéro  8  au  sujet  de  la  fonction  a',,.  Par  conséquent, 
la  substitution  (44)  ramène  le  cas  général  au  cas  particulier  où  le 
théorème  fondamental  1  est  déjà  démontré. 

La  discussion  des  pôles  -t-  i  et  —  i  que  peut  avoir  la  fonction  u  du 
paramètre  \  dans  le  cas  des  potentiels  logarithmiques  ordinaires  pré- 
sente un  intérêt  évident;  elle  pourra  être  faite  par  une  méthode  ana- 
logue à  celle  dont  je  me  suis  servi,  pour  trois  variables  indépendantes, 
dans  mon  Mémoire  Sur  les  mélliodes  de  la  moyenne  arithmétique  de 
Neumann  et  de  Robin  dans  le  cas  d' une  frontière  non  connexe  ('  ). 

12.  Reportons-nous  au  théorème  fondamental  1  de  l'Introduction 
et  considérons  la  suite 

(45)  X,,     A,,     X3,     ..., 

(')  Bulletin  de  l' Académie  de  Cracovie,  octobre  1902. 
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ainsi  que  le  système  complet  de  fonctions  fondamentales 

(46)  U,,,,    U,,„     ...,    U,,,, 

correspondant  au  terme  X^  de  cette  suite.  Nous  nous  proposons  de 
faire  au  sujet  des  fonctions  précédentes  quelques  remarques  qui  nous 
seront  utiles  au  Chapitre  suivant. 

Posons 

Jk 

en  désignant  par  les  «a.p  des  constantes  quelconques  à  cela  près  que  le 
déterminant  suivant 

[«a.fii  (a,  ?  =  i,'-îj3,  ...,y\.) 

soit  différent  de  zéro.  Il  est  évident  que  le  système  de  fonctions 

u;.,,   u;,,,   ...,   u;,. 

pourra  être  considéré  comme  formant  un  système  complet  de  fonc- 
tions fondamentales  relatives  au  terme  \^  de  la  suite  (4-^)  ^^  même 
titre  que  le  système  (4^)-  H  est  aisé  de  voir  que,  sauf  une  restriction 
que  nous  indiquerons  tout  à  l'heure,  il  est  possible  de  disposer  des 
constantes  ««p  de  façon  : 

i'^  Que  les  relations  suivantes  : 

lesquelles  auront  lieu  dans  tous  les  cas  sous  la  condition  A^  ^  A',  aient 
encore  lieu  toutes  les  fois  que  l'on  a  t:^t\  même  si  Ton  avait  en  même 
temps  A  =  A' ; 
-2"  Que  l'on  ait 

Il  est  donc  permis  de  supposer,  comme  nous  allons  le  faire  dorén;i- 
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vant,  que  le  système  (46)  soit  constitué  de  telle  sorte  que  la  relation 


(^'>      imi-{ 


VW,/' 


U/,= 


ait  lieu  pour  toutes  les  valeurs  des  indices  A'  et  t  et  que  l'on  ait 

à  moins  d'avoir  à  la  fois 

k  =  k'         et         /  =  /'. 

Cela  posé,  désignons  par  Uy;  le  résidu  relatif  au  pôle  X^.  de  la  fonc- 
tion M  définie  par  l'équation  (i). 

D'après  le  théorème  fondamental  I,  nous  aurons 

(49)  U,  =  J;c,,.U,,- 

et  l'on  prouvera  aisément  que  l'on  a 

(  5 o  )  Ckj  =  2  Ayt  /  a'o  U/,y  ds . 

Voici  maintenant  la  restriction  que  l'on  doit  apporter  à  ce  qui  pré- 
cède. Dans  le  cas  des  potentiels  logarithmiques  ordinaires,  il  peut 
arriver  que,  parmi  les  fonctions  fondamentales  relatives  au  pôle 
X,  =  —  I,  il  en  existe  une,  nécessairement  irrégulière  à  l'infini,  se 
réduisant  à  zéro  sur  la  ligne  (S);  c'est  ce  qui  se  présente  par  exemple 
pour  un  cercle  de  rayon  égal  à  l'unité.  Dans  ce  cas,  il  sera  impossible, 
on  le  prouvera  sans  peine,  de  faire  eh  sorte  que  toutes  les  fonctions 
fondamentales  relatives  au  pôle  —  i  satisfassent  à  la  condition  (47)- 
Mais  on  pourra  toujours  s'arranger  de  façon  qu'il  n'y  ait  exception 
que  pour  une  de  ces  fonctions,  soit  U,  ,,  et  que  les  autres  soient,  en 
outre,  toutes  régulières  à  l'infini.  Nous  admettrons  que  l'on  ait  réalisé 
ces  conditions  et  nous  assujettirons  alors  la  fonction  U,  ,  à  la  condition 
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suivante  : 

au  lieu  d'imposer  à  cette  fonction  la  condition  (47)  à  laquelle,  comme 
nous  venons  de  le  voir,  il  peut  n'être  pas  possible  de  satisfaire. 

D'ailleurs  aucune  modification  ne  devra  être  apportée  à  ce  que  nous 
avons  dit  au  sujet  des  relations  (48). 

Ces  conventions  admises,  la  formule  (5o)  devra  être  remplacée, 
dans  le  cas  des  potentiels  logarithmiques  ordinaires  pour  A-  =y  =  i, 
par  la  formule  suivante  : 

(52)  C,,  =  -2  f  cf.ds. 


IV.  —  Problème  de  Neumann. 

15,  Nous  entendons  par  problème  de  Neumann,  le  problème  qui 
consiste  à  déterminer  un  potentiel  logarithmique  (généralisé  ou  ordi- 
naire) de  double  couche  portée  par  la  ligne  (S),  tel  que  l'on  ait 

(0  (p),-(p),=  A|(p).-|-(P).l  +  2^o, 

OÙ  ho  est  une  fonction  donnée  sur  la  ligne  (S)  et  X  une  paramètre 
variable. 

Nous  n'envisagerons  dans  ce  numéro  que  le  cas  particulier  où  h^ 
peut  être  regardé  comme  la  valeur  périphérique  d'une  fontion  o  qui 
jouit  des  propriétés  suivantes  :  dans  toute  l'étendue  du  domaine  (D) 
et  môme  sur  la  frontière  (S)  de  ce  domaine,  la  fonction  o  est  finie  et 

continue;  la  quantité  ( -r '  I  satisfait  aux  conditions  générales  impo- 
sées à  hi  fonction  c'a  au  numéro  4;  enfin,  la  fonction  F,  définie  par 
l'équation  suivante  : 

est  continue  en  chafjue  point  situé  à  V intérieur  du  domaine  (D)  et 
clic  est  limitée  dans  toute  l'étendue  de  ce  domaine. 

Les  hypothèses  précédentes  relatives  à  la  fonction  //„  permettront 
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d'appliquer  au  problème  de  Neumann  la  méthode  que  nous  avons  eu 
l'occasion  d'appliquer  au  même  problème  dans  le  cas  de  trois  variables 
indépendantes  ('). 

Désignons  par  v„  le  potentiel  de  double  couche  défini  par  l'équa- 
tion suivante  : 

(t'oX--(^'o)/=  2Ao. 

La  fonction 

dN  "  \dNje~  \d^)i 

existera  et,  si  l'on  détermine  la  fonction  a'^  qui  entre  dans  l'équa- 
tion (i)  du  Chapitre  précédent,  au  moyen  de  l'équation  suivante  : 

«      .  <^.=â. 

celte  fonction  satisfera  aux  conditions  voulues  pour  que  le  théorème 
fondamental  I  de  l'Introduction  lui  soit  applicable. 

La  fonction  a'o  étant  défmie  au  moyen  de  l'équation  (2),  le  potentiel 
de  double  couche  p  défini  par  la  formule 

(3)  .  =  J-  /'  P^^LtM^  _^  ^Jip^]i[pl cosr ds, 

^     ^  2  7:  J^^^  L       X  -i-  I  l~i       j       dr  '        ' 

OÙ,  dana  le  cas  des  potentiels  logarithmiques  ordinaires,  la  fonc- 
tion /(ru.)  serait  à  remplacer  par  la  fonction  logr,  vérifiera  l'équa- 
tion (i).  On  en  conclura  de  suite  que,  dans  l'hypothèse  où  nous  nous 
sommes  placés  en  ce  qui  concerne  la  fonction  /i,,,  l'équation  (1)  admet 
une  solution  analytique  par  rapport  à  X,  jouissant  de  toutes  les  pro- 
priétés spécifiées  dans  l'énoncé  du  théorème  fondamental  II  de  l'Intro- 
duction. 

La  remarque  suivante  nous  sera  utile  plus  tard  :  soit  V;;.  le  résidu 
relatif  au  pôle  "k/^  de  la  fonction  p  du  paramètre  X,  nous  aurons 

1=1 


(')  Zaremba,  Sur  l'intégration  de  L'équation  A«  +  ^«  ^  o  {Journal  de  Ma- 
thématiques pures  et  appliquées,  fasc.  I,  1902,  p.  io3  et  suivantes). 


432  s.     Z.VHEMBA. 

OÙ  les  C/fj  représentent  des  constantes  déterminées  au  moyen  des  for- 
mules suivantes  : 

(5)    c,j=lh,[{^)^-{;^l]ds      (/=, ,.,...,;,), 

pourvu  que,  dans  le  cas  des  potentiels  logarithmiques  ordinaires,  on 
convienne  de  remplacer,  dans  la  formule  (4),  pour  /f  =  i,  le  sym- 
bole U,  ,  par  l'unité. 

14.  Revenons  au  problème  de  Neuinann,  mais  excluons  mainte- 
nant le  cas  des  potentiels  logarithmiques  ordinaires  en  ne  faisant,  en 
revanche,  au  sujet  de  la  fonction  A(,,  que  les  hypothèses  générales 
énoncées  au  n°  4. 

En  vue  d'applications  ultérieures,  nous  désignerons  dans  ce  numéro 
le  potentiel  cherché  par  w,  et  par  m  le  nombre  caractéristique  de  ce 
potentiel,  au  lieu  de  désigner  ces  éléments,  comme  dans  les  autres 
parties  du  travail,  par  p  et  iji. 

Nous  aurons 

(6)  (w%-(w)i=X\{w%^(vç')i]  H-2Ao. 

Désignons  par  h  l'expression  qui  forme  le  second  membre  de  cette 
équation  et  voyons  s'il  est  possible  de  développer  la  fonction  h,  sui- 
vant les  puissances  de  X,  en  une  série  de  la  forme 


(7) 

A  =  0 

Cela  donnerait 

(8) 

00 

les  w^  étant  les  potentiels  de  double  couche  définis  par  les  équations 

suivantes  : 

(9)  (.^^A-X-  -  (^^V)/  —  2 hk         (A-  =  o,  1,2,.. .). 
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L'équation  (6)  donnerait 

(9)  (^^'a)^+  (^'^'a)/^  2/-^.^,  (A-  =  o,  r,  2,  . . .) 

(10)  h,,^,  =  -'-J  h,,  ^^'J''  ^  cos  p  ds         (A- =0,  I,  2,  ...), 

où  f  et  [3  ont  la  même    signification   que  dans  la  formule   (7)   du 
n°  o. 

Désignons  par  H;^  une  limite  supérieure  du   module  de  h^\  nous 
aurons 

(11)  H,,,<(^+^)H,  (A=:,,2,3,    ...), 

en  vertu  du  théorème  III  du  Chapitre  IL  Cela  prouve  que,  sous  la 
condition 

(12)  ixK.    ^ 


RC,  ' 


I  -I 


tous  les  développements  en  série  que  nous  venons  de  considérer  seront 
absolument  et  uniformément  convergents  dans  les  domaines  où  l'on  a 
à  les  envisager.  Ces  développements  sont  par  conséquent  légitimes,  et 
le  problème  de  Neumann  est  résolu  au  moyen  de  la  série  (8)  pour 
l'ensemble  des  valeurs  de  X  vérifiant  l'inégalité  (12). 

4  5.  Nous  avons  établi,  au  n°  13,  que  le  problème  de  Neumann 
admet  une  solution  analytique  par  rapport  au  paramètre  X,  jouissant 
des  propriétés  spécifiées  dans  le  théorème  fondamental  II  de  l'Intro- 
duction, lorsque  la  fonction  h^  satisfait  à  certaines  conditions  particu- 
lières. Proposons-nous  maintenant  d'étendre  ce  résultat  au  cas  où 
cette  fonction  ne  vérifie  que  les  hypothèses  beaucoup  plus  générales 
dans  lesquelles  nous  nous  sommes  placés  au  numéro  précédent. 

J'observe  d'abord  que,  sans  nuire  à  la  généralité,  nous  pouvons 
admettre  que  la  fonction  Ao  est  limitée.  En  effet,  soit  toujours  v^  le 
potentiel  de  double  couche  défini  par  l'équation 

{}\)c-    (^'o)/=    2//0. 
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Posons 

(i3)  v  =  v^-{-lç'. 

La  fonction  v'  représentera  un  potentiel  de  double  couche  vérifiant 
l'équation  suivante  : 

OÙ 

2/i,=:((.'oX+(Co),-. 

La  fonction  A,  étant  limitée  (n°  5),  on  voit  que  la  substitution  (i3) 
ramène  le  cas  général  à  celui  où  la  fonction  /iq  est  limitée.  Nous  sup- 
poserons donc  dans  la  suite  qu'elle  satisfasse  à  cette  condition. 

Cherchons  à  résoudre  l'équation  (i)  pour  l'ensemble  des  valeurs 
de-'k  vérifiant  Tinégalité  suivante  : 

(i4)  |A|<«, 

en  désignant  par  a  un  nombre  positif  donné,  tel  cependant  que  l'on 
ait 

(i5)  i<a<U. 

Nous  pourrons  nous  borner  au  cas  des  potentiels  logarithmiques 
ordinaires,  cas  qui  ne  se  distingue  du  cas  général  que  par  la  compli- 
cation un  peu  plus  grande  du  raisonnement.  ^ 

Considérons  le  potentiel  généralisé  w  vérifiant  lYMjualion  (G)  et 
donnons  au  nombre  caractéristique  r?i  de  ce  potentiel  une  valeur  telle 
que  l'on  ait 

(1(3)  — t;k  =  «- 

I  H 

m 

La  chose  sera  possible  puisque  a  est  inférieur  à  R.  Dans  ces  condi- 
tions la  formule  (8)  fera  connaître  la  fonction  w  pour  toute  valeur 
de  X  vériliaiil  l'inégalité  (i4)-  Cela  posé,  désignons  [)ar  o  le  potentiel 
logarithmique  ordinaire  dérivant  d'une  double  couche  de  marne  den- 
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site  que  celle  dont  dérive  le  potentiel  w  et  posons 

(17)  .]^  =  rj-W. 

T       p         •         I  1  -   •    >  '  -■  d'il         i)'^ 

La  fonction  y  et  ses  dérives  premières,  -p  et  -p?  seront  continues 

(n*'  6),  même  à  la  traversée  de  la  ligne  (S).  Posons 

(18)  i,=:0  +  XQ, 

en  désignant  par  Q  un  nouveau  potentiel  logarithmique  ordinaire  de 
double  couche.  L'équation  (i)  donnera 

(19)  (Q)e-  (Q)/  =  ^l(Q).-f-  (QXl  +  2('J>)„ 

en  désignant  par  ('\>)s  la  fonction  à  laquelle  se  réduit  sur  (S)  la  fonc- 
tion '\i  et  en  tenant  compte  des  équations  (G)  et  (17)- 

16.  Désignons  par  Ho  une  limite  supérieure  du  module  de  la  fonc- 
tion Hq.  Nous  aurons,  en  dehors  des  inégalités  (i  i),  encore  l'inégalité 
suivante  : 


on  aura  donc 


".<  H  +  !;f  ".' 


» 


(20)  \^''k\<J       (A- r^  0,1,2,...), 

à  cause  de  la  relation  (16). 

Désignons  par  ^/,  le  potentiel  logarithmique  ordinaire  de  double 
couche  défini  par  l'équation  suivante  : 

Le  théorème  III  du  Chapitre  II  et  les  inégalités  (20)  nous  donneront 
aisément 

Cela  prouve  que,  pour  les  valeurs  de  X  vérifiant  l'inégalité  (14)5  la 
fonction  o,  introduite  au  numéro  précédent,  pourra  être  calculée  au 

Journ.  de  Math,  {'n'  série),  tome  X.  —  Fasc.  IV,  1904.  -l9 
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moyen  de  la  série  suivaûlc  : 
(21)  9(A)=2o,//-. 

On  aura  donc 

(22)  i  =2;ia.>.', 

pour  les  mêmes  valeurs  de  X,  en  posant 
On  aura  d'ailleurs 

(23)  [«•,i<(i+c,:)^. 

en  vertu  du  théorème  III  du  Chapitre  II;  par  conséquent, 

On  verra,  en  se  reportant  au  n°  (>,  que  la  fonction  (j^^.  et  ses  dérivées 
du  premier  ordre,  -~  et  -j^ ,  seront  continues  même  à  la  traversée  de 
la  ligne  (S)  et  Ton  s'assurera  ensuite  que  l'intégrale  suivante  : 

a  un  sens.  Cherchons  une  limite  supérieure  de  cette  intégrale.  L'équa- 
tion 

OJc-  ()y-  ' 

que  la  fonction  'j^/^  vérifie  en  vertu  de  sa  délinilion,  donne 
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d'où,  à  cause  de  (24), 

(25)        / 

* 
Pour  trouver  une  limite  supérieure  de  l'intégrale  qui  figure  au 
second  membre  de  cette  inégalité,  décrivons  dans  le  plan  des  (x,  y) 
un  cercle  (2)  de  rayon  L  assez  grand  pour  que  la  ligne  (S)  tout 
entière  se  trouve  à  l'intérieur  de  ce  cercle.  Cela  posé,  décomposons 
l'intégrale  qui  nous  occupe  en  deux  parties  J  et  J'  se  rapportant  respec- 
tivement à  la  partie  du  plan  limitée  par  le  cercle  (S)  et  à  la  région  du 
plan  extérieure  à  ce  cercle.  Remplaçons  dans  Tintégrale  J  la  quantité 
I  w,,  I  par  la  limite  supérieure  que  lui  assigne  l'inégalité  (23)  et  obser- 
vons que,  à  l'extérieur  du  cercle  (S),  une  limite  supérieure  de  la  fonc- 
tion I  w^  I  nous  est  fournie,  comme  on  le  prouvera  avec  un  peu  d'atten- 
tion, par  l'expression  suivante  : 

y  (  L  m  )  ^  '  ^  a'' 

où  /'  représente  la  distance  du  point  où  l'on  considère  la  fonction  |  W;^  | 
au  centre  du  cercle  (H).  Nous  trouverons  aisément 

£y__^J^,\dxdy<B''^, 

en  désignant  par  B'  une  quantité  ne  dépendant  ni  de  l'indice  A-,  ni  de 
la  fonction  A^-  L'inégalité  (25)  donnera  alors 

où  B  représente  un  nombre  qui,  comme  le  nombre  B',  ne  dépend  ni 
de  l'indice  A,  ni  de  la  fonction  h^. 

17.  Pour  calculer  le  potentiel  de  double  couche  Q,  portons  dans 
l'équation  (19)  la  valeur  (22)  de  ^p  et  voyons  s'il  est  possible  de  satis- 
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faire  à  celte  équation  en  posant 

(27)  Q("A)=iQAÀ*, 

Â=:0 

les  fonctions  Q,,  étant  des   potentiels  logarithmiques   ordinaires  de 
double  couche  vérifiant  les  équations  suivantes  : 

(28)  (Qa.).-(Qa)/=A[(Qa).+  (Qa.)/]-4-2(-].,),       (A-=0,I,2,...), 

OÙ  ('^p/tX  représente  la  fonction  à  laquelle  se  réduit  la  fonction  ^^  sur  la 
ligne  (S). 

Nous  avons  déjà  eu  Foccasion  de  faire  remarquer  que  la  fonction  '>|^;t 

et  ses  dérivées  du  premier  ordre  -—-  et  -y^  sont  continues,  même  à  la 

traversée  de  la  surface  (S)  et  que  l'on  a 

^  +  ^  +  /«-.n=o. 

11  résulte  de  là  que  la  théorie  du  n°  15  est  applicable  à  Téqua- 
tion  (28).  Cela  posé,  désignons  par  n  le  nombre  entier  et  positif,  tel 
que  l'on  ait 

(29)  |A«|^«<\,^,. 

La  fonction  Q/^  considérée  comme  fonction  delà  variable  complexe  X 
n'aura  dans  le  domaine  défini  par  l'inégalité 

pour  toutes  singularités,  que  des  pôles  simples  tous  compris  dans  la 
suite 

(3i)  )^,,     X,,     ...,     1„. 

Pour  sinqjlificr  le  langage,  nous  nous  exprimerons  comme  si  la  fonc- 
tion Q^  devait  avoir  tous  ces  nombres  pour  pcMes,  en  convenant  en 
même  temps  de  dire  que  le  résidu  correspondant  à  un  terme  de  la 
suite  (3i)  est  nul  si  ce  terme  n'est  pas  eu  réalité  un  pôle  de  la  fonc- 
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tien  Q;f  Désignons  par  U,,^  le  résidu  relatif  au  pôle  X^  et  posons 


(-'-)  Q'=Ii^ 


G,-. 


La  fonction  G;^  sera  une  fonction  de  X  holomorphe  à  l'intérieur  du 
cercle  défini  par  l'inégalité  (3o)  dans  le  plan  de  la  variable  complexe  X 
et  elle  représentera  un  potentiel  de  double  couche  vérifiant  l'équation 
suivante  : 

(33)  (G,),-(G,),==A|(G,X+(G,),]  +  2^A- 

en  posant 

n 

(34)  2$,=  2(^,).+2;Rn,a),  +  (n,,),]. 

a  — 1 

D'après  ce  qui  a  été  établi  au  n°  15  on  aura 

(35)  (n,«),+  (n,,,\.=  2|;cï'u,, 


avec 


V/Ua/\         /dVc 


(36)  cî=£(^..),|;(^)_-( 


r/N 


ds 


en  convenant  en  outre  de  remplacer  dans  la  formule  (35),  pour  a  =  i , 
le  symbole  U,  ,  par  l'unité. 

Cela  posé  on  s'assurera  aisément,  en  s'appuyant  sur  les  inégalités  (24) 
et  (26)  du  numéro  précédent,  qu'il  existe  un  nombre  positif  B,,  ne 
dépendant  ni  des  indices  k,  a  et  y  ni  de  la  fonction  ho,  tel  que  Ton  ait 

(37)  |C*|<B,!i». 

On  conclura  aisément  de  cette  inégalité,  en  adjoignant  à  la  for- 
mule (35)  la  relation  suivante  : 

{ii,,%-{n,,),=  x,[(n,«),  +  (n,,),]. 
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que  la  série 

(38)  jTa(>o=i;n,,// 


A:  =  0 


est  absolument  et  uniformément  convergente  dans  tout  le  plan,  pour 
toute  valeur  de  \  vérifiant  l'inégalité  (i4)- 

Montrons  qu'il  en  est  de  même  de  la  série  suivante  : 

00 

(39)  Ga)=2GA->-' 

dont  les  coefficients  sont  eux-mêmes  des  fonctions  de  \. 

Il  résulte  des  formules  (34)  et  (35)  et  de  la  remarque  faite  plus 
haut  au  sujet  du  symbole  U<,  que  nous  pouvons  considérer  la  fonc- 
tion $;t  comme  définie  dans  toute  l'étendue  du  plan  au  moyen  de  la 
formule  suivante  : 

(40)  <i'*=C',';  +  J;c*u,,+2  t^i'^'j  +  'h 

/=2  «—2 ;—l 

Il  résulte  immédiatement  de  cette  remarque  que  la  théorie  du  n°  15 
est  applicable  à  l'équation  (33).  Désignons  par  P^  le  potentiel  logarith- 
mique ordinaire  de  double  couche  défini  au  moyen  de  l'équation 
suivante  : 

(40  (Pa.).-(P.X=^^a. 

et  considérons  le  potentiel  de  simple  couche  z^  vérifiant  l'équation 

la  formule  (3)  nous  donnera 


^''■^)    •^-ixr^^ 


(1^.)/  ,  x=/.+(P/.) 


cosy 


ds. 


D'ailleurs  la  fonction  z^  de  X  sera  holomorpho  pour  l'ensemble  des 
valeurs  de  \  vérifiant  l'inégalité  (3o). 
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Par  conséqueiil,  si  la  série 

t  =  0 

représente  le  développement  de  ^^  suivant  les  puissances  de  X,  elle 
aura  X,j+,  pour  rayon  de  convergence.  J'ajoute  qu'elle  convergera  uni- 
formément dans  tout  le  plan  pour  toute  valeur  de  X  vérifiant  Tinéga- 
lité  (3o)  parce  que  les  fonctions  harmoniques  Z/,t  sont  manifestement 
toutes  régulières  à  Finfmi. 

On  établira  aisément,  au  moyen  de  l'inégalité  de  Schwarz,  les  inéga- 
lités suivantes  : 


<i:L:m 
<r:nmy 

D'ailleurs,  la  formule  (4o)  donne 


py]dxdy 


'^'"'Yjdxdy, 


àyj 


_\âcc 


Oy 


dxdy-^^:-r-^^c^^f. 


/  =  2 


a=2/=:l 


Par  conséquent,  l'inégalité  (26)  donnera 


(^•^>   rrmi 


ây 


dxdy<iB'^ 


H, 


D'autre  part,  on  conclura  aisément  des  résultats  déjà  établis  que 
l'on  a 


H„ 


en  désignant  par  B2  un  nombre  positif  ne  dépendant  ni  de  l'indice  k 
ni  de  la  fonction  /iq.  Il  résulte  de  cette  inégalité  : 
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1°  Que  la  série 

/-o 

sera  absolument  et  uniformément  convergente  dans  tout  le  plan  pour 
toute  valeur  de  X  vérifiant  l'inégalité  (i4)  î 

1^  Qu'il  existe  un  nombre  positif  Bg,  analogue  aux  nombres  B,  B, 
et  Bo,  tel  que  Ton  ait  à  la  fois 

(45).  l--.o|<B,^     et     i.-,,|<B3^?- 

En  s'appuyant  sur  les  inégalités  (43)  et  (45),  on  déduira  aisément 
de  Pinégalité  (4^)  du  Chapitre  précédent  la  conséquence  suivante  :  il 
existe  un  nombre  positif  B,,,  analogue  aux  nombres  B,  B,,  Bj  et  B,,  tel 
que  l'on  ait 

Cela  prouve  que  la  série 

(46)  zÇk)^^z,\'' 

A  =  0 

sera  absolument  et  uniformément  convergente  dans  tout  le  plan,  pour 
toute  valeur  de  \  vérifiant  l'inégalité  (i4)-  Or  la  série  (44)  jouit 
aussi,  comme  nous  venons  de  le  voir,  de  la  même  propriété. 

Il  en  résulte,  à  cause  de  la  formule  (4^),  que  la  série  (89)  jouira 
aussi  de  cette  propriété  parce  que  les  fonctions  G/^  n'ont  pas,  comme 
semble  l'indiquer  la  formule  (42),  les  nombres  —  i  et  -h  i  pour  pôles. 
D'ailleurs,  nous  l'avons  déjà  établi,  les  séries  (21) et  (38)  sont,  comme 
les  précédentes,  absolument  et  uniformément  convergentes  dans  tout 
le  plan  pour  toute  valeur  de  \  vérifiant  l'inégalité  (i4).  H  résulte  de 
tout  cela,  en  tenant  compte  en  outre  des  équations  (18),  (27)  et  (82), 
que  l'expression  suivante  de  v 

(47)  .  =  2;r-è+^G(X)  +  ç(X) 
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sera  valable  dans  loiU  rintérieur  du  cercle  (2)  défini  dans  le  plan  du 
paramètre  complexe  X  par  rinégalité(i4)-  On  conclura  imniédiatement 
de  la  formule  (47)  <^iu'il  existe  une  solution  de  l'équation  (i)  analytique 
par  rapport  au  paramètre  X  jouissant  a  l'intérieur  du  cercle  (Z)  de 
toutes  les  propriétés  spécifiées  dans  l'énoncé  du  théorème  fonda- 
mental II  de  l'Introduction.  Mais  on  peut  donner  au  nombre  a  une 
valeur  aussi  voisine  de  R  que  Ton  voudra;  on  peut  donc,  dans  la  con- 
clusion que  nous  venons  de  formuler,  remplacer  le  cercle  (2)  par  le 
cercle  que  définit  l'inégalité  suivante  : 

|X|<R. 

Pour  achever  la  démonstration  du  théorème  fondamental  II  de  l'In- 
troduction il  nous  reste  à  établir  que  la  solution  de  l'équation  (i)  ana- 
lytique par  rapport  à  X  est  unique  et  à  justifier  ce  qui  a  été  dit  au  sujet 
des  solutions  non  analytiques  par  rapport  à  ce  paramètre.  La  démon- 
stration de  ces  deux  points  se  ramène,  on  le  reconnaît  sans  peine,  à 
celle  de  la  proposition  suivante  :  lorsqu'un  potentiel  de  double  couche  V 
vérifie  sur  la  ligne  (S)  l'équation  suivante  : 

(48)  (V).-(V),=  À'[(V).+  (V),.J 

où  \'  représente  une  constante  et  lorsque  la  valeur  commune  des  deux 
membres  de  cette  équation  considérée  comme  fonction  d'un  point 
mobile  sur  (S)  satisfait  aux  hypothèses  générales  faites  dans  ce  tra- 
vail au  sujet  de  la  fonction  A^,  le  nombre  X'  doit  être  égal  à  l'un  des 
termes  de  la  suite 

(49)  '^«^        "''^:i5        ^3,        ••• 

et  la  fonction  V  doit  s'exprimer  au  moyen  des  fonctions  fondamen- 
tales correspondant  à  ce  terme,  soit  X;t,  de  la  suite  précédente,  comme 
si  cette  fonction  représentait  le  résidu  relatif  au  pôle  X/j  d^une  solution 
analytique  de  l'équation  (i). 

Pour  établir  cette  proposition  faisons,  dans  l'équation  (i), 

2Ao=(V).+  (V),. 

Journ.  de  Math,  (a'  série),  tome  X.  —  Fasc.  IV,  igo:j.  -^^ 
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L'équation  (i)  admettra  alors  la  solution 
(5o)  ''=1^'- 

D'ailleurs,  la  constante  V  ne  peut  être  nulle,  sans  quoi  on  aurait 
identiquement  Y  ^  o.  Par  conséquent  l'équation  (5o)  définit  la  même 
fonction  analytique  de  A  cjue  la  formule  (48)  pour  la  valeur  considérée 
de  Ap. 

Il  en  résulte  que  Y  doit  bien  jouir  des  propriétés  annoncées. 

J'ajoute  que  les  formules  (4)  et  (5),  on  le  prouvera  avec  un  peu 
d'attention,  restent  exactes  dans  les  conditions  ii^énérales  où  nous  nous 
sommes  placés  ici  en  ce  qui  concerne  la  fonction  A„. 

11  resterait  encore  à  compléter  ce  qui  précède  par  la  discussion 
détaillée  des  pôles  —  i  et  +  i  dans  le  cas  des  potentiels  logarithmiques 
ordinaires  et  à  développer  les  applications  de  cette  discussion  au  pro- 
blème de  Dirichlet.  On  le  fera  aisément  par  la  méthode  que  j'ai  suivie 
dans  l'étude  des  mêmes  questions  dans  le  cas  de  l'espace  ('). 


(')  Sur  les  méthodes  de  la  moyenne  aritliniélique  de  JSeiunann  et  de  Robin 
dans  le  cas  d'une  frontière  non  connexe  {Bulletin  de  l'Académie  de  Cracovie, 
octobre  1902). 
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Sur  les  solutions  satisfaisant  à  des  conditions 
aux    limites    données   de    l'équation    différentielle 

Au  4-  'kA(x,  y)u  =y*(.r,  y). 
Par  m.   Max  MASON. 


Introduction. 

Dans  la  théorie  de  l'élasticité  et  dans  celle  de  l'électricité,  l'équation 
des  vibrations  stationnaires 

(i)  A«  H- XA(x",  y)M  =  o 

ne  le  cède  en  importance  qu'à  l'équation  potentielle.  Le  paramètre  X 
de  l'équation  doit  être  déterminé  de  façon  qu'il  existe  une  solution 
M(a?,  j)  qui  s'annule  à  la  frontière  d'une  région  donnée  sans  être  iden- 
tiquement nulle  (  '  ). 

L'équation  (i)  est  l'équation  de  Lagrang^e  qui  correspond  au  pro- 
blème isopérimétrique.  M.  Weber  (-)  a  prouvé  (en  supposant  établi 
le  principe  de  Dirichlet)  l'existence  d'une  infinité  de  valeurs  de  X  pour 
lesquelles  il  y  a  une  fonction  harmonique  solution  du  caractère  de- 
mandé. 


(*)   Voir  Ency.  der  math.  Wiss.,  l.  II,  A-,..  (Sommerfeld). 
{^)  Math,  Ann.,  l.  1,  1869,  p.  i. 
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Schwarz  (*)  fut  le  premier  à  démontrer  rigoureusement  l'existence 
d'une  telle  valeur  de  À;  M.  Picard  (-)  montra  l'existence  d'une  autre. 
Enfin,  la  démonstration  pour  une  infinité  de  valeurs  fut  donnée  par 
M.  Poincaré  (').  Dans  ces  trois  cas,  la  méthode  employée  fut  celle  des 
approximations  successives  avec  l'hypothèse  que  A.{x,y)  ne  change 
pas  de  signe  dans  le  domaine  considéré,  et  les  propriétés  de  minimum 
des  fonctions  harmoniques  autres  que  la  première  ne  furent  pas  consi- 
dérées. 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  :  i"  d'obtenir  des  théorèmes  généraux 
d'existence  pour  les  solutions  de  l'équation  différentielle 

A?/  +  \A  (x,  y)u=f{x,  j), 

sous  certaines  conditions  aux  limites,  par  l'application  de  la  méthode 
employée  par  M.  Fredholm  pour  la  solution  de  certaines  équations 
fonctionnelles;  2"  d'en  déduire  l'existence  des  fonctions  harmoniques 
comme  fonctions  minima.  Nous  ju*tifierons  ainsi  le  principe  de  Diri- 
chlet  tel  qu'il  a  été  appliqué  par  M.  Weber  dans  le  problème  isopéri- 
métrique,  de  même  que  M.  Hilbert  (^)  l'a  justifié  sous  sa  forme  pri- 
mitive. La  démonstration  de  Texistence  d'une  infinité  de  fonctions 
harmoniques  s'annulant  sur  la  frontière  et  d'une  infinité  d'autres  satis- 
faisant sur  le  contour  à  l'équation 

sera  faite  sans  rien  supposer  sur  le  signe  de  A(x,  y).  Dans  la  seconde 
Partie,  nous  nous  occupons  de  l'existence  des  solutions  doublement 
périodiques  C^). 

(*)  Fenn.  Acla,  t.  XV,  i885.  —  Ges.  Abh.,  t.  1,  p.  if\\ . 

(2)  C.  R.,  t.  CXVII,  1893,  p.  5o2. 

(^)  Rend.  Pal.,  t.  VUI,  1894,  p.  Sy.  Dans  cet  article,  A=:i.  —  Voir  aussi 
Zaremba,  C.  li.,  t.  CXXXll,  1901,  p.  1049;  Krak.  Abli.,  t.  XLI,  1901,  p.  242.  — 
KoRN,  Abhandlungen  zur  Polenlialllieorie.  Berlin,  1902. 

(*)  FesLscliriJt  :  Ueber  das  Dirichlel  sclic  Princip  {Abh.  der  A".  Gôtl.  Ge~ 
lehrlengesellscliafl.  Berlin,  1901). 

(*)  J'ai  considéré  des  questions  analogues  pour  Téqualion  à  une  seule  variable, 
dans  Malh.  Ann.,  t.  LVIll,  1904,  p.  528. 
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PREMIÈRE   PARTIIÎ 


Sur  la  méthode  de  M.  Fredholm. 


M.  Fredholm  (')  a  montré  comment  on  peut  déterminer  une  solu- 
tion de  l'équation  fonctionnelle 

pb     pb 
'-'  a     '-'a 

où  \  est  un  paramètre  et  où  'ji,  f  sont  des  fonctions  finies  et  intégrables 
pour  les  valeurs  de  leurs  arguments  comprises  entre  a  et  h.  Cette 
méthode  s'applique,  avec  une  légère  modification,  au  cas  où/,  sans 
rester  fini,  a  la  forme 

/(^,  y],  X,  y)  =  Rlog[(.r  -  l.y  +  ( j  -  ■^)^]  -f-  S, 

où  R  et  S  sont  des  fonctions  de  x,  y,  ^,  y]  finies  et  intégrables. 
Nous  définirons  le  déterminant  D  c?<?  (i)  par  les  équations  (-) 


D  =  I+2^/A^ 


d. 


iM 


o               /(x,y,x,y,)  /(x,y,x,y,) 

f{x.^y^x,y,)               o  f{x.,y.,x,y,) 

f{x,y,x,y,)     f{x,y^x^y.,)  o 

/{x^yhX.y,)     /{x^y^x^y.^)  /{Xf^y^x^y^) 
X  dx^ . . .  dxhdy ^ . . .  dy^. 


f{x,y,Xhyh) 
f{x.,y.,Xhyh) 
f(x^y^Xhyh) 


(»)  Acta  Math.,  t.  XXVII,  1908,  p.  365. 

(*)  Pour  plus  de  simplicité,  nous  écrirons  dans  les  déterminants/(.x-,j)',  ^^2/2  ) 
au  lieu  de/(^i,  ji-  x^,  y^),  etc. 
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Nous  appellerons  mineur  d'ordre  n  de  D  la  fonction  suivante  de  X 
et  des  paramètres  ^,-,  y]^-,  ct/,  t,  (/  =  i  ,  2,  . . . ,  tî)  : 


(Ô 


■^.■/]2- 

•  •■^i/. 

(7,(72. 

'^n 

^^T2. 

•   "H 

ù,,k 


fl+fl 


/(?lT^l<r2-2) 


/(b''-/-2^l'^l) 


f{^i-ni<^n--^n)       A^irn^iyi)       A^i-r,iX2yi) 

fiUrn'Jriin)       /(l2-^i2a:'iri)       /(iir.îX^yi) 


/(^iri<îiT:i)     /(:r,jKi  «121:2) 


/(^iJi<r„T„)  O  /(^i7ia:'272) 

/(>2j2Cr«X„J       /(^2jK2^iri)  O 


AU-nî^hy/i) 

f{U'r,nXhyh) 

fioeiyiXhYh) 
/{xiyixuyh) 


fi^ày/i'^i-^i)    /(x/^yh'yi'Zi)     ...    /(xj^y/iCJn-^n)    f(xnyhXiyi)    /{x^yh^^y^)    ... 
X  dxi .  .  . dx/^ dyi. . . dyu ■ 

Dans  les  formules  de  M.  Fredholm  la  diagonale  principale  n'était 
pas  formée  par  des  zéros,  mais  par  des  quantités  de  la  forme 

Ce  changement  a  été  proposé  par  M.  Hilbert  qui  a  montré  qu'il  laissait 
intactes  celles  des  formules  de  M.  Fredholm  qui  ne  contiennent  que  D 
et  ses  mineurs  du  premier  ordre  et  que  les  séries  prçcédemment 
définies  restent  convergentes  pour  toute  valeur  de  X,  même  quand  y  a 
une  singularité  logarithmique  (').  Nous  aurons  l'occasion  de  nous 
servir  des  résultats  qui  concernent  les  mineurs  d'ordre  n\  nous  indi- 
querons donc  brièvement  les  changements  causés  par  celle  modifi- 
cation dans  le  cas  général.  En  suivant  les  méthodes  de  M.  Fredholm, 
on  obtient  les  identités  suivantes  : 


(')  Conférences  de  M.  Hilbert  à  Gôltingen,  hiver  1901-1902.  Voir  aussi  Kel- 
logg, Dissertation,  Gutliiigen,  1902  et  A.ISDIUE,  Dissertation,  Gôltingen,  1908, 
où  l'on  élend  au  cas  où  l'c(|uali()n  fonctionnelle  contient  n  variables  la  démon- 
stration faite  par  M.  Hilbert  pour  une  seule  variable. 


SOLUTIONS    SATISFAISANT   A   DES    CONDITIONS    AUX    LIMITES    DONNEES.    449 


(2) 


(3) 


I    S  1  •  •  '^w 

{  X-  ?      \ 

*r>2  •  •  •  -n 


W 


a-,  Œo.  .  .C7„ 


r^A>      ^l> 


+ 


=   —    >^2/(^"    ^"    ^'"    ''• 


[    C,^  .  .  .  -sv—  I    ^v        ";v+( 


^"2/^^"  "^"  '^"'  ^'')/(^^"  ^"'  ^"  "<) 


00 


■  -îV-  I    ^v+i    •   •  •■r« 
•    «V— I      ^V+l    •    •   •    "7^ 


(D 


ï  X- 


Ti  . . •  »rt 


i    C'a-  •  -^n   i"^"    •■^'' 


Tj  .  .  ''Zji 


=  -^'^f{l'n  Y]v,  ff,,^.) 


CD 


'^'S/^^'''  "''^"  """  '')/(^"  ^"  ''^'  ^-'^ 


Y],Y]o.  ..Y]v-2^v-i  Y]v+,-  •  -fin 
T2  T3  ■  .  -Tv—i  Tv        «v-t-i  •  •  •  "7; 

•^2  S:!  •  •  •Sv— I    Sv+I   •  •  '^7/ 


CD 


CTo  0-3.  .  .(Tv-i  O'v+i-  •  -^n 
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Ces  équations  diffèrent  de  celles  de  M.  Fredholm  par  l'addition  des 
termes  en  X-,  lesquels  contiennent  tous  en  facteuis  des  mineurs  de  D 
d'ordre  /^  —  2.  Pour  /i  =  1 ,  ces  équations  deviennent 


u 


l>    ^h  \   ç 


(2') 


T 


'J  a     ^  a 


(3') 


(Ê  ■    '-  +  X  /     /   /(  w,  p,  (7,  T  )  (0  .         dudv 


—  V-(Q        I    f(^,'fi,u,ç)/{u,i-,l,ri)dudç. 


Considérons  d'abord  le  cas  où  k  n'est  pas  une  racine  de  la  fonction 
transcendante  D.  En  introduisant  le  symbole  fonctionnel  S  qui  donne 
à  l'équation  (i)  la  forme 

nous  aurons 
où 


F=  «-  + 


V  +  ^r   r  ^"(^'  "O^  -^^  0/(^'  ^  x,y)dsdt, 


pourvu  que  la  fonction  g(^^  y],  x^  y)  satisfasse  aux  mêmes  conditions 
de  continuité  que/.  En  particulier,  on  voit  d'après  (3')  que  F  est 
identiquement  nul  lorsqu'on  remplace  g  par 


et,  par  suite, 


X 

\y 

■X.       ^\    —    rr.{X. 


S5,S/?(H,  y])  =  9(^,  Y)). 
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Donc,  s'il  y  a  une  solution  de  (i),  elle  est  unique  et  donnée  par  la 
formule 

o  =  S„  'h. 

1  bl    T 

D'ailleurs,  d'après  (2'),   cette   expression  satisfait  bien   à  l'équa- 
tion (i).  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Si  le  paramètre  X  n'est  pas  i^acine  de  D,  l'équation 
admet  une  solution  unique 


,b     ^0 


?(^,-^)=^(^^'n)-'^£  £  \-^^{  ^  -  V(^'^'•^'r)^K^.r)^■^^^y• 
Gonsidérons  maintenant  le  cas  où  D  et  ses  mineurs  d'ordre  inférieur 
à  n  sont  nuls  pour  la  valeur  de  X  considérée  quelles  que  soient  les 
valeurs  des  variables  ^,  y],  o-,  t  dont  ils  dépendent,  mais  où  le  mineur 
d'ordre  n  n'est  pas  identiquement  nul(*).  Alors  (2)  et  (3)  deviennent 

I  H   L      ^     i 
J'^'''l-^---''^"\^xfy/(^,ri,u,i^)    (OT    ■"•"'^''\dudv  =  o, 


^. 

■q,. 

■  -ri,, 

a, 

G.y. 

.  .cr„ 

"^i 

To. 

•    •    'H 

-5) 

S2  • 

^. 

■ri,. 

•••/]« 

^> 

a.,. 

.  .(7„ 

U 

^.. 

••L 

V 

Y),. 

'•^n 

^i 

a,., 

••cr« 

^i 

To. 

--'^n 

l. 

^2  • 

'   '^T?, 

(D-    '     "        '       +A  /(w,  P,  a.,-,)cO'    "  '^        '"\dudv 


o. 


P    T., 


(*)  Pour  chaque  valeur  de  X  il  existe  un  nombre  fini  «,  tel  que  le  mineur 
de  D  d'ordre  n  n'est  pas  nul.  Voir  Fkkdholm,  loc.  cit.,  p,  871;  sa  démonslralion 
s'applique  ici  sanô  modifications. 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  lome  X.  —  ('"hsc    IV,  1904.  5l 
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Ces  idenlilés  sont  celles  mêmes  de  M.  Fiedholm  et  sa  méthode 
appliquée  sans  modification  conduit  aux  théorèmes  suivants  : 

Il  ne  peut  exister  de  solution  non  identiquement  nulle  de  V équa- 
tion homogène 

9(^,Y])4-X/     /    f{l,ri,x,y)c^{x,y)dxdy  =  o 

que  si  \  est  racine  de  D.  Si  n  est  V ordre  du  premier  mineur  de  D 
qui  ne  s'annule  pas  pour  cette  valeur  de  X,  il  y  a  exactement  n  solu- 
tions linéairement  indépendantes,  lesquelles  sont  de  la  forme  (') 


^v(^,  •/])= -yr-f ï—\^\  (v  =  i,...,/0. 

^     ,      ''Î1-1Q2-    •    -^l»       (  f      ^  r-  r-      r- 

Ct)  <  >  ',        "  )    •    •    •    ''  V—  I      ''  V    '■  V-h  )  •    •   •    •  7J 

CT,  a,  .  .  .  ff,. 


Pour  cette  même  valeur  de  X,  ï7  /z<?  peut  exister  de  solutions  de 
r  équation  à  second  membre 

9(E,  ri)-hkf   f  fCç,ri,x,y)<^(x,  y)dxdx  =  ^(^,  ri) 

que  si  la  fonction  '-];(^,  y])  satisfait  aux  n  équations  fonctionnelles 
^{x,  y)W^{x,  y)dxdy  =  o         (v=  i,  2,  ...,  //), 


(•)  L"ensemble  des  fondions  *v  est  indépendant  du  choix,  des  paramèires. 
L'inLioduclion  de  nouvelles  valeurs  pour  ces  paramètres  ne  fait  que  changer 
chaque  *  en  une  combinaison  linéaire  des  *v«  Voir  Frkdiiolm,  toc.  cit.,  p.  SjS. 
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OÙ  V on  a(^^) 


S)    .    •   •-JV— i    SV    -5V+(    •    •    •-!« 


<ïi  •  •  -«  i    0-,.  .  .(Tv_,  X  0-,,+  ,.  ..(7„ 


a,  .  .  .  cr„ 


^^  alors,  la  solution  la  plus  générale  est 


I 

r  f        '■r      \ 

CO^ 

\  r\^. ..■',„  1 

)a,...a„  l 

,  -i----^^  1 

V  =  l 

où  les  Cv  sont  des  constantes  arbitraires. 

Dans  la  démonstration  de  la  convergence  des  séries  qui  définissent  D, 
on  prouve  (-)  que  Ton  a,  quel  que  soit  Fentier  positif  h, 

\dh\<c  -^ -j^ ,         c  >  o, 

h} 

où  c,  c'  et  c"  sont  des  constantes  indépendantes  de  h  et  ne  contenant 
que  des  puissances  positives  de  ^  —  a.  On  peut  donc  prendre  {b  —  a) 
assez  petit  pour  qu'une  valeur  de  "K  quelconque,  mais  fixée  à  l'avance, 
ne  soit  pas  racine  de  D.  Nous  pouvons  donc  énoncer  encore  cette 
proposition  : 

Etant  donnée  une  valeur  quelconque  de  X,   on  peut  prendre 

(')  La  note  précédente  s'applique  aux  W.i. 
(^)  Andrae,  loc   cit.,  p.  loi. 
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(b  —  a)  assez  petit  poui^  que  l'équation 

ait  une  solution,  et  une  seule. 

II.  —  Théorèmes  généraux  d'existence  pour  le  problème  aux  limites. 

Nous  établirons  dans  ce  paragraphe  Texistence  d'une  fonction 
u{x,  y)  qui  est  continue  dans  une  région  ù  ainsi  que  ses  dérivées 
premières,  qui  satisfait  à  l'équation  différentielle 

(i)  Hu^lKix,  y)u=f{x,  y) 

et  prend  des  valeurs  données  (j{s)  sur  le  conlour  S  de  £2  (  '  ).  On  admet 
que  les  fonctions  A  et  /  soient  bornées  et  intégrables  dans  12  et  que 
o-(.v)  soit  une  fonction  continue  de  5,  longueur  de  l'arc  de  S. 
D'après  le  théorème  de  Green,  on  a 

(2)  j"j'(.A^-^Ap)^x^7=-£(p^-z/^^)rf5, 

n  étant  la  normale  intérieure  à  S.  Prenons  pour  u  une  solution  (-) 
de  (i),  solution  dont  nous  postulerons  provisoirement  l'existence.  Et 
prenons  pour  v  la  fonction  de  Green  (^{x^  y^  ^,  7]),  solution  de  l'équa- 
tion potentielle  Ap  =  o  dans  la  région  Q,  qui  admet  la  même  singula- 
rité que  logv'(x"  —  ^)-  H-  {y  —  v])"  et  s'annule  sur  S.  L'existence  d'une 
telle  fonction  c,'  a  été  prouvée  par  plusieurs  méthodes.  Appliquons  la 
formule  (2)  à  la  région  obtenue  en  excluant  de  £2  une  aire  circulaire 


(')  Ou  suppose  la  régiou  il  limitée  et  à  connexion  simple,  sou  conlour  S  étant 
formé  d'un  nombre  fini  d'arcs  analytiques.  On  sait  qu'on  peut  appliquer  à  une 
telle  région  les  résultats  de  la  théorie  du  potentiel. 

(-)  Nous  emploierons  le  mot  solution  pour  désigner  une  fouclion  qui  satisfait 
à  l'équation  (1)  en  tout  point  de  12.  Cette  définition  implique  la  continuité  des 
dérivées  premières. 
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de  rayon  r,  de  centre  (^,  r\).  En  passant  à  la  limite  pour  r  =  o,  on 
obtient  par  une  méthode  bien  connue 

en  remplaçant  les  valeurs  de  u  sur  S  par  a. 

Inversement  la  théorie  du  potentiel  montre  que  toute  solution  u  de 
Féquation  (3)  satisfait  à  l'égalité 

Au  =/—  lAu 

[c'est-à-dire  à  l'équation  (i)]  et  admet  les  valeurs  aux  limites  o-(.ç)  (*). 
L'intégration  de  (i)  sous  les  conditions  aux  limites  données  est  donc 
ramenée  à  la  résolution  de  l'équation  fonctionnelle 

où  F(^,  Y))  désigne  la  fonction  connue 

et  où  nous  avons  étendu  l'aire  d'intégration  à  un  carré  de  côté  (b  —  à) 
entourant  £i,  (^  étant  considérée  comme  nulle  en  dehors  de  ù. 

Or,  (4)  est  une  équation  fonctionnelle  de  la  forme  considérée  §  I. 
Pour  appliquer  les  résultats  de  M.  Fredholm,  il  suffit  de  savoir  à 
quelles  conditions  F(H,  yj)  est  identiquement  nul.  Comme  la  repré- 
sentation au  moyen  de  la  fonction  de  Green  est  unique,  cela  ne  peut 
arriver  que  si  l'on  a 

Les  résultats  du  paragraphe  précédent  nous  conduisent  donc  aux 
théorèmes  suivants  : 

L   Si  f{x,  y)  et  <y{s)  ne  sont  pas  à  la  fois  identiquement  nuls, 
(*)   Voir  Harnack,  Logarithmisches  Potential.  Leipzig,  1887. 
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il  existe,  pour  toute  valeur  du  paramètre  \  autre  que  les  racines 
de  la  fonction  entière  D,  une  solution  et  une  seule  de  l'équation 

^u  -h  \A.{x,y)  u  =/(.r,  /) 

qui  prenne  les  valeurs  aux  limites  '^{s).  Cette  solution  est  donnée 
par  la  formule 

l 


iù) 


II.  //  ne  peut  y  avoir  de  solution  nulle  sur  S  (sans  être  identi- 
quement nulle)  de  l'équation 

Au  -+-  À  A(j;,  y)  m  =  o 

que  si  le  paramètre  X  est  une  racine  de  D.  Si  n  est  r  ordre  du  pre- 
m,ier  mineur  D  qui  ne  s'annule  pas  pour  la  valeur  considérée  de  X, 
il  existe  exactement  n  solutions  linéairement  indépendantes  s'an- 
nulant  sur  le  contour  S.  Ces  solutions  ont  la  même  forme  que  les 
fonctions  ^^{x,  y)  données  dans  le  paragraphe  précédent. 

Pour  la  même  valeur  de  \,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'il  existe  une  solution  de 

Au  -+-  A  A(a7,  y)  u  —f(x,y) 

qui  prenne  des  valeurs  aux  limites  <y{s)  est  que  f(x,y)  et  <y(s)  véri- 
fient les  conditions 

JJ^FÇx,  y)W,(x,  y)  dx  dy  =  o         (v  =  i,  ...,  /^), 
(fi) 

où  Wy  a  la  forme  donnée  dans  le  paragraphe  précédent.  D'ailleurs,  la 
fonction  f(c„  t],  x,  y)  de  ce  même  paragraphe  a  ici  la  forme 

/(  ^5  ^'  -^^  r)  =  ^  ^  (^^  y)  {ii^'^y,  ^^  ^)- 


SOLUTIONS    SATISFAISANT    A   DES    CONDITIONS    AUX    LIMITES    DONNÉES.    4^7 

Dans  les  expressions  de  D  et  de  ses  mineurs,  A  peut  être  supprimé 
du  déterminant  et  mis  en  facteur.  En  écrivant  Oy^  sous  la  forme 


'h-, 

II.  :     I  j  -    ■ 

'-'a  ^  a 

nous  aurons 


A(ai,T,)...A(a„,T„)      "'' 


h  !(2Ti)'' 
L'identité 


,1  «-'/7 


(j(^-,r,  ^,  ^)  =  ()(^,  ^,^',r) 


montre  que  le  déterminant  A((j')  reste  invariant  si  l'on  permute  les 
paramètres  ^,-,  yj,  avec  ct^,  t,,  respectivement;  en  effet,  on  aurait  seu- 
lement changé  la  position  relative  des  lignes  et  des  colonnes.  Dès  lors, 
revenant  aux  définitions  de  <ï>v  et  de  "^Fv,  on  voit  facilement  qu'il  suffit 
de  choisir,  pour  les  valeurs  des  deux  paramètres  ^v?  i^v  de  W^^  les  para- 
mètres (Tv,  Tv  de  $vj  respectivement,  pour  avoir  la  relation 

A(x,  7)        A(av,;Tv) 
ou 

iFv(^",  j)  =  A(x,  j)  <ï)v(a;,7)  x  const. 

Les   conditions    trouvées   précédemment   pour    F    peuvent    alors 
s'écrire 

J J^F{x,  y)A(x,y)  ^,{x, y)  dx- dy  =  o         (v  =  i, . .  ., //.), 
ou,  puisque  A$v  +  XAOv  =  o  : 

Appliquons  le  théorème  de  Green;  puisque  les  4>v  s'annulent  sur  S, 
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on  aura 


Mais  la  fonction 

F{l,r^)  =  -^ffAx,y)cj(x,y/crri)dxdy-^^J^^aflds 

satisfait  dans  12  à  l'équation 

et  elle  prend  les  valeurs  a  sur  S.  Les  conditions  deviennent  alors 


(S) 


On  a  donc  le  théorème 


III.  Si  X  a  une  valeur^ pour  laquelle  D  et  ses  mineurs  s'annulent 
jusqu'à  U ordre  n  exclusivement,  il  ne  peut  y  avoir  de  solutions  de 

Aw-t-  \Ku  =  / 

prenant  les  valeurs  a  sur  S,  que  si  /  et  a  satisfont  aux  conditions 

f  jfi\dxdy-j  (j-^ds=o         (v  =  r,  ...,n). 


(i.2) 


Dans  ces  égalités,  les  $v  sont  les  n  solutions  linéairement  indépen- 
dantes et  nulles  sur  S  de  l'équation  difTérenticIle  rendue  homogène. 

Lorsque    ces    conditions   sont    satisfaites^   les  solutions   ont   la 
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forme 


«(|,y))=F(S,r))-Xyj    — ^^ 


(D-    '• 


(0  { 

X  0",  ...  (T 


V=  1 

oà  les  Cv  so/i/  6?e5  constantes  arbitraires. 

Enfin,  on  transforme  immédiatement  le  dernier  énonce  du  para- 
graphe précédent  : 

IV.  Pour  une  valeur  donnée  quelconque  de  \,  on  peut  prendre 
la  région  ù  assez  petite  pour  qu'il  existe  dans  ù  une  solution  et 
une  seule  de 

A«  4-  XAm  =/ 

prenant  les  valeurs  données  a-  sur^.  Cette  solution  a  la  forme  donnée 
dans  le  théorème  I. 


III.  —  Existence  de  la  première  fonction  harmonique. 

Nous  avons  montré  qu'il  existe   une  fonction  harmonique,   c'est- 
à-dire  une  solution  de 

(i)  Au-hXA(.v,y)ii  —  o, 

nulle  sur  le  contour  S  d'un  domaine  ù  sans  être  identiquement  nulle 
dans  £2,  pour  les  seules  valeurs  X  =  X^  racines  d'une  certaine  fonction 
transcendante  entière  D.  Nous  allons  prouver  maintenant  qu'il  y  a 
une  infinité  de  racines  de  D  et  que  les  fonctions  harmoniques  corres- 
pondantes sont  les  solutions  de  certains  prohlèmes  de  calcul  des 
variations. 

Journ.  de  Math,  (5°  série)  ,  tome  X.  ~  Fasc.  III,  1904.  ^^ 
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Considérons  le  problème  suivant  :  Rendre  minimum  l'intégrale 

u  désignant  une  fonction  qui  s' annule  sur  le  contour  S  deQ.,  admet 
des  dérivées  secondes  en  tout  point  de  £2  et  satisfait  à  l'équation 


K(w)l  =-1 


ou 


K(u)=  f  fAu^dxdy. 


L'existence  d'une  solution  de  ce  problème  n'est  pas  évidente,  mais 
il  y  a  certainement  une  limite  inférieure  finie  A,,  pour  les  valeurs  de  J 
sous  les  conditions  imposées.  Nous  allons  démontrer  le  théorème  sui- 
vant : 

La  limite  inférieure  \^  ou  la  valeur  symétrique  —  X^  est  une 
racine  de  D  et  la  fonction  harmonique  de  (i)  correspondante  est 
une  solution  du  problème  de  minimum. 

D'après  la  définition  de  X„,  il  existe  une  série  infinie  de  fonctions 
satisfaisant  aux  conditions  du  problème 

Un       U„       U3,       ..., 
telles  que 

(2)  lim  J(U/,)=:>;o. 

//  =  00 

De  plus,  ces  fonctions  peuvent  être  choisies  de  façon  que  Ton  ait 

(2)'  K(U,)  =  ±., 

OÙ  le  signe  reste  le  même  quel  que  soit  h. 

Définissons  une  suite  de  fonctions /y^  par  les  expressions 

(3)  /,  =  AU±AoAU,         (//  =  .,2,  3,  ...), 

le  signe  ±  restant  le  inême  (pie  dans  {'i)' . 
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En  multipliant  (3)  par  U/,  et  intégrant  clans  Q, 

ff^h  AU/,  dx  dy  +  Ao  ^  J  j /^  l  ;^  dx  dy . 

Appliquons  la  formule  de  Green;  puisque  les  U/,  s'annulent  sur  le 
contour  S,  on  aura 

Et  d'après  (2) 
(  3  )'  li^n  \\fh  Ua  dx  dy  ^  o. 

(Q) 

Soit  maintenant 

V       V       V 

une  série  indéfinie  de  fonctions  continues  dans  12  ainsi  que  leurs  déri- 
vées premières  et  secondes  et  nulles  sur  S.  Ecrivons  pour  abréger 

(4)  AV,±X„AV,=:o-,, 

en  choisissant  comme  précédemment  le  signe  i . 
Alors,  r équaîion 

(5)  \\m  j  j\]hghdxdy  =  0 

(û) 

sera  vérifiée  par  toute  série  analogue  de  fonctions  V^,  pourvu  que 
Von  ait,  quel  que  soit  h, 

(6)  _  \fjv,g,dxdy  <B        • 

où  B  est  un  nombre  fixe  indépendant  de  h. 

En   effet,   dans  le    cas    contraire,    on   pourrait  choisir  parmi  les 
couples  U^,  V,,  une  série  infinie  de  couples  U^,   Y^  pour  lesquels 
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on  ait,  quel  que  soit  /i, 

(5)'  J'J'\]'^g'^dxdy>p         ou         <p, 

(Û) 

p  étant  un  nombre  indépendant  de  h,  positif  dans  le  premier  cas, 
négatif  dans  le  second  et  «-^  étant  la  fonction  déterminée  par  V)^ 
dans  (4). 

Considérons  alors  les  fonctions 

où  c  est  une  constante.  Elles  satisfont  à  l'équation 

et  s'annulent  sur  S.  Multiplions  cette  équation  par  p^=  U^H-  cY^  et 
intégrons  dans  12;  nous  aurons,  au  moyen  de  la  formule  de  Green, 

Mais,  puisque  U/^  et  Y),  s'annulent  sur  S, 

//•(u;âv;-v;AU,)rfxrfy=//(u;.';,-v;/,)rfx-./K  =  o. 

D'où 

ii:}voK((V,)  -  J(r/,) 

=ff^'J'A'<fy  +  ^cff\J',g',dx-dy  -4-  c^-ffy',g',dxdy. 


(ii) 


Choisissons  c  de  faron  que  pc  soit  positif  et  assez  petit  pour  que  l'on 
ait 

'ir.p  >  r^  H,  c'est-à-dire         |  c  |<  ^. 
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En  posant  o  =  2.pc  —  c^B,  nous  déduirons  de  (G;  cL  (5') 

D'ailleurs  o  est. une  quantité  positive  indépendante  de  h;  par  suite, 
d'après  (3  )'  nous  pourrons  prendre  h  assez  grand  (/i  =  H),  pour  que 

±X„K(r„)-  J(r„)>o, 
et  alors 

(7)  ^o|K(Ph)|-J(c^^„)>o. 


Posons 


v/|K(r„ 


«'11 


nous  aurons  |  K(«)  |  =  i .  Dès  lors  u  satisfait  à  toutes  les  conditions  du 
problème  de  calcul  des  variations  et,  en  divisant  (7)  par  |K((-h)|, 
nous  aurons 

Ao—  J(w)>o, 

ce  qui  est  incompatible  avec  la  supposition  que  1^  soit  la  limite  infé- 
rieure de  l'intégrale  J  sous  les  conditions  du  problème.  En  consé- 
quence, l'hypothèse  (5)'  est  fausse  et  l'équation  (5)  doit  avoir  lieu 
sous  la  condition  (6). 

Pour  prouver  maintenant  le  théorème  lui-même,  supposons,  au 
contraire,  qu'aucun  des  deux  nombres  zhX^  ne  soit  racine  de  D.  Alors, 
d'après  le  théorème  I  du  paragraphe  II,  il  existe  une  solution  V^  de 
chacune  des  équations 

AV,±X„AV,=  AU,         (h  =  j,  2,...), 

laquelle  s'annule  sur  S  et  prend  la  forme 

^a(.^-,  v)  =//r(H,  y],  X,  y)  A(i,  Y])  U,(,^  ■/])  dl  ari 
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0Ù(<) 


u  \ 


(r  ) 

Il  nous  faut  montrer  maintenant  que  les  fonctions  V^  satisfont  à  la 
condition  (6).  On  a 

ffyhghdxdy 

=f'fffA{l,ri)U,{l,ri)A(x,y)l],(x,y)T(l,ri,x,y)dxdyd^.dri. 

Or  on  déduit  de  l'inégalité  de  Schwarz  (-) 

(//V,^-,^^  dyjiffffr^dx  dy  dl  dri  X  (//a»  Vldx  dyj . 

Les  fonctions  V/^  vérifieront  donc  (6)  pourvu  que  l'expression 

/   jVldxdy 

soit  bornée. 

Or,  il  a  été  démontré  (^)  que  toute  fonction  u  satisfaisant  à  l'équa- 
tion 

I  I  udx dy  =  o 

(')  L'intégration  est  étendue  à  ii  dans  celte  équation  et  dans  les  suivantes. 

{'-)  (  f  ft^<]^d.vdy\  1  f  fo^dxdy  j    i^-dxdy.  (Ges.  Abh.,  t.  I,  p.  aSi.) 

(')   l^oiNCAKÉ,  loc.  cit.,  p.  70.  Voir  aussi  Korn,  Abhandlung  zur  Polential- 
theorie  {Àbh.  IV,  1902,  p.  12;  Berlin). 
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vérifie  l'inégalité 

/   /  w-  de  dy  <C  /i  J  (  " ) 

où  k  est  une  constante  finie   dépendant  seulement  du  domaine   12. 
D'autre  part,  on  a,  si  L  est  l'aire  de  i2, 

/  i  \^h~  T  i  i  ^hdx dy\dxdy  z=  o\ 
par  suite,  en  prenant  u  =  1]/,—  y  j  j  \]/^dx dy, 

ffuidxdy  -  li^ffv,dxdyy<kJ(V,). 

De  la  condition  lim  J(U^)  =  A^,  il  résulte  que  les  fonctions  U/^  satis- 
feront à  (6)  pourvu  que  les  quantités 

/  /  IJ /^dxdy 

restent  inférieures  à  une  limite  finie  quel  que  soit  h. 
Mais  puisque  U^  s'annule  sur  le  contour 

J  J\J^dxdy  =  —  JJx  -^ dx dy, 
et  en  désignant  par  X  le  maximum  de  |  a;  |  dans  ù,  on  aura 

|//u.^.^^|<x//|^|^.^^<x//[i  +  (^y]^.^^. 

D'où 

Iffu^dxdy  <XL  +  XJ(Ua) 

et  la  fonction  V^  vérifie  (6). 

Mais  si  la  condition  (G)  est  satisfaite,  l'équation  (5)  doit  être  véri- 
fiée et  l'on  a 

iiin  /  /  lj/,AlJ/,dxdy  =  lim  K(Ua)  =  o. 
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Or  ceci  est  impossible,  puisque  Ton  a  |  K(Ua)  |  =  i  quel  que  soit  i. 
Ainsi  Thypothèse  faite  sur  X^  est  inexacte  et  Tun  des  deux  nombres 
±  Xo  est  racine  de  D. 

Il  résulte  du  théorème  II,  paragraphe  II,  qu'il  existe  une  fonction 
harmonique  u^  nulle  sur  S  et  solution  de  l'équation  différentielle 

A«o=t=  ^oAWo=  O. 

Multiplions  cette  équation  par  Wq-,  en  intégrant  dans  £2  au  moyen  de 
la  formule  de  Green,  on  aura 

ou,  puisque  J(//o)  >>  o, 

Déterminons  le  facteur  constant  et  arbitraire  qui  figure  dans  u^  de 
façon  que  |  K  (  Wo  )  |  =  i . 

Alors  u^  satisfera  à  toutes  les  conditions  du  problème  de  minimum 
et  ce  sera  une  solution  de  ce  problème  puisque 

Enfin  d=  Xo  est  en  valeur  absolue  la  plus  petite  racine  de  D.  Car  s'il 
existait  une  racine  V  telle  que  \\'\  <C\,  la  fonction  harmonique  cor- 
respondante satisferait  (avec  une  détermination  convenable  de  son  fac- 
teur constant)  aux  conditions  du  problème  de  minimum  et  donnerait 
à  J(?/.)  la  valeur  |  X'  |  <^  'A„,  ce  qui  est  impossible  d'après  la  définition 
de  Afl. 

En  résumé,  la  limite  inférieure  prècédeimnent  définie  X^  ou  sa 
valeur  symétrique  —  X^  est  une  racine  de  D  et  la  plus  petite  en 
valeur  absolue.  La  fonction  harmonique  correspondante  u^  est  la 
solution  du  problème  de  minimum. 

ÎV.  —  Existence  d*une  infinité  de  fonctions  harmoniques. 

Nous  procéderons  ])ar  induction.  Admettons  Texistence  de  n  fonc- 
tions Ui{i  =  o,  I,  ...,//  —  I)  qui,  pour  des  valeurs  de  X,  égales  en 


SOLUTIONS    SATISFAISANT   A   DES    CONDITIONS    AUX    LIMITES    DONNÉES.    4^7 

valeur  absolue  aux  nombres  respectifs  X/,  sont  solutions  harmoniques 
de 

A  w  H-  X  A  w  —  o . 

Nous  supposons  de  plus  que  chaque  fonction  w,  est  la  solution  du 
problème 

3(u)  =  minimum 

où  u  s'annule  sur  S  et  satisfait  aux  équations 

|K(z/)|  =  i,     K'(uj,  u)-^  I  I  Aujudxdy  ^=  o     (j  =  o,ï,...,i — i), 

(Q) 

Pour  démontrer  l'existence  d'une  (/i -f- i)'''™®  fonction  w„  de  cette 
série,  considérons  le  problème 

J(w)  =  minimum 
pour  les  fonctions  u  nulles  sur  S  et  telles  que 

|K(w)|  =  i,         K'(uj,u)=o         (j  z=zo,  ],...,  n  —  i). 

Appelons  X,j  la  limite  inférieure  des  valeurs  prises  par  J  sous  ces  con- 
ditions. Nous  allons  montrer  que  si  X„  >>>„_,,  4- X„,  ou  —  X„  est 
une  nouvelle  racine  de  D  et  que  si  \  =  \i^i,  il  existe  pour  X  ==  \ 
ou  X  =  —  X„,  une  nouvelle  fonction  harmonique,  solution  de  (i), 
linéairement  indépendante  des  autres. 

Choisissons  une  série  de  fonctions  U/^  satisfaisant  aux  conditions  du 
nouveau  problème  de  minimum  et  telles  que 

(2)  limJ(U,)-X,, 

(2)'  K(U,)  =  d=,, 

le  signe  restant  le  même  quel  que  soit  h.  Soit  d'autre  part 

Y        Y        Y 

une  série  infinie  de  fonctions  satisfaisant  aux  conditions  de  continuité 
et  s'annulant  sur  S. 

Journ.  de  Math.  (5'  séi'ie),  lome  X.  —  l-asc.  IV,  1904.  5J 


468 
Posons 


MAX    MASON. 

AU;,±A„AU,=/, 


où  les  signes  ±  sont  les  mêmes  que  dans  le  second  membre  de  (2)' 
On  prouvera,  comme  dans  le  cas  précédent,  que 


(5) 


liin  f  fVAgtdxdy  =  o, 


pourvu  que,  en  outre  de  la  condition  primitive 


(6) 


j j^hghdxdy 


<B, 


les  nouvelles  conditions 

(6)'  K'(W/,V/,)=rO  (i  =  0,   I,   2,    ...,   71  —  l) 

soient  satisfaites. 

En  effet,  il  résulte  de  (6)'  que  les  fonctions 

où  c  est  une  constante,  satisfont  à  toutes  les  conditions  du  nouveau 
problème  de  minimum,  sauf  |K(('/i)  |  --  r,  car  elles  s'annulent  sur  S 
et  l'on  a 

K'(W,-,  PA)  =  K'(«nU/j  +  6'K'(M,-,  Y/,)  =  o  (/ =  0,  I,  ...,/?  -  1), 

puisque  les  ii^  satisfont  aux  conditions  du  problème  de  minimum  et 
que  y  h  satisfait  à  (6)'. 

Alors  on  peut  appliquer  les  métbodes  du  cas  précédent  sans  modifi- 
cation et  il  en  résulte  l'équation  (5). 

Considérons  d'aboid  le  cas  où  X„>'  X,,^,.  Si  notre  théorème  n'était 
pas  exact,  ±  X,j  ne  serait  j^as  racine  de  D.  Alors  il  existerait  (§  II), 
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pour  chaque  valeur  de  //,  une  solution  de 


(7) 


AV, 


X„AV.  =  AU; 


(A  =  I,  2,  3,  ...) 


qui  s'annulerait  sur  S. 
De  (7)  et  de 


A«,±  X/Aw/=  o         (i  =  o,  I,  . . .,  n  —  i), 

il  résulte  (puisque  u^  et  V^  s'annulent  sur  S  et  que  U/^  satisfait  aux 
conditions  du  problème  de  minimum)  que  l'on  aura,  quels  que  soient 
i  et  h, 

^(\i-  ^d  J  J  A  ^''i^'h  dx  dy 

~  I   I  (^à  ^"'  ~  "«  AVyi)  dxdy  -i-  1  j  AU^m,  dx  dy 

Dès  lors,  puisque  l'on  a  X,^^  X,,  quel  que  soit  i  <<  n,  les  V/^  satisfont 
aux  conditions  (6)'.  On  voit,  comme  dans  le  cas  précédent,  qu'elles 
satisferont  aussi  à  (6).  Par  conséquent  l'équation  (5)  est  vérifiée  ou 


(S) 


lim   /  /  AU/,«?a7,  y  =  lim  K(U/,)  =  o. 

//  =  oc  ty      t/  /t  =  00 


(Q) 


Mais  ceci  est  impossible  puisqu'on  a,  quel  que  soit  A, 

|K(U,)l  =  r. 

Ainsi,  -+-^1  ou  —  X„  est  sûrement  une  racine  de  D  pour  A„>  A„_,. 
De  plus,  il  en  résulte  qu'il  y  a  une  nouvelle  solution  harmonique  u,t 
de  (  i)  pour  A  =  +  \j  ou  pour  X  —  ~  X„  ;  déterminons  son  facteur  con- 
stant de  façon  que 

\K{u„)\-^i. 
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On  déduira,  comme  précédemment,  des  équations 

Luj  ±\iA.Ui-=o  I  (/=  o,  I,  . . .,  /z  —  x), 

A;/„±X„AW„=0     !  \r>'>^h 

que  Uh  satisfait  aux  équations 

K'(w/,  u„)  =  o         {j  =  o,\,  ...,n  —  i). 

Ainsi  u„  satisfait  aux  conditions  du  problème  de  minimum  et,  puis- 
qu'il donne  à  J  la  valeur  X„,  c'est  la  solution  du  problème.  Notre  théo- 
rème est  complètement  établi  pour  X„^  ^«-c  De  plus,  d'après  la  défi- 
nition de  A„,  il  ne  peut  y  avoir  de  racines  de  D  dont  la  valeur  absolue 
soit  comprise  entre  X„_,  et  \„. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  l'on  aurait 

Il  existera  pour  X  =  >>„  ou  X  =  —  A„,  une  solution  de  (i),  linéaire- 
ment indépendante  de  w,j_,,  M„_2,  ...,  lin^r'  Sinon,  d'après  (2),  D  et 
ses  mineurs  seraient  nuls  pour  X  ^  A„  ou  X  =  —  A„  jusqu'à  l'ordre  n 
exclusivement.  Alors  il  existerait  (III,  §  II),  pour  chaque  valeur  de  A, 
une  solution  V^  de 

(7)  AV;,±:X„AV,r=AU„ 

s'annulant  sur  S,  car  les  fonctions  AU^  vérifient  les  conditions  suf- 
fisantes 

/  /  AU^ Ui dx c?y  —  K'( «,,  U/, )  =  o       (i  =  n  —  i ,  n  —  2,  . . . ,  n  —  /•) . 

Ces  solutions  Vy^  ne  sont  pas  déterminées  d'une  manière  unique; 
elles  ont  la  forme 

H  -1 

OÙ  les  c  sont  des  constantes  arbitraires. 
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Or  on  a,  par  hypothèse, 

K(w,)  =  i,         ¥^'(ui,Uj)  —  o, 

et,  par  conséquent,  on  peut  déterminer  les  c  de  façon  que 

/   /  A  Ui  N h  dxdy  =^  l  j  A  m,  W^  dx  dy  ±:  0^1=^0 
(Q)  à) 

(^i  =  n  —  T ^  , ,  ,^  n  —  r). 

Donc  les  fonctions  V/^  satisfont  aux  conditions  (6)'. 

Comme  précédemment,  elles  vérifient  (6)  et,  par  suite,  (5)  et  (8); 
d'où  la  contradiction  annoncée.  Il  y  a  donc  une  solution  u\^  de  (i)  qui 
est  linéairement  indépendante  de  «„_,,  . . .,  w„_^.  Considérons  alors  la 
fonction  harmonique 

n-i 
j  =  n-r 

et  déterminons  les  rapports  des  coefficients  par  les  équations 

K'(«,-,  u„)  =  ±  c,+  t'„K'(w,-,  «'„)  =  o         {i=  71  —  1,  . . .,  n  —  r), 
et  leur  facteur  commun  par  la  condition 

|K(^^„)!  =  I. 

On  verra,  comme  dans  le  cas  X„>>X,j_,,  que  u,i  vérifie  les  équa- 
tions 

K'(W,-,  U,^  =  0  (/  =r--  o,   I,    .  .  .,  /i  -  /•  -  l), 

puisque  X„>>  X„_^_,.  Ainsi  Un  satisfait  à  toutes  les  conditions  du  pro- 
blème de  minimum  et,  puisqu'il  donne  la  valeur  \  à  l'intégrale  J, 
c'est  la  solution  du  problème. 

En  résumé,  nous  avons  prouvé,  en  admettant  l'existence  de  n  fonc- 
tions harmoniques,  l'existence  d^ine  (n  H-  i)'"^"»^  et  sa  propriété  de  mi- 
nimum. Il  y  a  donc  une  série  infinie  de  telles  fonctions.  Il  faut  observer 
qu'un  nombre  fini  seulement  de  valeurs  X^  peuvent  coïncider,  car,  pour 
toute  valeur  de  X,  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  ou  nul  de  mineurs  de  D 
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qui  soient  nuls  (').  De  plus,  puisque  +  X,-  ou  —  X,  sont  des  zéros  de 
la  fonction  transcendante  entière  D,  il  ne  peut  y  avoir  de  limite  supé- 
rieure pour  les  valeurs  }^,.  En  définitive,  nous  obtenons  ce  théorème  : 

//  existe  une  série  infinie  de  valeurs  numériques  X^  du  para- 
mètre A  et  de  fonctions  harmoniques  Ui  nulles  sur  S  et  solutions  de 
Véquation 

Aw,  ±  \i  A  (x,  7) Ui  =  o. 

La  fonction  Ui  est  solution  du  ^problème 

J  =.^ ^  ^J^  ^  (^)  J  ^^"^  ^^  ^  minimum, 

(Q) 

et  elle  donne  la  valeur  \i  à  l'intégrale  J.  Il  n'y  a  pas  de  limite  su- 
périeure finie  pour  les  nombres  \i  (-). 

V.  —  Extension  aux  conditions  aux  limites  généralisées. 

Les  théorèmes  sur  l'existence  des  solutions  de 

Aw  +  X  A«  =  /, 
qui  satisfont,  sur  le  contour  S  de  O,  à  l'équation 

ir^  /        \     du  .s 

[où  S(.9)et  (t(s)  sont  des  fonctions  continues  données  avec  la  condi- 
tion 2(6-)  <;o],  peuvent  être  démontrés  en  remplaçant  la  fonction 
de  Green  employée  (§11)  par  la  solution  de  Green  de  l'équation  po- 


(')    Voir  noie  ('),  p.  45 1. 

(^)  Si  la  fonction  A  change  de  signe  dans  Q  on  peut  remplacer  la  condi- 
tion |K|=i  soit  par  Kzizi,  soit  par  K  r^  —  i.  Dans  le  premier  cas  on  arrive 
à  des  valeurs  positives  X,-;  dans  le  second  cas  à  des  valeurs  négatives.  L'ensemble 
des  valeurs  X,-  se  compose  donc,  si  A  change  de  signe,  d'une  infinité  de  valeurs 
positives  et  d'une  infinité  de  valeurs  négatives. 
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tentielle  qui  satisfait,  sur  le  contour,  à  la  condition 

G  +  i:(.9)^=o. 

^    ■^  on 
L'existence  d'une  telle  fonction  a  été  prouvée  dans  le  cas 

Sans  aucun  changement  de  méthode,  on  dém,ontrera  des  théo- 
rèmes analogues  à  ceux  du  premier  cas,  les  équations  du  §  II  s' ap- 
pliquant sous  la  même  forme  aux  conditions  aux  limites  généra- 
lisées. 

Les  fonctions  harmoniques  pour  ce  problème  sont  les  solutions, 
autres  que  zéro,  de  l'équation 

Aw  -f-  XAw  =  G 
qui  satisfont  sur  S  à  la  condition 

U  -\-li-T-  =  o. 
an 

Il  n'y  a  de  telles  solutions  que  si  X  a  pour  valeur  une  racine  de  D, 
le  déterminant  D  étant  formé  avec  A  et  la  fonction  de  Green  géné- 
ralisée. 

Pour  prouver  l'existence  d'une  série  infinie  de  fonctions  harmo- 
niques, on  peut  appliquer  les  méthodes  des  paragraphes  3,  4  avec 
une  légère  modification. 

Considérons,  pour  cela,  le  problème  de  minimum 

3(u)=JJ     (^)+(^-^j      dx  dy  -  J'^ds^- mimmum 

sous  la  condition 

\K.(u)\  =  i,        avec        Iv(w)^£e  /  /  Ku-dxdy. 

Sous  l'hypothèse  2  <]  o,  il  existe  une  limite  inférieure  déter- 
minée X(,  des  valeurs  de  J  vérifiant  la  condition.  On  peut  donc  déter- 
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miner  une  série  de  fonctions 

U,,     U„     U3,     ... 
telles  que 

K(U,)  =  ±i 

(le  signe  ±  restant  le  même  quel  que  soit  A),  et  que 

limJ(U^)  =  Ao. 

Il—  x 

De  plus,  nous  pouvons  supposer  sans  restriction  que   ces  fonc- 
tions Ua  satisfont  sur  S  à  la  condition 


U,+  v^^=o. 


Car  cette  condition,  n'afTectant  les  valeurs  de  ces  fonctions  que 
dans  une  bande  aussi  étroite  que  Ton  veut  enserrant  le  contour,  ne 
peut  altérer  la  limite  inférieure  de  J. 

Définissons  une  série  de  fonctions  f^  par  les  équations 

où  le  signe  ±  est  le  même  que  dans  (2).  Multiplions  cette  équation 
par  U/j;  en  intégrant  dans  12,  on  aura 

ou,  d'après  les  conditions  aux  limites. 

L'hypothèse  que  ±:  Aq  n'est  pas  racine  de  D  conduit  à  une  contra- 
diction comme  dans  le  paragraphe  III,  les  équations  restant  encore 
valables.  11  n'y  a  qu'une  dilTérence,  à  savoir  dans  la  démonstration 
que  les  fonctions  V  satisfont  à  la  condition  ((>).  Nous  avions  utilisé  au 
paragraphe  111  le  fait  que  les  fonctions  s'annulent  sur  le  contour. 
Actuellement,  nous  trouvons  encore  que  les  fonctions  vérifient  (6) 
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pourvu  que  les  valeurs  des  expressions 

[il) 
restent  inférieures  à  une  limite  finie.  Or 

f  f  U^  dx  dy=jx  U////  -  J  jx  -j^  dx  dy. 

Donc,  si  X  est  le  maximum  de  |  x'  |  sur  le  contour 
ffv.dxdy   <  Xf  \V,\dy-^\fJY-^^dx  dy, 

\ffV,dxdy   <:Xr(Ui+^)dy+xff\.  +  (^^y]dxdy. 

Dès  lors,  ces  quantités  restent  inférieures  à  une  limite  finie,  car 


on  a 


On  prouvera,  sans  autre  changement,  le  théorème  analogue  à  celui 
du  paragraphe  IV  : 

Il  existe  une  série  infinie  de  valeurs  X^  telles  que,  pouf  l'une  des 
valeurs  X  =  zt  X^,  Véquation 

A?/  H-  X  A  w  =  o 

possède   une  solution  w,  différente  de  zéro  et  satisfaisant  sur  le 
contour  à  la  condition 

u  -hL-y-  =  O,  ^  <0, 

on 

La  fonction  u  est  la  solution  du  problème 


duy       fàiiV 


\dx)     '    \ûy)  _ 


dx 


dy—  f  '^ ds  = 


minimum 


Journ.  de  Math,  (5'  série),  loiiie  X.  —  Kasc.  R',  190^. 
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SOUS  les  conditions 


I  I  Au-dxdy   =1;  /  1  AujUdxdy  =  o      (y  =  0,  i,  ...,/-- i). 

if/Ze  donne  à  l'expression  .1  /a  valeur  X,. 

7/  n'existe  pas  de  limite  supérieure  finie  pour  les  quantités  A,  (  '  ). 


DEUXIEME  PARTIE. 

LES    SOLUTIONS    DOUBLEMENT    PÉRIODIQUES. 


1.  ~  Les  solutions  doublement  périodiques  de  lu  —  u=f{a\  y). 
M.  Picard  (")  a  démontré  qu'il  existe  une  fonction  de  la  forme 


[où  R  est  continu  ainsi  que  ses  dérivées  secondes  dans  un  rectangle  12 
de  côtés  a,  h  comprenant  le  point  (^,  y])]  qui  est  doublement  pério- 
dique avec  les  périodes  a,  b,  et  qui  satisfait  en  tout  point  de  (2  autre 
que  (^,  Y])  à  l'équation 

d^q       d'q      ,._ 

Nous  pourrons  appeler  cette  fonction  la  fonction  de  Green  double- 
ment périodique  relative  à  l'équation 

Ap  —  i^  —  o 
pour  les  périodes  a,  b. 

(1)   Voir  la  note  (2),  p.  472. 

(-)  Biillelin  de  ta  Société  mathématique,  l.  XXVIII,  1900,  p.  186.  Voir 
aussi  Comptes  rendus,  aS  janvier  1904,  où  M.  Picard  a  proposé  la  question 
Irailée  dans  la  présente  Note. 
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Faisant  usage  du  théorème  de  Green  exactement  comme  dans  le 
cas  d'une  fonction  de  Green  ordinaire,  nous  obtenons  la  relation 

{){^^y^  Il  '/])  =  ()"( ^5  -ri^'C^y)' 

Ainsi  (j  est  doublement  périodique  en  ^,  y]  aussi  bien  qu'en  x,  y, 
fait  qui  ressort,  du  reste,  de  la  forme  donnée  par  M.  Picard  à  la  fonc- 
tion. De  plus,  (j  satisfait  en  tout  point  de  £1  autre  que  ^  =  x,  'f\^ y  à 
l'équation 

Nous  avons  donc 


^-'J  =  o. 


.^  -  G"  -=  o- 


Considérons  maintenant  la  fonction 

elle  est  doublement  périodique  avec  les  périodes  «,  b^  et  puisque 
u{l,ri^  =  -  l-JJf(^j-^  y)  log-  ^{^j:  -ly^^y-  nY  dx  dy 

nous  déduisons  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  R  : 

IT'  '^^  ^/(^>  n)  -  ~-ff^J(^-^y^  -.^  ^)f{^^y)dxdy, 

ou 
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2.  —  Théorèmes  généraux  sur  l'existence  des  solutions  doublement 
périodiques  de  M/  +  lu  A(.r,  j)  =/(.r,  >-), 

Si  m(j:-,  y)  est  une  solution  doublement  périodique  de 

(i)  Ai/  +  Wi^x,  y)  Il  =f(x,  y), 

le  théorème  de  Green  nous  conduira  par  des  méthodes  bien  connues  à 
la  formule 

//(^,y])=-  ^ff\f(x,y)  —  [j-hAA(x,y)]u(x;y)\(j(x,y,^.,-ri)dxdy, 

OÙ  ç(x,y,  l,  Y])  est  la  fonction  considérée  dans  le  dernier  paragraphe. 
Inversement,  si  u  est  une  solution  de  cette  équation  fonctionnelle,  le 
même  paragraphe  nous  apprend  que  u(x,  y)  est  une  solution  double- 
ment périodique  de 

Aw  —  w=/— (i  +  A  A)w, 

c'est-à-dire  de  Téquation  (i).  Par  suite,  les  sohitions  doublement 
périodiques  de  (i)  coïncident  avec  les  solutions  de  Téquation  fonc- 
tionnelle 

u(l,ri)  =  -  ^^Jjf{x,y)^^{x,y,  'z,  'f])dxdy 

-  ^//['  +  AA(:r,7)]w(j:,7)lj(^-,/,;,'/])^/-^-^(v'. 

La  forme  de  cette  équation  diffère  de  celle  qui  se  présente  dans  le 
premier  problème  aux  limites,  par  le  remplacement  de  A  A  en  i  -i-XA; 
différence  qui  n'est  d'ailleurs  nullement  essentielle. 

Si  cO  est  le  délcrminaiit  de  Téquation  fonctionnelle  (déterminant 
qui  est  une  fonction  transcendante  de  X),  nous  arriverons  exactemiMil 
comme  dans  la  première  Partie  de  ce  travail,  aux  théorèmes  suivants  : 

1.  Si  X  /i'rsi  pas  uik'  racine  de  D,  il  existe  une  solulion  double- 
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ment  périodique  et  une  seule  de 

Au  ^'/.Au  =f. 

II.  Si  A  a  une  valeur  pour  laquelle  D  et  ses  mineurs  d'ordre 
inférieur  à  n  s'annulent,  le  mineur  d'ordre  n  restant  différent  de 
zéro,  il  existe  n  solutions  doublement  périodiques  linéairement 
indépendantes  :  O.,  {et  n  seulement)  de  l'équation 

Aw  -t-  aA  =  o. 

Pour  chacune  des  valeurs  de  A  considérées  dans  le  théorème  II,  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  existe  une  solution  double- 
ment périodique  de  Téquation  non  homogène  est,  comme  dans  le  cas 
du  prem-er  problème  aux  limites,  que  la  fonction 

^X^.  ''-i)=-  izfff{'^^^y)^S{xO'^  ^'  ''^dxdy 

satisfasse  aux  n  équations 

//F(j^,  j)^v(j^-,r)^^x-f/x  =  o         (v  =  i,  2,  ...,  n). 

Dans  le  cas  du  premier  problème  aux  limites,  nous  avions  l'expres- 
sion 

W.,(x,  y)  =  const.  A  A(x,  y)4>v(x,  j); 

en  remplaçant  A  A  par  i  -h  A  A,  nous  aurons,  dans  le  cas  présent, 

W,(x,y)=  const.  [i  +  aA(x,  jk)J  <ï),(j;,  7), 

et  les  conditions  précédentes  deviennent 

//F(-^,  y)  [î  +  >^  A(x,y)]  ^,,(x,y)dxdy  =  o 


ou 


f  f^'^'  (fj  dy  -  /Y  F  A4)v  dx  dy  =  o 
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lorsque  "X  ^  o,  puisque 

A$v+ aA4>v=  o. 

D'après  le  n"  1,  F  est  une  solution  doublement  périodique  de 

AF  -  F  :^  /. 

Nous  aurons  donc,  en  appliquant  le  théorème  de  Green,  et  puisque  F 
et  $v  sont  doublement  périodiques  : 

//[FiO..,  -  *,(/  +  F)]  dvdy  =/(f^  -  ^v^)  ds  =  o. 

il 

Dès  lors,  les  conditions  précédentes  prennent  la  forme 
f  f^^^  dx  dy  -  Ç  U\{f  +  F)  dx  dy  =  o 

(Û)  (^^) 

ou 

ffA-^'^  y)  ^^'(-^'  y^  ^-^  ^^y  =  ^• 

[ii} 

Pour  X  =  o,  c'est-à-dire 

Aw  =  o, 

il  existe  la  solution  <l>,  =  const.,  mais,  comme  on  le  sait,  il  n'y  a 
aucune  solution  continue  doublement  périodique.  Alors,  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  Texistencc  d'une  solution  doublement 
périodique  de 

prend  la  forme 

/  /  1^'  dx  dy  =  o. 

Or 

AF-F  =  /, 

et,  puisque  F  est  doublemcnl  [)ériodique,  nous  lirons  (hi  théorème  de 
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Green 

yy^AF  dx  dy  =/^  ds  =  o. 


La  condition  devient  donc 


fffdxdy  =  o 


(Si) 

ou,  puisque  <ï>,  est  constant, 

j Jf^,dxdy  =  o. 

(0) 

Nous  arrivons  donc,  dans  tous  les  cas,  an  théorème  suivant  : 

III.  La  condition  nécessaire  et  sujffîsante  pour  qu'il  existe  une 
solution  doublement  périodique  de 

Au  -\-\Au  ^=  f, 

lorsque  'k  a  l'une  des  valeurs  considérées  au  théorème  II  est  que  f 
satisfasse  aux  n  équations 

I  I  /$v  dx  dy  =  o         (v  =  1 ,  2, . . . ,  /i), 
(û) 

où  les  Ov  sont  les  solutions  linéairement  indépendantes  de 

Au  -h^Au  =  o, 

pour  cette  même  valeur  de  X. 


3.  —  Existence  d'une  suite  infinie  de  solutions 
doublement  périodiques  de  ^u  +  lkuz=  o. 

Lorsque  X  =  o,  il  existe  la  solution  doublement  périodique  u^  =  o. 
Nous  procéderons  par  induction  pour  prouver  l'existence  d'une  suite 
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indéfinie  de  solutions  doublement  périodiques.  Admettons  l'existence 
de  n  telles  solutions  «„,  w,,  . . . ,  w„_,,  pour  les  valeurs  A^,  A,,  ....  A,,_, 
de  X.  Déterminons  les  facteurs  constants  arbitraires  de  ces  solutions  de 
telle  façon  que 

|K(w/)|  =  i.         où         K{Ui)  ■=  I  I  A.u^dxdy, 

ce  qui  est  possible,  sauf  quand  K(Wi)  est  nul.  On  a  dans  ce  cas,  en 
multipliant 

Am/  +  A,  A  w,  =:  G 

par  Uij  intégrant  dans  (2  et  appliquant  le  théorème  de  Green  : 
ffu,  AUi  dx  dy  =  -//[(^)  +  (^)  ]  '^^  '^y  =  "• 

(O,  [il) 

Par  suite, 

w^=const.         et         X^=Ao^o. 

Nous  pouvons  donc  supposer  que  toutes  nos  solutions,  sauf  peut- 
être  Uq,  satisfont  à  la  condition  précédente. 
Ajoutons  les  équations 

Ui  (Auj  -h  Ày  Auj)  =  o, 
—  Uj(Aui  -+-  Ai  A  Ui  )  =  o  ; 

intégrons  dans  ù  et  appliquons  le  théorème  de  Green  ;  nous  aurons 


(Ày  —  Ai)  f  f  A  Uj  Ui  dx  dy  =  o. 


(Li) 


et,  par  suite,  si  '^j=^  X,  : 

K.'  (Uij  Uj)^  I  I  A  Ui Uj  dx  dy  =  o. 


iil 


Soient  <I>,,  <[>.,,  ...,  <!>,.  les  solutions  qui  correspondent  à  un  certain 
nombre  de  valeurs  égales  du  paramètre. 
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Nous  pourrons  prendre,  à  la  place  de  <ï>^,,  la  fonction 
la  constante  c,,  étant  choisie  de  telle  sorte  que 

K'(<Pn  *:)  =  ±  C„  +  K'($n  ^.)  -  O. 

A  la  place  de  tl>.,,  nous  pourrons  prendre 
les  constantes  étant  choisies  de  façon  que 

K'(<5:,cï>;)  =  ±c,3  +  K'($„$3)  =  o, 

et  ainsi  de  suite. 

En  définitive,  nous  pouvons  supposer  que  les  fonctions  w^  satisfont, 
non  seulement  aux  équations 

1K(W,)|  =  I  («■=  1,2,  ..  .,  /i  —  l), 

mais  encore  à 

K'{Ui,Uj)  =  o         (ï,  y  =  o,  1,2,  ...,/i-i;  i-^  j). 

Considérons  maintenant  le  problème  de  minimum  suivant.  Il  s'agit 
de  rendre  minimum  l'intégrale 

lorsque  u  possède  des  dérivées  secondes  continues  par  rapport  à  x 
et  y  en  tout  point  du  rectangle  ù  et  satisfait  aux  équations 

|K(w)|=::i  où         K(u)  ^=  I  I  Au'^  dxdy, 

K.'(uj,  u)  -=  i  I  A Uj u dx dy  =^  o         (/  =  o,  i,  . . . ,  «  —  t), 

u{x,y)  =  uix  +  a,y)         {y<yiy  +  b), 
if(x,  y)  =^  u(^x,  y -h  b)  {x 'S^  x  "S  x -^  a) '^ 
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OÙ  Uj  sont  les  solutions  do  réquation  aux  dérivées  partielles  (solutions 
dont  nous  avons  admis  l'existence)  et  où  les  côtés  du  rectangle  Q.  sont 
désignés  par 

x=^x,       x  =  x  +  a\       y  =  y,       y  =  y  +  h. 

Désignons  par  |  }^„  |  la  limite  inférieure  des  valeurs  de  J  sous  ces 
conditions.  Nous  allons  prouver  qu'il  existe,  soit  pour  A  =  |X„1,  soit 
pour  }v  =  —  |X„  |,  une  solution  doublement  périodique  u^  de  l'équation 

(i)  Aw-f-AAw  =  o, 

Uji  étant  linéairement  indépendant  de  w„,  w,,  ...,  «„_,. 

D'après  la  définition  de  X„,  il  existe  une  suite  indéfinie  de  fonc- 
tions U,,  U2,  U3,  . . .  satisfaisant  aux  conditions  du  problème  de  mini- 
mum et  telles  que 

(2)  limJ(U,)  =  |A„|. 

Nous  pouvons  même  supposer  sans  restriction  que  ces  fonctions 
vérifient  les  conditions 


du\        f  du 


(yiyiy-hb), 


et  que 


(ILr-(IL-..    (-^-^-^«: 


K(u)--=±i, 


avec  le  même  signe  quel  que  soit  h. 
Or  on  a,  soit  [  À„  |  ^  |  >;„_,  |,  soit 

Dans  ce  dernier  cas,  |  A„_,.  |  >  o,  car  m^  =  const.  est  la  seule  solution 
doublement  périodique  de  Am  =  o.  Dans  les  deux  cas,  le  raisonnement 
cm])loyé  dans  le  premier  problème  aux  limites  prouvera  encore  ici 
rexistence   d'une  solution    Un   du    genre   annoncé    pourvu    que    les 
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quantités 


(Q) 


restent  inférieures,  quel  que  soit  h,  à  une  limite  fixe 


(3) 


ff\J;,dxdy\iB         (h  =  1,1,  3,  . . .). 


(Û) 


Nous  considérerons  deux  cas;  supposons  d'abord 

f  f\dxdy  =  o. 

Alors  on  peut  remplacer  les  fonctions  U^  par  U^-h  C/,,  où  les  C/, 
sont  des  constantes  arbitraires,  car 

K (  U,  +  C,)  =  K  ( U,  ')  +  2  C,  j"/ A  U,  dx  dy 

+  C|//a  dx  f/j  =  K( U,)  =  ±  I 


et 


K'(wy,  Uyi  -h  Q)  =  K'("75  Uyi)  -H  C^y  J"a  f/^  J.r  dy  =  K'(?/^,  U^)  =  o, 
puisqu'on  a 


/  /  A  iLj  n^  dx  dy  =  o,  u^  =  const. 

(Q) 


Enfin 


j(U,-f-c,)  =  j(;u,). 

Les  constantes  C^  peuvent  être  choisies  de  façon  que 
ffi^h  +  Q)  dx  dy  =  o, 


(Q) 


et  ces  fonctions  Ua+  C^^  vérifient  les  conditions  (3  ). 
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/  i  Adxdy  ^  o. 

/   /  \]hdxdy  —  o, 
les  conditions  (3)  sont  satisfaites;  sinon,  en  posant 


Il  reste  le  cas  où 


Si  l'on  a 


W.  - 


u„ 


/    /  U/,  dœ  dy 


nous  aurons 


limite  J(  W,)  =   r   r  r 
'  ~  ""  I    1   V/i  dx  dy 


(Q) 


] 


f  f^h  dxdy  =  i,  r  r  AW^  dx  dy  =  o. 

En  résumé,  nous  pourrons  choisir  une  suite  infinie  de  fonctions 
prises,  soit  parmi  les  U/,  et  satisfaisant  à  (3),  soit  parmi  les  Vs\  et 
telles  que 

limite  J(W/i)  =  o. 

La  dernière  hypothèse  est  impossible,  puisque  les  équations 

/  I  Adxdy  ^o, 

/  /  W^  dx  dy  =  I , 

(Q) 

/  j  AW,^ dxdy  =  o, 


^'!^^ff[m 


ày 


dx  dy  =  o, 


W/,(x-,  y)  =  \\,Xx  -+-  a,  y)         {yiyiy  -h  b), 
W,{x,  y)  =  W,(.r,7  4-  h)         {x<xSx  +  b), 
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sont  incompatibles.  Car,  autrement,  nous  aurions,  quels  que  soient 
a?,  y,  x',  y'  dans  ù, 

Or,  d'après  l'inégalité  de  Schwarz,  on  a,  pour  deux  fonctions  arbi- 
traires cp,  ^, 

I      I     (^'^idxdyl  'SI      I     'j>'- dx  dy  X  j      j     '^-dxdy, 


et,  par  suite. 


f;'f;-^...y],.f;j;{^-^y.u.y, 


y 


X'      ^y' 


[r-^''-^r\Hf:m'^'^ 


où  (si  est  l'aire  de  ù.  On  a  donc 


(4)   lim  r  r' ^^dxdy  =  \im  f  [W ,{x,y') -Y^ ,{x,y)]dy  =  o. 

Comme  ces  équations  sont  vérifiées,  quels  que  soient  x^  jy,  x\  y 
dans  (2,  nous  aurons 

^^^-^  f  f  K^,  y)V^  h{x' ,  y)  -  ^\{x,  y)\dx  dy  =  o, 


ou,  puisque 


y"  j^ A  (x^,  y)  V/a(x,  y)  dx  dy  =  o, 

[à, 
lim  f  fA(x,y)\Y^{x',y)dxdy 


W^(.x-',  y')  /         A  (a?,  7)  <^a; 


dy  =  o. 
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Intégrons  par  parties,  nous  aurons 
\imlW/f{œ',  y  ~\- b)  f  i  A  dx  dy 

r  L  r       t-  J        / 

Mais  la  limite  du  second  terme  est  zéro  et,  par  suite,  puisqu'on 
suppose 

j' Jxdxdy:^o, 


(û) 


nous  aurons 


lim  Wa(x'',  y  -i-  Z/)  =  o. 
//  =  <» 

D'autre  part,  l'équation  (4)  a  lieu  quels  que  soient  (j:,  y),  {x\  y') 
dans  li;  en  particulier,  poury'  =  jv4-^,  nous  aurons 

J^j'  

[Wyi(a;,  y  ^b)  -  VSh{x,  y)]  dx 

X- 

=  —  lim  /     V>I f^(^x , y) dx  =  o. 


d'où 


Or,  on  a 


lim  /   /  W^dxdy  =  o. 
/  /  W^  dx  dy  =  i, 


(juel  (|ue  soit  //  ;  il  est  donc  impossible  de  supposer  qu'il  existe  parmi 
les  U/j  une  série  infinie  de  fonctions  ne  satisfaisant  pas  à  la  condi- 
tion (3). 

Cette  condition  étant  vérifiée  par  toutes  les  fonctions  U/i,  exception 
faite  (le  cei'taines  en  nombre  fini  ou  nul,  la  démonstration  se  dérou- 
lera exactement  comme  dans  le  cas  de  la  première  condition  aux 
limites. 
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Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

//  existe  une  sëïi,e  infinie  de  valeurs  \i  du  paramètre  \  et  de 
fonctions  u^  partout  finies,  ainsi  que  leurs  dérivées  premières  et 
secondes,  doublement  périodiques  avec  les  périodes  a,  b  et  satisfai- 
sant à  l'équation 

Aw,-hX,A(.r,  j)m,=  o, 

où  A  possède  les  périodes  a,  b. 

La  fonction  u^Çi  ^  o)  est  solution  du  problème 

J=J       £       [{l^J  ^  (^)  J^'^^/  =  minimum, 

y  ■«■ 

sous  les  conditions 

"(•3^^r)  =  if{x--^a,y)       {yl^yiy^h), 

u(x,  y)  =  u{x,  y -h  b)         {x 'S  x 'S  x -\- a), 
/         Au^  dx  dy   =  [ ,  1  j         A  uuj  dx  dy  —  o 

y  .»■  V  .r- 

(y  =  o,  I,  ...,  ;■-!), 

et  elle  donne  à  l'intégrale  J  la  valeur  |  )^/ 1. 

//  y  a  au  plus  un  nombre  fini  de  valeurs  'ki  qui  coïncident  et  [  X,  | 
croit  au  delà  de  toute  limite  (*). 


(•)  Si  A  change  de  signe,  l'ensemble  des  valeurs  X,-  se  compose  d'une  infinité 
de  valeurs  positives  et  d'une  infinité  de  valeurs  négatives.  Voir  la  note  (-), 
p.  /,72. 
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